EN[VERSIDAD JUAREZ AUTONOMA DE TABASCO

DivisioN Acapemica DE CIENcIAS BASICAS

D

(@Y

BETECCION DE ZONAS EN RIESGO DE DESARROLLAR
ATERQSCLEROSIS MEDIANTE SIMULACION COMPUTACIONAL

QUEPARA OBTENER EL GRADO DE:
MAESTRO EN CIENCIAS ENIMATEMATICAS APLICADAS
PRESENTAG
JONATHAN ALBERTO GARCIA'LOPEZ
DIRECTORES DE TESIS
DR. JUSTINO ALAVEZ RAMIREZ

DR. JESUS LOPEZ ESTRADA

Tabasco, México. Junio, 2016.




' Pro s
IVERSIDAD JUAREZ t'[ &) \'a
ONOMA DE TABASCO Y\t WE

EN LA DUDA. ACCION EN LA EE" UakT

® DIVISION ACADEMICA DE CIENCIAS BASICAS
/\\S\ Direccion
e

*

1 de junio de ZOIg:Q

Lic. Jonathan Alberto Qr/ci Lopez

Pasante de la Maestria iencias

en Matematicas Aplicadas =

Presente. (9

Por medio del presente y de@d} manera mas cordial, me dirijo a
Usted para hacer degssu conocimiento que proceda a la
impresion del trabajo ti o “DETECCION DE ZONAS EN RIESGO
DE DESARROLLAR ATE E S MEDIANTE SIMULACION
COMPUTACIONAL", en virtu qu une los requisitos para el

EXAMEN PROFESIONAL para”ghtendf Jel grado de Maestro en
Ciencias en Matematicas Aplicad b

211 D
Sin otro particular, reciba un cordial saludo. g

Atentamente.

Dr. Gerardo Delgadillo Pifion
Director

>yl

C.c.p.— Archive O
Dr'GDP/Dr'JLS

+*




%

), CARTA DE AUTORIZACION
El que susefibe, autoriza por medio del presente escrito a la Universidad
Judrez Auté ‘de Tabasco para que utilice tanto fisica como digitalmente
la tesis de gr@/denominada “DETECCION DE ZONAS EN RIESGO DE
DESARROLLAR @ATEROSCLEROSIS MEDIANTE SIMULACION

COMPUTACIONAL”,@G cual soy autor y titular de los Derechos de Autor.

La finalidad del uso po de la Universidad Judrez Auténoma de Tabasco
de la tesis antes mencio ), serd Unica y exclusivamente para difusion,
educacion y sin fines de % autorizacién que se hace de manera
enunciativa mas no limitativa subirla a la Red Abierta de Bibliotecas
Digitales (RABID) y a cual ﬁed cadémica con las que la Universidad
tenga relacion mstutucuon

Por lo antes manifestado, | @Gwersndad Judrez Auténoma de
Tabasco de cualquier reciamaa dlera ejercer respecto al uso y
manipulacién de la tesis mencno y par os fines estipulados en éste
documento. .

Se firma la presente autorizacidon en la ciudad de Vi rmosa, Tabasco a los

3 dias del mes de junio del afio 2016.

04
AUTORIZO ® )

Senghian (Q:wo?%

JONATHAN ALBERTO GARCIA LOPEZ. (\
122A15005 @)

+*




Agradecimientos

*
La cuﬁ cion de este proyecto significa la clausura de un capitulo muy grato en mi vida, donde he
tenido la o idad de experimentar muchas vivencias que han cambiado mi forma de ver el mundo.
En este mo dedico unas palabras para agradecer muy afectuosamente a esas personas que tu-
vieron un papel de 'vc; en el rumbo del camino que he recorrido hasta ahora, asi como a todas las
personas que sirvi )de apoyo en la culminacion de mis estudios de maestria.

Agradezco en prin‘g ar a los integrantes del comité académico de posgrado de la maestria en
ciencias matematicas ap@s, asl como a las autoridades de la Universidad Juarez Autonoma de Ta-
basco (UJAT) por haberme oen el programa.

%adezco al Consejo Nacional”de Ciencia Y Tecnologia (CONACYT) por haberme otorgado la beca,
asi como otros beneficios que me mitieron realizar mis estudios.

Quiero agradecer especialmente . Jesus Lopez Estrada y al Dr. Justino Alavez Ramirez por su
excepcional trabajo en la direccion de wﬁxoyecto de tesis, asi como por su especial dedicacion y rigor
en la revision y correccion de este trabajo@como su confianza y sus acertados consejos.

Asi mismo, agradezco la invaluable gu mis maestros, el Dr. Gamaliel Blé y el Dr. Heliodoro
Cruz, quienes al lado de otros m s como el Pedro Gonzalez-Casanova y el Dr. Aroldo Pérez
compartieron su valioso tiempo y su ociml?@para ayudarme a convertirme en mejor persona y
profesional. -

Agradezco también a mis compaﬁerof?ﬂcigps EL@Zavala, Lino Cornelio, Reymundo Itza, Gus-
tavo Garcia, Ivan Méndez y Juan Carlos yéalez qui ?demés de haber sido de un gran apoyo
durante nuestros estudios, hemos compartidofvaliosos

en mi memoria y en mi persona. o

mtos que han dejado huellas importantes

Del mismo modo quiero agradecer a Kristel Velueta, Ingrid@ tan, Minerva Valdespino, Fernan-
do Andrade y David Pérez quienes con su apoyo y gran calida nal, me impulsaron siempre a
seguir adelante.

Doy un agradecimiento especial a mis padres Pedro Garcia y Dalilaiopez a los que les debo todo en
esta vida y quienes han sido mi mayor soporte a lo largo de todos estos af@g{ gracias también a mis

hermanas Beky, Sindy y Tatiana quienes han procurado lo mejor para mi

&momento.
Finalmente agradezco a mi adorada hija Gracia Garcia Villars por todo su amke, pues ella es mi

principal motivacion a lo largo de cada camino que emprendo y de cada moment vo.

e
Q)\S\

‘©




Indice general

Agradeciméf VI

Resumen /\ XI
! \S\ *
Introduccion XI1I

0.1. Aplicacione( BCAS . . .. X1V
1. Incidencia de las EC§ 1
1.1. Factoresderiesgo™ #7™ .. . o o i i e e e 5

1.2. Hipertension . . O ..................................... 7
2. Sistema circulatorio /; 11

2.1. Caracteristicas de la circ £+ 11
2.2. Principios de la funcion cir@:ria ............................... 13
2.3. Propiedades de la sangre . . /\ ............................... 14
2.4, Migracionde las célulasde lasan@rey . . .. . ... ... ... ... L oL 18
2.5. Dinamica de los vasos sanguineoss. . % . . . . ... ... L L Lo 18
2.6. Remodelacion de los vasos samguineos . . . . . . . .. v it it e e e e e e 19
2.7. Arterias coronarias . . . . R 20
2.8. Cardiopatia isquémica @ .... ; ........................... 22
2.9. Causas de la aterosclerosis . /A% . . . O ........................ 24
2.10.Esfuerzo cortante sobre el endo 1? L. K ....................... 26
* —

3. Modelacion computacional / 29
3.1. Métodossinmallas ... ....... N - 29
3.2. Splinede placadelgada . ... ... .. . 31
3.3. Existencia de la solucion . . . . . . . .. 32
3.4. Interpolacion de datos tomograficos 35
3.5. Algoritmonumeérico . . . ... ... ... L., . 36
3.6. Resultados de la interpolacion . . . .. . ... ... ... . 37
3.7. Adaptacién del parametrodeforma . . . .. . ... ... .. @ .............. 38
3.8. Estimaciondeerrares . . . . . . . . .. v it i i e e e e e e 42
3.9. Descripcion del software de construccion del dominio . . . . .. O .......... 43

4. Simulacion del flujo sanguineo ® 47
4.1. Ecuacion de Navier- Stokes para flujos incompresibles . ... ... ... ) ...... 47
4.2, Discretizacion espacial . ... ... .. ... L 51
4.3, Discretizacion temporal . . . . ... ... L L L Lo @ ..... 53

4.3.1. Esquemaexplicito. .. .. ... ... ... .. ... .. ... . ... 6 ... 53

4.3.2. Esquemaimplicito . . ... ... ... .. ... ... . oL, @ .. 54
4.4, AlgoritmodeChorin . . ... ... ... .. L ’ . 56
4.5, Ecuacion de PoISSON . . . . . . . . o it e e e e e e e \S\ 57
4.6. Resultados del precondicionamiento . . .. . ... ... ... . (\ 59
4.7. Simulacion del flujo en las arterias coronarias . . . ... ... ... ... .. ... ..., OZ
4.8. Esfuerzo cortante sobreelendotelio . . . . . . .. . ... ... ... ... ... ... ... . 67

X




AGRADECIMIENTOS

Q siones
5.2,
5.3.

— ey

2
i N
&

. w0
AR

i R a

i B RNG)

£35 A@/

55 3

NWWQ




Este proyecto&vﬁest igacién consiste en la modelacion y simulacion numérica de la interaccion del
flujo sanguineo s paredes arteriales, con el objetivo de obtener informacion necesaria para detectar
las regiones de loxshs sanguineos que son mas propensas a desarrollar estenosis y aterosclerosis. Esto
se logro mediante macion del campo de velocidades y de presion que describen el comportamiento
del flu§j sanguineo y lrior medicion de los esfuerzos a los que las paredes arteriales se ven some-
tidas, pues hay evidencia que las regiones que presentan un esfuerzo con ciertas caracteristicas son
mas susceptibles a desar€ ;: enfermedades cardiovasculares. Se asumi6 que el flujo sanguineo en las
arterias coronarias se com roximadamente como un fluido Newtoniano incompresible, el cual
puede describirse mediante 18 ecuacion de Navier-Stokes. La simulacién computacional del flujo san-
guineo consiste en aproximar Mucién de la ecuacion de Navier-Stokes en el dominio de las arterias,
éste domino tridimensional es irrggular, por lo que se tuvo la necesidad de usar métodos sin mallas. El
domino irregular determinado porlas rias coronarias fue construido mediante la interpolacion de
datos tomogrificos!, haciendo uso d@‘r%s de placa delgada.

La aproximacién de la solucién de la ec de Navier-Stokes se realizo usando una generalizacion
del método de diferencias finitas que usa una c@binacic’m de funciones de base radial para describir las
componentes del campo de velocidades y de\presion. El esquema de diferencias utilizado se llama algo-
ritmo de Chorin el cual desacoplada gcuacién d ier-Stokes e introduce un término de velocidades
intermedias. El término viscoso de la_e€uacion avier-Stokes fue discretizado mediante el esque-
ma de Crank Nicholson y el término ¢ Vo nte el esquema de Adams-Bashforth, ambos son
esquemas de segundo orden y determi esqu implicito para la aproximacion del término de
velocidades intermedias. Fue necesario elﬂ*;le un esqglie a_l_c‘)cal para disminuir el tiempo de computo
y mal condicionamiento de las matrices a re,;dﬁer. Por ado también se uso un método estatico de
adaptacion del parametro de forma a cada entornoe deter: o por el esquema local, ésta adaptacion
esta Eada en la conjetura de Franke para el etro e forma de funciones multicuadricas. Tam-
bién fue necesario aplicar un método de preconditionamien @ ra disminuir el nimero de calculos
necesarios para resolver la ecuacion de Poisson qué se encuentra implicita en el algoritmo de Chorin.
Este método consiste en la aproximacion del precondicionador mediante el uso de una funcion cardinal
basada en la solucion local de un problema de interpolacion, en dondeé se afiadié un conjunto de nodos
especiales al dominio local de soporte para mejorar la precision del &do. La medicion del esfuerzo

cortante al que se encuentran sometidas las paredes internas de las arterias fue calculado asumiendo

que éste es proporcional a la viscosidad y al gradiente de velocidad en un@\o de las paredes de las
arterias coronarias. Asi que basta encontrar los patrones de esfuerzo que cen la aparicion de las
enfermedades cardiovasculares (ECV). @

A

>
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@
O

! Ante la imposibilidad de obtener datos con la resolucién adecuada, fue necesario usar datos artificiales.
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Introduccidon

Segun el informe de datos estadisticos sobre enfermedades del corazon y cerebrovasculares presentado
por la American Héant Association (AHA) en enero del 2015, aproximadamente una de cada tres personas
en EEUU muere debidoe a enfermedades cardiovasculares (ECV), de las cuales la mitad de las muertes se
deben a padecimientos‘en las arterias coronarias, [9]. Las muertes por ECV resultan ser especialmente
preocupantes pues se danymuy por debajo del promedio de vida, por ejemplo el 6% se dan antes de los
65 anos y el 34% antes'de’los 75 afos de edad, provocando grandes pérdidas economicas, sin mencionar
el dolor provocado a losifamiliares de las victimas, [9]. Entre las consecuencias economicas asociadas
a las ECV, se estima que engl ane 2010 produjeron costos directos e indirectos de alrededor de 315.4
billones de dolares; éste costefes extremadamente alto, incluso para un pais tan grande como EEUU.
En comparacion los costos directos e indirectos asociados al cancer fueron de tan solo 201.5 billones
de dolares, [9]. Es notorio que lag?ECV afectan muchos aspectos de nuestra sociedad, por lo que son
motivo de gran preocupacion; se estima que en caso que estas pudieran eliminarse completamente, el
promedio de vida aumentaria aproximadamente 7 anos, [9]. Al parecer las ECV tienen varios factores
que favorecen su aparicion, el de mayordneidencia es la hipertension, que esta presente en el 40.6% de
la poblacién que sufre de ECV, siguiéndol€ el uso de tabaco con un 13.7 %, [9]. La importancia de éste
estudio es que relaciona la hipertension con el'génesis de la mayoria de las ECV.

El objetivo de éste proyecto de investigacion es seleecionar los fendmenos que sean mas determinantes
en la aparicion de las ECV, para luégosdescribirlos matematicamente de forma que estos fenomenos
puedan simularse computacionalmerite yobservar un‘comportamiento muy parecido al fenémeno real,
con esta simulacion es posible determinarwin rango'segtico para los diversos parametros que influyen el
la aparicién de las ECVZ.

En el capitulo 2 se describe el sistema circulatorio, sus earacteristicas y funciones. La seccién 2.3 re-
sulta de especial importancia pues en ella se des€riben las propiedades no Newtonianas de la sangre
y las condiciones en las cuales el comportamiente.del flujo sanguineo es cercano al de un fluido New-
toniano. En la seccién 2.6 se mencionan algunas propiedades+de las células que forman el endotelio
vascular? y se describen algunos comportamientos exhibidos por estas células en respuesta a la estimu-
lacién mecanica ocasionada por la interaccion con el flujo sanguineo; los detalles sobre los efectos de
ésta estimulacion mecanica se encuentran en la seccion 2.10. En las seceiones 2.9, 2.8 y 2.7 se describen
las arterias coronarias y las principales patologias a las que los vasos safguineos estan expuestos.

Habiendo finalizado el estudio del sistema circulatorio se procede a la realizacion de la simulacién
numérica. Esta consiste en la construccién del dominio que describe las arterfasicoronarias, dando lugar
al problema de interpolacion de datos tomograficos que se trata en el capitulo3, en donde se menciona
la teoria que fundamenta la interpolacion de una funcién usando funciones de basé radial.

E aproximacién de la solucién de la ecuacion de Navier-Stokes en el dominio tridimensional que des-
cribe las arterias coronarias se trata en el capitulo 4. Las consideraciones referentes a la modelacion del
flujo sanguineo se encuentran en la seccion 4.1, en donde se hace un recuento de las prepiedades de
la sangre y su descripcion por medio de un fluido Newtoniano, al momento que se dedueelaecuacion
de Navff-Stokes. La segunda parte del capitulo 4 consiste en la descripcion del esquema local que se
uso en el método de diferencias finitas para aproximar la solucién de la ecuacion de Navier-Stokes, asi

2Es necesario el uso de varios mediciones de la situacion real para calibrar el modelo y poder obtener simulaciones realistas.
3El endotelio vascular es la pared interna de los vasos sanguineos
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XIv INTRODUCCION

como losesquemas de Crank Nicholson y Adams-Bashforth que permiten discretizar el término viscoso
y convectivo de la ecuacion. La parte final del capitulo 4 consiste en la estimacion del esfuerzo cortante
que coma,se menciona en la seccion 2.10 y que es responsable de desencadenar la aparicion de las ECV.

Desde el puntoide, vista matematico, la parte mas importante de ésta tesis es el desarrollo de un software
capaz de describir.el comportamiento de un flujo viscoso aplicable tanto al flujo sanguineo en arterias
mayores como al fluje de petréleo en una tuberia tridimensional.

Es interesante menciehar que éste software usa teoria muy novedosa, como es la aplicacion de métodos
sin mallas, basados enfel us® de funciones de base radial. Esto complica su uso, pues muchos aspectos se
encuentran aun en investigagion. Por otro lado éste trabajo fue muy ambicioso al tratar de describir un
flujo viscoso en tres dimensiones, atiin cuando la mayoria de los trabajos a éste nivel se remiten a flujos
bidimensionales.

0.1. Aplicaciones clinicas

El software desarrollado en este trabajo/puede resultar de utilidad para las ciencias de la salud, al
cooperar con la comprension de los fenomenos implicados en la aparicion de las enfermedades car-
diovasculares. Una de las principales aplicaciones consiste en permitir determinar un rango de presion
personalizable en el que una persona debe mantenerse para minimizar las probabilidades de sufrir una
ECV. Este rango personalizable depende’de los pardmetros de proliferacion de las células que forman el
endotelio, asi como de la geometria de las"arterias cofonarias. Una estimacion precisa de este rango de
presion arterial amerita el uso de estimaciones de cendigiones iniciales del flujo, asi como una estima-
cion del campo de velocidades del flujo efifrantesy saliente de la region donde se realiza la simulacion.
Mas importante atin es una estimacion del campo de pre$ion sobre el endotelio, los detalles sobre el uso
de estos datos se encuentran en el capitulo 4.

Otra posible aplicacion consiste en simular el flujo sanguineg enjuna seccion de una arteria que sera
intervenida quirurgicamente, especialmente en ura intervencién«n la que se haga uso de catéteres,
como cuando se realiza una angioplasﬁa‘l, la implantacion de stents? o de un Baipésr’, pues en estos
casos es de utilidad conocer el angulo 6ptimo en el que se deben posieionar los aparatos para disminuir
las vibraciones ocasionadas por la aparicion de turbulencias en el flujo sanguineo.

La simulacion de la interaccion entre el flujo sanguineo y los aparatos quirargicos también tiene inci-
dencia en el disefo de éstos aparatos, pues una simulacion puede indicar 165 esfuerzos mecanicos a los
que los dispositivos estaran sometidos, asi como los efectos que éstos causardn ‘en el medio en donde se
inserten.

4Una angioplastia consiste en una operacion en la que se desobstruye un vaso sanguineo

5El stent es un tubo que se introduce en el interior de las arterias que han sido obstruidas, con el objetivo de aumentay su
diimetro y facilitar el flujo sanguineo

6Un Baipas es una desviacion del flujo sanguineo mediante el uso de una ruta alterna.




1. Incidencia de las ECV
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En los altimos anos ECV han llamado la atencién por ser una de las principales causas de muerte en

paises desarrolla n datos recopilados por la AHA, en el afio 2010 las ECV fueron responsables

de 150,000 muertes Estados Unidos de América (USA) que corresponde el 31.9% de las muertes

totales, superando asi @s las otras causas de muerte en general. En la figura 1.1 puede compararse
€

el nimero de muertes al cancer con las de las ECV [9].
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Figura 1.1: Grdfico comparativo entre el mi‘eiémuert ocasionadas por el cancer y las ECV [9].

En USA se reportan las siguientes principales causas de muertQ ano 2010:

» Accidentes (accidents). ;
» Alzheimer (Alzeimer’s disease).
» TPatologia cronica de las vias respiratorias inferiores (CLRD). O

= Cancer (Cancer).

= Patologia cerebrovascular (Stroke). )
= Fallo cardiaco (Heart disease). @5

s Otras ECV (all other CVD). ;

Al parecer el cancer afecta mas frecuentemente a las personas jovenes mientras que las E&S\ mas
frecuentes en adultos mayores, esto se vé reflejado mas claramente en la figura 1.2 donde SGG}

un grafico comparativo de la frecuencia de las mayores causas de muerte reportadas en el 201 ta
informacion se desglosa en las figuras 1.3 y 1.4, donde es interesante notar que las ECV afect n en

1
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B Accidents
OAlzheimer's Disease
ECLRD
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wHeart Disease

All Ag <85 285

Figura 1.2: Gréﬁco@'nmtiva entre el nitmero de muertes para cada causa [9].
S
diferente proporcion a hombres y mujer ndo se toma en cuenta la edad. Es notorio una mayor

proporcion en hombres menores de 85 anosimientras que afecta mas frecuentemente a mujeres mayores
de 85 anos [9].

450,000
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B Accidents
300,000 WCLRD
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200,000 BAl Other CVD

DS‘mke

IHﬁn Disease

Al Ages <85 285 )

Figura 1.3: Distribucion de las causas de muerte para hombres [9]. @
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Hay varias patologias agrupadas en la clasificacion de ECV, entre ellas sobresale las dg Ten ias de las
arterias coronarias, que juegan un papel vital para el corazon, al proveer irrigacion sanguinea al musculo
qaiaco [10]. Como es de esperarse esta funcién es completamente indispensable, por lo g falla
se ha vuelto una de las principales causas de muerte, representando el 48.2% de las muertes ‘por ECV
[9]. En la figura 1.5 puede observarse la frecuencia de decesos causados por cada una de las sig @ es
patologias:




B Alzheimer's Disease

ECLRD

mCancer

mAll Other CVD

= Stroke

mHeart Disease

Figura 1.4: gﬁ;;im de las causas de muerte para las mujeres [9].

= Arterias coronarias (Coronary Hea ase
= Otras arterias (Diseases of the A erle

= Hipertension (High Blood Pres

= Fallo cardiaco (Heart Failure). ®" C

= Cerebrovasculares (Strokes). +
Diseases of the

Arteries, 3.4% Heart

Other, 16.7%

Figura 1.5: Porcentaje de muertes atribuidas a varias ECV [9]. 6

En las gréficas de las figuras 1.6 y 1.7 muestran que el nimero de muertes debidas a las a do-
lencias cardiacas han disminuido en las ultimas décadas, lo cual es muy esperanzador per 25 algo
inesperado, esta reduccion se debe principalmente a los esfuerzos por el control de la presion arterial y
las campanas para cambiar los habitos poco saludables iniciado en los anos 70s en USA [9]. Cabe(desta-
car que en las graficas solo se toma en cuenta en nimero de muertes y no la proporcion de la pob gic')n
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5.

en total, { mplica que la reduccion del porcentaje de muertes es incluso mayor al tomar en cuenta el
aumento d blacion.

)
D%

4

Deaths in Thousands

1950 1960 1970 1SBO 1800 2000 2005 2010
Year

1900 1910 1920 1

Figura 1.6: Nitmero de muer%ﬁs ;enﬁrmedades cardiovasculares a lo largo del tiempo [9].
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Figura 1.7: Niimero de muertes debidas a enfermedades cardiacas a lo !arg%{ 9.

Gran parte de las personas que han fallecido a causa de las ECV han desarrollado‘esta condicion debido
a comportamientos o factores de riesgo en especifico. La tabla 1.1 muestra el po je de muertes
atribuibles a cada uno de los factores, también se muestra su incidencia en las m debidas a la
Enfermedad Isquémica del Corazén (EIC) [9].

Se estima que los costos directos e indirectos de las ECV y cerebrovasculares en USA EQ 02010
ascendieron a 315.4 billones de ddlares, cifra que superd por mucho los costos asociados al ea
apenas llegaron a 201.5 billones de dolares. En el grafico de la figura 1.8 se muestran los gastos directos
en salud realizados en el 2010. Se que proyecta en 2030 que el 44.9% de la poblacion tendra E
un costo directo e indirecto de 918 billones, la cual es una cifra alarmante. Por otro lado, se estim que




1.1. FACTORES DE RIESGO 5

Factor o Porcentaje de muertes Porcentaje de muertes
comportamiento debidas a ECV debidas a EIC
Hipertension 40.6% 34.7

Fumar 13.7 % 16.7

Mala dieta 13.2% 20.6
Sedentarismo 11.9% 7.8

Diabetes 8.8% 7.5

Tabla 14" Pereentajes de muertes atribuibles a varios factores o comportamiento [9].

pudieron salvarse 14000 vidag/aumentando tan solo 10% gastos en prevencion [9].

Hear conditort |
Trauma-ralated disorders 3
Cancer
Mertal disorgers
COPD, asthma
Ostecarthritis
Digbetes mellitus ]
Hypetension
Back problers
Hyperipidemia |
Nomml iive births
Systemic lupus and connective disorders
Other cantral nervous sy stem disorders |
Residual codes [
Disorders of the upper Gl
Kadney disease
Other circulatory condiicns

Galibladder, pancreatc, and Iver disease ]
Other endocrine, nutriional, & immune disorders [T 22:
Infecticus diseases NN 2|.uO
Stroke [ 20.6 O
Skin disorders '— 206 .
60

0 20 40

*
B0 100 120
Billions of Dollars

Figura 1.8: Comparative de los gastos directos invertidos en cada dolencia, donde COPD se refiere a enfermedad pulmonar
obstructiva cronica, GI se refiere al tracto gastrointestinal [9].

1.1. Factores de riesgo

El tener antecedentes familiares eleva las probabilidades de padecer una ECV, se ha notadé que el tener
un padre o hermano con aterosclerosis prematura duplica las probabilidades de sufrir gna ECV, otro
factor de importancia es el consumo de anticonceptivos orales [9].

Por otro lado, los comportamientos poco saludables descritos en la tabla 1.1 entre otros, suelen utilizarse
para estimar el nivel de salud cardiovascular de la poblacion, por lo general se usan las siguientés siete
métricas de salud [9]:
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= Indiced corporal (Body mass index)

= Actividad F@hysical activity)

= Dieta saludable @y diet score)
= Colesterol total (TO@"Olesterol)
= Hipertension arterial @ pressure)

Diabetes (Fasting phsmh/bw)

Como es de esperarse los ninos (mQ de 20 anos) presentan mucha mejor salud cardiovascular
que los adultos (con edad mayor o igﬁ\ 20 anos), en este caso llaman especialmente la atencion

Smoking).

los factores relacionados con la dieta, al er solo el 0.15% de la poblacion total tiene una dieta
saludable. También hay un incremento m nde en el indice de masa corporal, abonado con una
muy pobre actividad fisica en la edad adulta favorece dramaticamente la aparicién de las patologias
antes mencionadas, estos datos se @n en ficos de las figuras 1.9 y 1.10.
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Figura 1.9: Indicadores de salud cardiovascular en nifios (<20 asios) [9]. @
Segun los indicadores de salud cardiovascular, la mayor parte de la poblacion cumpl ablemente
con tres criterios, siendo las mujeres las que llevan la delantera cumpliendo cuatro, esta in cion esta

compilada en la figura 1.11 [9]. Si se toma en cuenta la raza como en la figura 1.12, pued
la mayoria de los mexicanos y negros cumplen satisfactoriamente con solo dos criterios, a dife
las otras razas que cumplen con tres en su mayoria, al parecer los rasgos culturales y la menor ion

de la de USA.
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Figura 1.10: Indica e salud cardiovascular en adultos (= 20 aiios) [9].

/I Adulto Sedentario | Deportista
Reposo v 75 50
Ejercicio int;;so 195 185
Tabla 1.2: Niimero promedio de w;mimt;&rsams con diferentes condiciones fisicas [10].
J * —
1.2. Hipertension /C\ %

Al analizar latabla 1.1 donde aparece en el 40.6 % de las mue

*. .,
EIC, puede observarse claramente que hay una relacién entre la
Por otro lado, se estima que el costo directo e indirecto de la hipert
de dolares y se estima que en 2030 sera de 274 billones [9], lo cual
quintuplicara en un periodo de apenas 20 anos.
La sién arterial se refiere a la sion que la sangre ejerce sobre las a , esta se compone de dos
medidas; la presion sistolica que corresponde al maximo de la presion arterj la sistole (cuando el
corazon se contrae) y la presion diastolica que corresponde al valor minimo d resion arterial cuando
el corazon esta en diastole (entre latidos del corazon), sus valores normales correswﬁen a 110-70 + 10
mm de mercurio, respectivamente [10].

r ECV y el 34.7 % de las muertes por
1 ension y la aparicion de las ECV.
sion en el 2010 fue de 46.4 billones

&mﬂnte pues practicamente se

La hipertension @deﬁne como una presién sistélica mayor o igual a 140 - 90 m%nercurio, los
valores entre la presion alta y la normal se consideran prehipertension. Por otro lado | as pueden
tener una presion arterial mucho mas baja de lo normal. Al usar la tabla 1.2 es posible es@ de forma
sencilla la condicion fisica de una persona, al comparar el namero de latidos por minut

@orazc’m
con los valores promedio en adultos deportistas y sedentarios [10]. (\

+*
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Number of Criteria Met

IM 20-39 mAge 40-59 mAge 680+ mMale mFemale

Figura 1.11: Niimero de indica r@w!idas satisfactoriamente por cada fraccion de la poblacién [9].

e

otal'de adultos sufre de hipertension [9]. La distribucion por

de pvnotarse también la mayor tendencia a desarrollar

Se estima que el 33% de la poblacio
edades se representa en la figura I.
las ECV por las mujeres con el paso

tiempo.
Los hipertensos que desconocen su cor%nexpe%an los mayores riesgos de salud, luego le si-
guen las personas que a pesar de conocer su condicion zan a tratarla. La proporcién de personas
hipertensas que conocen, tratan y controlan jignqdicié variable para los diferentes rangos de eda-
a
og

des, estas se muestran en la figura 1.14 mie ue en ura 1.15 se muestran las proporciones
clasificadas por raza [9], en donde puede notar@e lap i0

taje muy bajo de personas consientes de su enfermedad, muy
controlada, exponiéndose a elevar sus probabilidades de fallecer.

mexicana en USA tiene un porcen-
lo tratan y mucho menos la tienen
lguna ECV.

ebidas a fallo de las arterias
e las otras causas de muerte.

Como se mostro en el grafico de la figura 1.5, el porcentaje de mu
coronarias representa el 48.2% del total, superando por mucho cada

Segan un articulo de Shaaban [12], la aparicion de algunas patologias arterias puede estar re-
lacionado con la interaccion del flujo sanguineo con las paredes de los va eriales, esta conjetura
da una pauta sobre la posible causa de la aparicion de varias patologias y su'posible prevencion. Dado
que se carece de tecnologia que permita realizar mediciones de las caracteristica%io sanguineo de
manera no invasiva, se toma como estrategia la realizacion de una simulacion tan realista como sea po-
sible de los fendmenos que se desarrollan en el interior de las arterias, esto permite @a informacion
que puede ayudar a prevenir los infartos, asi como la aparicién de otras enfermedade: iovasculares.
Esto amerita un estudio detallado del sistema circulatorio, que sera realizado en el cap (9

()
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Figura 1.12: Niimero de indica mplidos satisfactoriamente por cada raza [9].
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Figura 1.13: Porcentaje de hipertensos en cada categoria de edad, para la poblacion adulta clasificada % [9].
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CAPITULO 1. INCIDENCIA DE LAS ECV

Figura 1.14: Proporciones de personas canrientes@&spertens;én, de los que la tratan y los que la tienen controlada para

cada intervalo de edad [9].

Parcant of Population with Hypertension

®Total Populaion  ®NH Whites  ®NH Blacks  ® Mexican Americans

AWarenass Treatmant Conirolled @j

Figura 1.15: Proporciones de personas concientes de su hipertension, de los que la tratan v los que la tiene
cada raza en particular [9].
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2. Sistema circulatorio

En éste capitu@dﬁré una breve descripcion del sistema circulatorio, haciendo especial énfasis en los
vasos sanguineos a regulacion del flujo sanguineo, subrayando algunas propiedades que seran to-
madas en cuenta e odelacién matematica de la interaccién entre el flujo y las paredes arteriales.En
su recorrido por el 5( irculatorio, la sangre esta encargada de mantener un entorno apropiado en

todos los liquidos tis del organismo, con bjetivo de lograr la supervivencia y funcionalidad
optima de las células. L ésto transportando nutrientes hacia los tejidos del organismo y también
productos de dES?o de las, al mismo tiempo que conduce hormonas de una parte del organis-
mo a otra [10]. El flujo san 0 en la mayoria de los tejidos es controlado en respuesta a la necesidad

de nutrientes en cada uno, éswge mediante un control hormonal que trabaja conjuntamente con el
sistema nervioso, haciendo q eadapte a las condiciones internas y externas del organismo [10], por
lo que un analisis global del siste rEg_l_atorio se vuelve una tarea demasiado compleja.

e

2.1. Caracteristicasdelac acion
La circulacién sanguinea esta dividi circula sistémica y circulaciéon pulmonar, la primera dis-
tribuye el flujo sanguineo a todos los tejidos del o mo excepto alos pulmones, por lo que a menudo
se le llama circulacion mayor o circulacio riféri estan representados en la figura 2.1, [10].
7z, R
- ' .

CIRCULACION

PULMONAR O

MENOR

CIRCULACION

GENERAL O

MAYOR

Figura 2.1: circulacion pulmonar y circulacion sistémica. ‘ '

El sistema circulatorio consta de los siguientes elementos [10]:

11
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= El'corazon. Esta formado por dos bombas pulsatiles separadas, el lado derecho bombea sangre a
los pulmones y el izquierdo a los organos periféricos a través de las arterias a una razén de 72
latidos por.minuto en condiciones normales, con un caudal aproximado de 70 mililitros de sangre
por cada latido, alternando entre una presioén sistolica de 120 mm Hg (milimetros de mercurio) y
una diastolica’de 80 mm Hg. La sangre circula por el organismo a lo largo de una gran cantidad
de vasos que, se clasifican segtn el tipo de circulacion, su diametro y constitucion.

= Las arterias. TranSportan sangre a presion alta hacia los tejidos, por lo que tienen paredes vascu-
lares fuertes y flujos de alta velocidad.

- gs arteriolas. Son las rafias.mas pequenas del sistema arterial y actuan controlando los conductos
a través de los cuales se libera la san§en los capilares, sus paredes pueden cerrarse por comple-
to, relajarse y dilatarse varias veces por lo que pueden alterar mucho el flujo sanguineo, ésto en
respuesta a la necesidad'de cadla tejido.

. | os capilares. Intercambian nuffientes, electrolitos, hormonas y otras sustancias en la sangre, por
lo que tienen muchos poros quelosdiacen permeables a varios elementos.

= Las vénulas. Estas recogen la sangredelos capilares y se retinen gradualmente hasta formar venas
de gran tamano.

= Las venas. Son conductos de”transporte desde’las vénulas hasta el corazon, dado que la presion
en las venas es mas baja sus paredes vasculares son mas delgadas, incluso asi pueden contraerse y
expandirse lo suficiente para fundionar como feservorio controlable para sangre extra.

En la tabla 2.1, se muestran algunas caracteristicas com@ laforma y la velocidad media de la sangre en
el vaso, asi como el niamero aproximado de vasos presentesnel organismo, [3].

gaso Numero | Diametro ATea seccion Espesor dela | Velocidad

(cm) transversal {cnzzj pared (cm) media (cmi/s)

Aorta 1 2.5 4.5 0.2 48
Arterias 159 0.4 20 01 45
Arteriolas | 5.7x107 | 5x1073 400 2501073 5
Capilares | 1.6x10' | 8x107* 4500 1x10:4 0.1
Vénulas | 1.3x10° | 2x1073 4000 2x 1074 0.2
Venas 200 0.5 40 0.05 10
Vena cava 1 3 18 0.15 38

Tabla 2.1: Especificaciones de cada vaso sanguineo (Calvo Plaza, 2006 [3], p. 6

E corazon bombea sangre continuamentffghacia la aorta, alcanzando una presion media que oscila alre-
dedor de los 100 mm Hg. Ademas, como el bombeo cardiaco es pulsitil, la presion arterial alterna entre
una presion sistolica de 120 mm Hg y una diastolica de 80 mm Hg, como se ve en la figura 2.2.

A medida que el flujo sanguineo atrama la circulacion sistémica, la presion media disminuye progre-
sivamente hasta llegar muy cerca de U'mm Hg en el momento en el que alcanza la terminacion{de las
venas cavas, donde se vacia en la auricula derecha del corazon [10].




2.2. PRINCIPIOS DE LA FUNCION CIRCULATORIA 13

1204

100

it
Il

g
Veras pequefias
Venas grandes:
Venas cavas
Arterias pulmonares
Artgriclas
Capilares
Vénulas
Vienas pulmonares

$

Presién (mm Hg)
g
Capilares
Vénulas

g
Aorta
Grandes arterias

§g\ UV

0 Sistémica Pulmonar

Figura 2.2/ Variaciones de la presion a lo largo de los vasos sanguineos [10].

El flujo sanguineo puede asumirse’laminar en algunas regiones pero cuando el caudal es muy grande
o hay alguna obstruccion tiende awolverse turbulento, éste umbral entre el cual el flujo pasa de lami-
nar a turbulento puede estimarse médiante el nimero de Reynolds, que se calcula usando la siguiente
expresion:

Re = Ymlf

v

(2.1)

donde:

Vi es la velocidad media del flujo sanguineo.
L es el diametro del vaso.

p es la densidad de la sangre.

v es la viscosidad dinamica de la sangre:

Asumiendo que cuando un flujo presenta unnimero de¢ Reynolds cercano a 2000 éste puede conside-
rarse turbulento, éste umbral es empirico, pero es aceptade’cemo regla general. Cabe mencionar que
un incremento en la presion arterial aumenta elfflujo sanguineo de dos formas, la primera porque au-
menta la fuerza con la que se impulsa la sangre y*€n segundoflugar porque dilata los vasos; con lo que
disminuye la resistencia al paso de la sangre, lo que implica que el"problema de determinar el nimero
de Reynolds en un tubo flexible no es un problema trivial.

2.2. Principios de la funcion circulatoria

Aun cuando el comportamiento descrito por el sistema circulatorio es muy complejolos siguientes tres
principios parecen regirlo, garantizando las condiciones 6ptimas de irrigacion sanguinea a lo largo de
todo el organismo, [10]:

. Lavelocidad del flujo sanguineo en cada tejido del organismo casi siempre se controla con preci-
sion en relacion con la necesidad del tejido. La microvasculatura de cada tejido vigila continua-

mente las necesidades de su territorio, dilatando y ¢ yendo los vasos sanguineos para con-
trolar el flujo sanguineo. El sistema nervioso central también colabora con el control déhflujo
sanguineo.

2. El gasto cardiaco se controla principalmente por la suma de todos los flujos tisulares locales. Es de-
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¢ir, gue gl corazon responde automaticamente a las necesidades de los tejidos, bombeando sangre
inmediatamente hacia las arterias de donde proviene la necesidad en ese momento.

3. En general*la presion arterial se controla independientemente, a través del control del flujo san-
guineo lacal o a nivel global. El sistema circulatorio esta dotado de un extenso sistema de control
de la presién arterial. Por ejemplo, si en algan momento la presion cae significativamente por de-
bajo de lo normal, ana descarga de reflejos nerviosos provoca una serie de cambios circulatorios
que elevan la presion de nuevo hasta la normalidad. En especial, las senales nerviosas aumentan

erza de bombeo/del corazon, provocan la constriccion de los grandes reservorios venosos para
aportar mas sangre al erazon y por ultimo provocan la constriccién generalizada de la mayoria de
las arteriolas del orgamifsmo, con lo que acumula mas sangre en las grandes arterias para aumentar
la presion arterial.

2.3. Propiedades de la'sangre

La sangre es un tejido liquido que esta formado por células suspendidas en el plasma; éstas células
representan alrededor del 47 % del volumen~total de la sangre, contando con linfocitos de varias ca-
tegorias que conforman alrededor deiina de cada 600 partes del volumen total celular; mientras que
las plaquetas conforman una de cada-800 y los-eritrocitos conforman la parte restante. El plasma esta
conformado aproximadamente por un™90% agua, 7% proteina plasmatica, 1 % sustancias inorganicas y
1% sustancias organicas, [10].

Es importante resaltar que dado que las células y el plasma~estan compuestas por un gran porcentaje
de agua, puede asumirse que la sangre hereda laspropiedad/de incompresibilidad, debido a que el agua
tiene un modulo de compresion bastante alto.

Como todos los fluidos, la sangre tiene una propiedad llamada wiscosidad que describe la resistencia
que tiene un liquido a fluir, en la sangre ésta resistencia se debe ada disipacién de energia originada por
el rozamiento entre las células, haciendo que la sangre tenga una‘viseosidad cinematica alrededor de
cinco veces mayor que la del agua, para una persona con un indice de.hematocrito' normal, que oscila
alrededor del 40% [7], alcanzando hasta diez veces la viscosidad del agua‘en el caso de los pacientes que
presentan Policitemia? [10].

Uno de los métodos usado para cuantificar la viscosidad consiste en considerarun ﬂujo@re dos placas
paralelas como el que se muestra en la figura 2.3, en donde la placa superior se mueve con respectoala
inferior a una velocidad Uy, que por lo general es muy baja. Sea F la fuerza necesasia para mantener la
placa superior en movimiento, si Ar representa el area de la placa en movimiento, es posible definir el
coeficiente de viscosidad v como:

_ F/Ar
V= Un/hr

!El indice de hematocrito que indica el porcentaje del volumen total de la sangre que es representado por células en displugion.
2La policitemia es una patologia que puede aumentar el indice de hematocrito en rangos que pueden oscilar de 60% a 70%
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h

Figura 2.3: Flujo entre dos placas paralelas.

donde h es la distancia de separacionsentre las dos placas. La viscosidad dinamica v se mide en Pa s
(Pascal x segundo) aunque es usual expresarla en cps (centipoise) que equivale a un mili Pa s.

La viscosidad del agua a temperatura ambiente (a 20°C) es aproximadamente de 1 cps, por lo que la
viscosidad dindmica de la sangre es de'5 cps.

Las capas de un fluido viscoso que estan en contacto,con la pared que la contiene se encuentran casi
en reposo, es decir que tienen velocidad eercana a géro,gnisma que aumenta a medida que se separa de
ella, ésto se debe a que las capas en contagto con la paredfrenan las capas interiores por la friccion entre
ellas, presentando un perfil de velocidad parabélico comerel que se representa en la figura 2.4. Un flujo
que presenta un perfil parabolico tiene una velpeidad maxima igual al doble de su velocidad media, [7].

Hay que tomar en cuenta que en un flujo laminar las fuerzas‘dgagzamiento son tangenciales a la direc-
cion del movimiento mientras que en un flujo turbulento hay una/'contribucién de rozamiento debida a
la mezcla entre distintas capas, ésto implica que un flujo turbulentosomete las paredes del conducto a
un mayor esfuerzo, [7].

— g —
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Xy X Ny —x

Figura 2.4: Flujo laminar en una tuberia, que al estabilizarse presenta un perfil parabilico de velociflades, [7].

Si se considera el flujo en un tubo ideal en donde el flujo se mueve solo en una direccién, las compenentes
de la velocidad apuntan todas en la misma direccion y tienen la misma magnitud; cuando se toman
en cuenta los efectos ga viscosidad los vectores de velocidad siguen siendo paralelos, pero {tienen
diferentes magnitudes dependiendo de la distancia a la que se encuentran de las paredes del canal. Para
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Figura 2.5: Grdfica de datos experimentales del gradiente de velocidad contra esfuerzo cortante, en donde se uso sangre con
un indice de hematocrito de 51.7, [7].

describir éste cambio en un flujo bidimensional se wsa la'cantidad llamada gradiente de velocidad y,
que se define como la velocidad con respecto a las parédes.dividido entre el diametro del tubo [8].

Teodricamente, la viscosidad de un fluido estd determinada”per la relacion entre el esfuerzo cortante
qperimentado por dos capas del fluido y el gradignte de velogidad experimentado en esa region, cuando
el esfuerzo cortante es directamente proporcional al gradiente de velocidad entonces se dice que el
fluido es Newtoniano. En la figura 2.5 se muestra una representacién,de mediciones experimentales del
gradiente de velocidad versus el esfuerzo cortante 3, donde puede’apreciarse que la sangre no es un
fluido Newtoniano [7]. Note que la representacion usa una escala d€ medicion en la que se calcula la
raiz cuadrada de los datos, esto sirve para realzar los datos mas cercanosal origen.

Por otro lado, cuando se consideran valores altos del gradiente de velocidad, Iarelacion entre el esfuerzo
cortante y el gradiente de velocidad se comporta cercano a una relacion linealgesdecir que la viscosidad
es constante, ver figura 2.6, por lo que es posible aproximar el comportamiento’de la sangre mediante
un fluido Newtoniano cuando los gradientes de velocidad promedio sean altos, esperando un pequeno
error en el comportamiento cuando el gradiente de deformacion sea pequefio, estos gradientes pequenos
se encuentran por lo general en las regiones mas alejadas de las paredes arteriales [7]

En éste trabajo se asume que el comportamiento de la sangre en las arterias puede deseribirse como un
fluido Newtoniano, principalmente porque el tamano de las arterias es mucho mayor que'las células en
suspension de la sangre, ademas el valor del gradiente de velocidad es bastante alto; ésto puedeconsul-
tarse en la tabla 2.2, donde sus valores han sido calculados considerando la hipotesis de la distribucion

38e ust sangre con un indice de hematocrito de 51.7.
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Figura 2.6: Grdfica del gradiente de velocidad contra esfuersolcortante para valores mds grandes del gradiente de velocidad,

[71.

parabodlica de la velocidad, con lo que se tiene que:

pi
}’—(P

%de ii es la velocidad media de la sangre y ¢ es el didmetro del vase.

W,
orta 155

Arterias 900
Arteriolas | 8000
Capilares | 1000

Vénulas 800

Venas 160
Vena cava 100

Tabla 2.2: Estimacion del gradiente de velocidad medio en los vasos sanguineos.
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2.4.” Migracion de las células de la sangre

La influencia d€la sangre en las paredes arteriales esta relacionado con el choque de los eritrocitos con
las paredes arteriales, al parecer la capacidad de deformacion de los eritrocitos logra ser determinante en
el comportamiento del fluido cuando el diametro de las vasos es del orden de 10 0 20 veces el diametro
de los eritrocitos, pero puede despreciarse para las arterias, debido a su gran diferencia de dimensiones.

Se ha notado que la distribucion de los eritrocitos en el vaso esta afectada por las paredes del mismo,
pues éstas tienden a tenéramuy poca concentracion eqel entorno de las paredes del vaso como se muestra
en los experimentos repregsentados en la figura 2.7. Este hecho parece tener relacion con la elasticidad
de los eritrocitos, ésto se supon€ debido a que no se observo éste comportamiento en experimentos
realizados con esferas rigidas’[7].

I T T
?nB‘:II"}. dextran “(0V/Re=194
i0
1!
2.0f
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15
=
1.0
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] 0? 0e L1} o (]
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Figura 2.7: Nuimero de eritrocitos (RBC) en suspension por centimetro ciibico n(Rj,"dividido entre la concentracion del
reservorio ny. El eje horizontal representa la escala entre la posicién evaluada y el radio debeonducto R/Rg con un gradiente
de velocidad dado por 1(0)/Rg, con Rg = 41.5um .

Al parecer el proceso de migracion esta influenciado por el alto gradiente dewelocidad en las paredes
del vaso sanguineo, dejando las paredes arteriales libres de influencia de las célulasdeila sangre cuando
el gradiente es alto, éste efecto suma un punto mas a favor de la eleccion de usarun fluido Newtoniano
homogéneo para simular el comportamiento de la sangre en el entorno de las paredes‘arteriales.

2.5. Dinamica de los vasos sanguineos

El comportamiento de los vasos sanguineos es muy dinamico, pues éste es continuamente deformado
por las fuerzas relacionadas con el flujo sanguineo al mismo tiempo que experimentan las fuerzas de
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restitucion de los vasos. Cabe resaltar que los vasos son anisotropos, es decir que tienen propiedades
elasticas diferentes para diferentes direcciones de deformacion, [7].

Las propiedades mecanicas de las paredes de los vasos sanguineos son bastante complejas debido a las
diferentes caracteristicas de las diferentes capas que la componen, por lo que su analisis se dejara para
trabajos posteriores. Por otro lado, el comportamiento de los vasos sanguineos también esta influenciado
por el sistema nervieso, que ajusta el flujo, adecuandolo a las diferentes condiciones del organismo
en cada momentoj, ésta_adecuacion responde a los principios de la funcion circulatoria descritos en la
seccion 2.2.

2.6. Remodelacion dé€ los vasos sanguineos

Los vasos sanguineos no son elementos estaticos, éstos se ven influenciados por la interaccion con los
elementos del medio en donde se eneueéntran, es decir, que responden al constante esfuerzo al que se
ven sometidos en su interaccién con ‘elflujo sanguineo. Este esfuerzo tiene efectos sobre la geometria y
las propiedades mecanicas de los vaso$. La.respuesta de los vasos para ajustarse a las necesidades del
medio se llama remodelacion, [7].

Las células de un tejido vivo como los¥asos sanguineos responden al estrés cambiando su masa, meta-
bolismo, estructura interna, su produccién o absercién de proteinas e incluso produciendo o absorvien-
do estructuras extracelulares. En condiciones normales un organismo vivo tiene una configuracion de
equilibrio llamado estado homeostaticg. Cuando elfestrés perturba éste estado homeostatico la tasa de
cambio de la masa tisular? y sus otros componentes €ambia, desencadenando una reconstruccion de la
estructura de los tejidos [7].

Los fenomenos descritos anteriormente estan relacionados.conla distribucion de sustancias vasoactivas
que pueden contraer y dilatar los vasos sanguin€os, asi come'sustancias que estimulan la regeneracién
y migracion celular o por el contrario la inhiben, estas y los factores que estimulan su segregacion seran
tratado mas extensamente en la seccion 2.10 donde se hablara de su relacion con el flujo sanguineo,
que ademas de servir de medio de transporte para las diferentes sustancias, también pueden estimular
o inhibir la secrecion de éstas, al mismo tiempo que favorecen o no lasadhesion de otras células a la
superficie del endotelio vascular [12].

En conclusion, las caracteristicas del flujo sanguineo asi como su composicion;entre otros factores pue-
den cambiar la geometria y propiedades de los vasos sanguineos, al tiempo que, el flujo se ve afectado
por la geometria y las propiedades de los vasos. Por tanto, es de gran relevancia parala investigacion de
los factores implicados en la aparicion de ECV, el contar con una geometria tridimeneienal que describa
el estado de los vasos sanguineos, en la que se pueda calcular una aproximacion del campo de veloci-
dades del flujo sanguineo y de ésta forma determinar la forma en que se difuminanilas sustancias, al
mismo tiempo que se estima el esfuerzo soportado por las paredes endoteliares debidag@-las diferentes
condiciones del flujo.

Dado que se ha notado experimentalmente la existencia del estado homeostatico, en dondethay un
equilibrio relativamente estable donde los esfuerzos debidos a la interaccion con el flujo sanguineo son
inocuos, es de esperarse que la geometria de los vasos sanguineos no favorezca las turbulencias.que

4Tisular: propio o relativo a los tejidos del organismo.
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tienden )ﬂ'turbar el estado homeostatico y por tanto se asume que los vasos sanguineos sanos tienen
la minima curvatura posible que se adecta a las necesidades de la zona, lo que justifica el uso de splines
de placa delga n la descripcion de la superficie endotelial.

o
2.7. Arterihs}o‘i'onarias

Como se muestra en la fi @2.8, as arterias coronarias se apoyan en la superficie del corazén, mientras
que sus ramificaciones pe la masa del musculo cardiaco, permitiendo la oxigenacion y nutri-
cion del miocardio. Una artm compuesta principalmente por las tres capas que se muestran en la
figura 2.9, pero centraremos ryatencién sobre el endotelio, pues por ser la capa mas interna de la
intima; ésta tiene contacto dir 0@61 flujo sanguineo, [10].

%

Capa adventicia Capa media Capa intima

Figura 2.9: Capas que componen una arteria (las proporciones no son necesariamente las (arrectas).‘ ’

E arteria coronaria izquierda nutre principalmente las porciones anterior e izquierda de las porciones
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laterales del yentriculo izquierdo, mientras que la arteria coronaria derecha nutre principalmente la
mayor parté del ventriculo derecho y también la parte posterior del ventriculo izquierdo en alrededor
de 85% de las personas, ocasionando que una obstruccion en la coronaria derecha sea fulminante en la
mayoria de los easos, [10].

El flujo sanguine® coronario en reposo es de 225 ml/min en promedio, y durante el ejercicio extenuante

el corazén de un adulté joven aumenta su gasto cardiaco’ entre cuatro y siete veces y bombea ésta sangre

con una presion arterfal mayor de lo normal, por lo que el trabajo cardiaco en condiciones extremas

gede aumentar entre(Seis¥ nueve veces. Al mismo tiempo, el flujo sanguineo coronario aumenta entre
Tes y cuatro veces para‘aportar los nutrientes extras que necesita el corazoén, [10].

Cabe resaltar que como las coronatias estan montadas sobre el t;orazén, el flujo en ellas esta influenciado
por los movimientos del corazon a lg largo del ciclo cardiaco. Este efecto es especialmente notorio en la
arteria coronaria izquierda dondeSuciclo practicamente se invierte, lo que puede apreciarse en la figura
2.10, donde es notorio que durant€ la sistole® el flujo sanguineo de los capilares coronarios disminuye’,
mientras que durante la diastole el'musculo cardiaco se relaja, desvaneciendo la obstruccion del flujo
sanguineo, y permitiendo que la sangrefluya mas rapidamente durante toda la diastole, [10].

300+

200

100 +

Flujo sanguineo coronario (ml/min)

Sistole Diastole

Figura 2.10: Flujo sanguineo en la arteria coronaria izquierda durante el ciclo cardiaco [10].

Debido a que g fuerza de contraccion del musculo ventricular derecho es mucho menor que la del
musculo ventricular izquierdo, el flujo sanguineo que atraviesa los capilares dfjonarios.en la arteria
coronaria derecha experimenta menos cambios que en el lado izquierdo [10]. EI fluje"sanguineo que
atraviesa los capilare§fforonarios del ventriculo derecho también sufren una variacién'ddrante la con-
traccion del muasculo cardiaco, pero como la fuerza de contraccion del muasculo ventriculatiderecho es
mucho menor que la del misculo ventricular izquierdo, las inversion del flujo es solo parcial, [10]

SEl gasto cardiaco se refiere al volumen total de sangre que es bombeado por el corazin.
“La sistole se da cuando el miocardio se contrae para expulsar la sangre.
7Esto es lo contrario de los que sucede en cualquier otra zona del organismo.
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La dinamica’de deformaciones y cambios de flujo en las coronarias es una mala noticia para el proceso
de modelacién de éste fendomeno, pues para dar una descripcion adecuada seria necesario emular los
cambios deforma de cada coronaria, lo cual tiene que ver con la viscoelasticidad de la superficie del
corazon y de las'coronarias, ademas de la deformacion ocasionada por el flujo sanguineo en su interior.

En realidad hay varios factores que influyen en el flujo sanguineo, por ejemplo cuando hay un gasto
cardiaco que sobrepasa’las necesidades de oxigeno que puede ser administrado por las arterias, éstas se
dilatan para aumentargl flujo sanguineo pero atin no se conocen las razones especificas por las que ésto
sucede; bien puede ser por la liberacion de vasodilatadores, por estimulos nerviosos o por la interaccion
entre ambas, [10].

Debido a la dificultad de tomar en cuenta toda la dinamica descrita, se formulé un modelo rigido de
las arterias coronarias, el cual servira como una primera aproximacion a la descripcion de la interaccion
entre el corazon, el flujo sanguineg;el ciclo cardiaco y las arterias coronarias, esperando tomar en cuenta
otros factores en trabajos posteriores.

2.8. Cardiopatia isquémica

En el grafico de la figura 1.5 se muestra el porcenfaje de muertes atribuidas a varias ECV, entre ellas;
llaman especialmente l‘a atencion las pafologias relacionadas con las arterias coronarias, por representar
casi el 50% del total. Estas patologias se agrupan con elfiombre de cardiopatia isquémica y consisten
en la disminucion gradual o sabita de la irrigacion sanguinea al musculo cardiaco. Algunos de éstos
decesos se producen sibitamente, como consecuencia dé laoclusion de la arteria coronaria o la fibrila-
cion del corazon, mientras que otras son lentas, a lo largo.de semanas o afnos, como consecuencia del
debilitamiento progresivo de la funcion de la bomba del corazon,, [10].

E causa mas frecuente disminucién del flujo sanguineo corondrio es la aterosclerosis, que consiste
en un deposito creciente de colesterol por debajo del endotelio en mughos puntos de las arterias, como
se muestra en la figura 2.11.

Por lo general las zonas de depésito de colesterol son invadidas por tejido.fibroso y con frecuencia se
calcifican. El resultado neto es el desarrollo de placas aterosclerdticas que obstruyen el lumen de los
vasos sanguineos, bloqueando el paso de la sangre, [10]. El desarrollo de lassplacas ateroscleroticas es
mas frecuente en los primeros centimetros de las arterias coronarias mayores, por lo, que modelar éstas
zonas representa uno de los principales esfuerzos de éste trabajo.

El proceso aterogenésico comienza cuando se produce una lesion del endotelio, ver fig. 2.12, desen-
cadenando lofprocesos de regeneracion para reparar la zona lesionada, que consistén.€n favorecer la
Eloliferacion de moléculas de adhesion en las células endoteliales y reducir su capacidad para liberar
sustancias que a n a evitar la adhesién de macromoléculas, plaquetas y monocitos al @ndbtelio, por
lo que empiezan a acumularse en la zona de la lesion; monocitos y lipidos circundantes (en su'mayoria,
lipoproteinas de baja densidad) [10].

g)s monocitos atraviesan el endotelio, pasan a la intima de la pared vascular y se diferencianfa ma-
crofagos que posteriormente ingieren y oxidan las lipoproteinas acumuladas. Estas células espumosas
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Atherosclerosis

5.
/5 Normal Mikd Severe
s artery atherosclerosis atherosclerosis

Figt 1: ArrﬂVx aterosclerosis [10].

_/_ X ((

macrofagicas se agregan a las paredes vascul orma imulos de grasa, [10]. Cuando la respuesta

del organismo no es lo suficientemente fuerte;los camulo rasa, los tejidos fibrosos y las células de
musculo liso contintan proliferando hasta causa @ i i

ormacienes.irreversibles en las arterias. En la figu-
ra 2.13 se muestra un caso avanzado de estenosis, € necesaria una intervencion quirﬁrgica,
[10].

-—

Los depositos lipidicos abonados con el aumento en la proliferacion” celular, pueden en algunos casos
prod@fir una placa que puede llegar a obstruir todo el lumen. La ob cion no es el inico problema
pues los fibroblastos de la placa acaban depositando tal cantidad de tejido conjuntivo denso en las
arterias que la esclerosis (fibrosis) se intensifica, volviendo las arterias mé@ﬂas e inflexibles, [10].

calcificaciones duras como hueso, que convierte las arterias en tubos rigidos hacie que pierdan su
distensibilidad y se rompan con facilidad concluyendo entonces en una arteria o la presentada en
la figura 2.11, [10].

Mas adelante se precipitan sales de calcio junto al colesterol y otros lipidos d placas, produciéndose
oot

la placa se fisure como se muestra en la figura 2.14, éstos trombos, o bien, placa escl ica pueden
ser arrastrados al flujo sanguineo mediante un proceso analogo al que se da en un tub ‘enturi,
apareciendo con mayor frecuencia debido a un aumento subito del caudal en ese tramo de | ia.

Si los fendmenos que ocasionaron las lesiones en un principio siguen afectando la Zoré osible que
g d

Los trombos o placas escleroticas liberadas al flujo sanguineo tienden a atorarse repentinamn
alguna parte del sistema circulatorio ocasionando todo tipo de patologias, entre ellas infartos al miocar-
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dio, accidentes cerebrovasculares, trombi/ﬂ'mo en ara 2.15(a), e isquemias de todo tipo como

en la figura 2.15(b), [10]. o O
0 0

2.9. Causas de la aterosclerosis %

Q

Hay al fenos tres causas para la aparicion de la aterosclerosis, la primera esta relacionada con el incre-
mento de la concentracién plasmatica de colesterol en forma de lipoprot baja densidad, ricas en
colesterol, que puede deberse a una gran ingesta de grasas saturadas en la

iaria, a la obesidad o a
la inactividad fisica [10].

La segunda esta relacionada con la predisposicia nética familiar a la hipercolesterolemia, que con-
siste en una enfermedad donde se han heredado genes defectuosos para la formaci receptores de
lipoproteinas de baja densidad en las superficies de la membrana cel@r, ésto ocasio el higado no
pueda absorber las lipoproteinas, haciendo que el cuerpo produzca mas colesterol y ﬁ responder
a la inhibicion por exceso de colesterol plasmatico, en éstos casos la mayoria de las pe@s fallecen
antes de los 20 afios. Hay estudios experimentales que sugieren qufl tercera causa esta re Wda con
el exceso de hierro en la sangre, suponiéndose que ésto se debe a Ia formacién de radicales li

la sangre con las paredes arteriales como una posible causa de las lesiones que originan la aterosc
[12]; ésta causa se tratara mas a fondo en la siguiente seccion.
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ccion transversal de una arteria con estenosis.

ra 2.13: Se
/ Endotelio Intima Media

Figura 2.14: Acram:thcichiana! de r@’agas [10].

*

s

(a) Trombosis.

Figura 2.15: Trombosis e isquemia.
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2.107 _Esfuerzo cortante sobre el endotelio

Como se mengiono en en la seccion anterior, la interaccion entre el flujo sanguineo y las paredes arte-
riales tienen un gran efecto en la aparicion y desarrollo de la aterosclerosis, su influencia se debe tanto
al desencadenamiento de fenomenos de regeneracion y remodelacion como al dafo debido a la fatiga
de la pared endotelial. En todos los casos éstos fenomenos estan relacionados con el esfuerzo cortante
soportado por el endetelio y en menor medida con la dinamica global de interaccion, [12].

La dinamica global esta relagionada a la deformacion de las arterias asociadas al flujo y a los cambios
en el flujo debidos a la ferma, de las arterias, el comportamiento de las arterias es viscoelastico, sin
mencionar que es anisotropo (gue tiene comportamientos de deformacion diferentes para direcciones
diferentes) y en el caso espetial deslas coronarias, su comportamiento esta influenciado tanto por el
flujo sanguineo como por los,moévimientos del musculo cardiaco. Por otro lado, la dinamica local se
refiere a los efectos que relacionan elLeampo de velocidad con la superficie del endotelio y no con toda
la estructura arterial, por lo que basta tgmar en cuenta el efecto del esfuerzo cortante debido al flujo,
pudiendo despreciarse los demas efectos en una primera aproximacion.

Como cabe esperarse el patron de flujo de'sangre es muy complejo, debido tanto a la complejidad de
los latidos cardiacos como al cambio en la forma de los vasos. Cuando hay una curva en un vaso, la
velocidad de la sangre es mayor a lo lafgo della pared exterior de la curvatura [1]. Por otro lado, cuando
un vaso se bifurca, el flujo sanguines_esymas lentd cerca de la pared exterior y de mas rapido cerca
de la zona donde se divide el flujo, [#5]. Estos cambios complejos en velocidad de la sangre pueden
crear cambios significativos en el esfuerzp cortante ¢n varias regiones del endotelio. En la figura 2.16 se
representa la tension debida al esfuerzoscortante envlas ifimediaciones de una bifurcacion. El esfuerzo
cortante sobre el endotelio es proporcional’a la viscosidad«de.la sangre y al gradiente de velocidad en
direccion perpendicular a la superficie del vasoxéste gradiente de velocidad sera calculado a partir de
la simulacién realizada en el capitulo 4.

T O T o I T ey

Tension

Figura 2.16: Tensidn experimentada por el endotelio por en una bifurcacion.

Es necesario que las células endoteliales estén sometidas a cierta cantidad de esfuerzo certante, de ésta
forma se alinean de acuerdo al flujo sanguineo y toman formas que disminuyen su resistencia al flujo,
éste proceso esta regulado por la segregacion de varias sustancias vasoactivas, [7].

Cuando se expone el endotelio a un esfuerzo cortante relativamente bajo, puede aumentar ‘la permea-
bilidad intercelular y en consecuencia aumentar las probabilidades de desarrollar aterosclerosis. sin
mencionar que las células y lipoproteinas experimentarian una disminucion en el comportamiento/de
migracion al centro de los vasos descrito en la seccion 2.3, ésto implica que las probabilidades de adhe-
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sion de lipoproteinas y otras particulas aterogenésicas al endotelio son ain mas altas, y pueden empeo-
rar aun mas'en la presencia de un flujo recirculante como el de la figura 2.17, [12].

ﬁ
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W\

Figura 2017 Zonas de recirculacion en inmediaciones de una bifurcacion.

Los niveles de las sustancias vasoactivas liberadas por las células endoteliales como la prostaciclina, el
oxido nitrico y la endotelina-1 estanfuertemente influenciadas por el esfuerzo cortante, un aumento
agudo en este, provoca la remodelagion del citoesqueleto celular, estimulando una rapida respuesta
de las células endoteliales, que liberam una gran cantidad de vasodilatadores como el éxido nitrico y
la prostaciclina. Entre las cuales sobrésale.el oxido nitrico por su efecto protector contra el alza del
esfuerzo cortante recibido. Un alto gradiente/de velocidades reduce drasticamente los niveles celulares
del precursor pre-pro-endotelina mRNA endeteliales, ésto disminuye el nivel de endotelina-1 péptido,
que ejerce un efecto de constriccion yamitogénica sobre las células musculares lisas vasculares, el cual es
necesario para la regeneracion del’endetelio [13]{Finalmente, prolongado esfuerzo cortante oscilatorio
induce la expresion de moléculas desadhesion de leucocitos endoteliales, que son importantes en la
mediacion de la localizacion de leucocitos en la paréd asterial, [12].

En resumen, la exposicién prolongada a un esfuerzo'cortante muy alto, muy bajo o con oscilaciones
de alta frecuencia tienen consecuencias desastresas en la salud de las células endoteliales, por lo que
determinar las condiciones que favorecen su aparicion resultan de gran importancia.
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3. Modelacion computacional

En éste capit%aliza el problema de interpolacion usando Funciones de Base Radial (FBR), espe-
cificamente la rpolacion con spline de placa delgada y funciones multicuadricas. Los Splines de
placa delgada fue@sa.dos para construir los dominios tridimensionales que describen la arterias co-
ronarias, mientras s funciones multicuadricas se usan en el capitulo 4 para aproximar la solucién

de la ecuacion de Navi@qkes.

3.1. Meétodos sin Qﬂas

v

Los métodos sin mallas usando F llamado la atencion en las tltimas décadas, no solo en las ma-
tematicas sino también en el area d@enieria debido a su gran cantidad de aplicaciones. Entre sus
ventajas se tiene que pueden aplicar: /p:oblemas con un gran namero de dimensiones por lo que
tienen aplicaciones en un gran namero d as de las ciencias y la ingenieria, donde los métodos con-
vencionales como elemento finito y vola finitos tienen dificultades. Por otro lado, la generacion

w'l'; de computo, por lo que los métodos sin mallas ofrecen

de mallas consume una gran cantidad del ti
una alternativa a ésta dificultad, [6@
Este trabajo hace uso de los métodos si llass en la construccion del dominio de las arterias
como en la aproximacion de la soluciér{:ﬁ ecua;ﬂ' avier-Stokes en el dominio, en ambos casos
la teoria esta basada en la interpolacic')ndfﬂtgs 15§éris usando FBR. Un método basico de inter-
polacion asume que la funcién a interpola na co @‘Em lineal de FBR como la que se define a

continuacion: (\

Definicién 1. Una funcién @ : RY — R se llar@dial, E‘Q una funcion ¢ : [0,e0) — R tal que
D(x) = p(||x|l2) para toda x € RY. .

El problema de construir una superficie que describa la geometri @:s vasos sanguineos consiste
en interpretar datos tomograficos, es decfque consiste en encontra superficie que interpole los
puntos dados por el tomoégrafo. En el caso de la solucion de la ecuacion de Nayier-Stokes, se da el mismo
caso que en la interpolacion de una superficie, pues se busca de igual maescribir cada una de las
componentes del campo de velocidades y el campo de presion, con la di(r@a que en éste caso los

valores de cada campo de velocidades estan sujetos a ser solucion de la ecua

fl}avier—Stokes.

Antes de comenzar hay que diferenciar entre dos tipos de superficie, las explicita$ y las implicitas. Una
superficie explicita es una que puede representarse como la grafica de una funcion 2 L R,don-
de D es una region. La reconstruccion de una superficie implicita es aplicada a su orientables

y compactas. En ese caso la superficie S se describe como una curva de nivel de una n F tal que
S={xeQ:F(x)=0}. &

Si se asume que un vaso sanguineo esta descrito por una superficie explicita, entonces se esta iendo
que ésta puede representarse mediante una funcion, dado que la superficie interna de los vasos sangui-
neos consiste en una superficie parecida a la de un cilindro, es claro que ésta superficie no s e

la prueba de la recta vertical y por tanto no puede describirse mediante una funcién. Por otro gdo,

29
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puede aprovecharse la similitud de la superficie con un cilindro y usar coordenadas cilindricas para
describirla.

En términos'matematicos, el problema se resume a encontrar una funcion Sg x que aproxime una fun-
cion F a partipde un conjunto de datos discretos dados por los sitios X = {x1,x3,..., 2y}, donde Xj € Q
y los valores de F.en cada sitio estan dados por F(xj-} = f} para j =1,2,..,N. Una posible propuesta

consiste en elegir uma, funcion @ : RY R y formar el interpolante en términos de esa funcion, de la
siguiente forma:

N
Sp,x{x}:er;GJ{x—x;}. (3.1)
j=1

La funcion @(- —x;) es el interpolador que se usa, éste esta centrado en el punto x;, debido a esto los
puntos x; se les llama centros. Los«€oeficientes a; dependen de las siguientes condiciones de interpola-
cion:

Splx(xf} :fj' para j=1,2,..,N. (3.2)

Al aplicar las condiciones de interpolaciorn(3:2) a la funcion Sg x dada por (3.1) se resume el problema
de interpolacion a resolver el siguiente sistema\lineal:

Agsra =1 (3.3)

donde
Dxy—x) _Dlx; —xp)re= Dlx; —xy)
D, —x ) Dlay —x7)0 - Plxy—xy)
Apx = . . ’ . '
Dlxy —x) DPlag —x3) - Dlxy —xy)
al = [ay,@q,,ayn],

1 =[f o Sl

A menudo el sistema (3.3) es singular, por lo que es deseable tener mas informacién sobre A, x v sobre
las condiciones necesarias para garantizar la existencia y unicidad de la solucion del'sistema. Lamenta-
blemente, no todos los interpoladores importantes garantizan la unicidad o existeneia de sus soluciones,
[16].

En éste trabajo se hace uso de dos funciones de base radial, el spline de placa delgadaly la funcién
multicuddrica. En ambos casos la matriz Ag x puede ser singular pues las funciones no_son definidas
positivas!, por lo que es necesaria una mayor fundamentacién tecrica para garantizar la nosingularidad
de la matriz.

1Una funcién es definida positiva cuando determina una matriz A x enel sistema (3.3) que es definida positiva, es impoftante
que la matriz Ag x sea definida positiva, pues esto garantiza que sus vectores propios son siempre positivos y por tantg que la
matriz es no singular, lo cual implica la invertibilidad del sistema.
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3.2. Spline de placa delgada

La interpolacion de los datos‘tomogréﬁcos de la siguiente seccion fue realizada usando el spline de placa
delgada como nterpolador. Esta funcion fue propuesta por Jean Duchon en 1976 como resultado de su
investigacion respecto a la flexion de una placa metalica, en la que se buscaba que ésta se flexionara
pasando por undeterminado conjunto de puntos, [6].

La descripcion teorica dewa forma descrita por una placa metalica consiste en asumir que se cumple el
principio fisico que dice gue la forma presentada por la placa deformada es la que usa la menor energia
de flexion. Debido a ésto elenfoque consiste en minimizar la integral de sz en R?, que es la que mide
la energia de flexion. Estasmedida coincide con la aproximacion lineal de la medida de la curvatura de
la placa, [6].
Mas especificamente, el spline.dé placa delgada consiste en la funcion

Plr) = rzlog(r}

donde r = ||x||», x € R%. El interpolante esta definido en el espacio de Beppo-Levi BL,(RR?). Antes de
definir el espacio de Beppo Levi es necesarig definir la derivada generalizada de una funcion continua:

Definicion 2. Sea f € L%”L'(IR‘I) yAe IN“ dados. Una funcién fie L%”L(IR“‘) es la derivada generalizada
de f de orden A si

f f(x}D"y{x}dn(—lJ""j falx)y(x)dx
e R

se satisface paratoda y € Cg"(]Rd). A fi'se denota porDAf.

d
Definicion 3. El espacio de Beppo Levien R de.orden €, para £ > 3 esta dado por el espacio lineal

BL/(R?):= {f € C(R?): D" fle L, (R%)paza todo |A| = ¢)

equipado con el producto interno

£
(F, 9m,xey = ) 53 (DY.DY8), i

A=¢

La seminorma del espacio corresponde a la medida de la energia de flexién.de la placa metalica, los
detalles de la deduccion del interpolante pueden consultarse en [5].

El espacio funcional Ck{Q} se refiere al conjunto de funciones que tienen k derivadas continuas en (2,
mientras que el espacio L,(Q)con 1 <p<ooyQ C R? usualmente se le llama espacio de Lebesgue y
se refiere al espacio de funciones medibles que tienen una L,-norma finita. La L,—normad B IletQ} esta

dada por
o= P
Ilf"LPtQ} Llf(x}l X

paral <p <co.

El espacio L;”L'{Q} consiste en todas las funciones medibles f que estan localmente en L, es de¢ir que
la restriccion f|K pertenece a L,(K) para cualquier compacto conjunto K C (2.
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3.3. Existencia de la solucion

En ésta secglomese citan algunos de los resultados que permiten garantizar la existencia de la solucién
del problema d& fmterpolacion usando funciones de base radial, los detalles sobre las demostraciones de
los teoremas de esta seccion pueden consultarse en [16]. El spline de placa delgada y funciones multi-
cuadricas no son definidas positivas sino condicionalmente definidas positivas. Este y otros conceptos
se definen a continuacion:

Definicion 4 (Wendland, 2005 [16], p. 97). Una funcion continua @ : R? — C se dice condicionalmente
semi-definida positiva de orden m si para todo N € N, todos los centros distintos por pares x1,x2,...Xn €
RY, y todas las o = (a, as v ay) € CN satisfaciendo

N
Za}-pg—) =0 (3.4)
j=1

para todo polinomio p complejo-valuado de grado menor que m, la forma cuadratica
N
Z a @D (x) —x;) (3.5)
k=1

es no negativa. O se dice que es condicionalmente definida positiva de orden m si la forma cuadratica
(3.5) es positiva, a menos que ¢« sea Ceros

La definicion 4 de una funcion @ condicionalmente’definida positiva de orden m puede interpretarse
como la definitividad positiva de la matriz Agu = (D(x5 7% sobre el espacio de vectores a tales que

N
Zn}-pf{xj} =0, (12 <0=dimn, (R
=1

Donde 7,,_;(IR?) es el espacio de polinomios de grado < m — 1 sobre®mR¥. Lo anterior significa que

At‘D.X = [Ql{x} _xk}]lsj.kSN
es definida positiva en el espacio de vectores a, que son perpendiculare§ al 'eSpacio de p omios d-
variados de grado a lomas m—1 evaluados sobre los centros que estan en X, loeual implica Ia existencia
y unicidad de la solucién del problema de interpolacion.

El teorema 10 asegura que bajo ciertas condiciones el orden de una funcion conditionalmente definida
positiva puede medirse usando la transformada generalizada de Fourier, pero parashacer ésto es nece-
sario definir algunos conceptos como; el de espacio de Schwartz, el de funcién de creeimiénto lento y el
de la transformada generalizada de Fourier, entre otros.

Definicion 5. La funcion I se define como

. , nln®
(=)= i e

paraze C.
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Definicion 6. El espacio de Schwartz S consiste de todas las funciones y € C(RY) que satisfacen
‘x“Dlﬁy{x}| < Cﬂ.llﬁl},, Xxe ]Rd,

para todos los arulti-indices a, f € ]Ng con una constante Cq 4, que es independiente de x € Rd, donde
INy =N U{0}. Lasfunciones de S se les llama funciones de prueba o buenas funciones.

Definicion 7. Se dide que una funcion f : R? — Ces de crecimiento lento si existe una constante m € IN,,
tal que f(x)=O(||x}|}'}€uando ||x||; — oo.

Definicion 8. Para m € Ny el conjunto de todas las funciones y € § que satisfacen que y(w) = O(/|w|[3')
cuando ||w||; — 0, se dengta por Sy,.

Definicién 9. Sea ® : R? —{C cofitinua y de crecimiento lento. Una funcién medible De J[,%MUR“i —{0})
se llama transformada generalizada«de Fourier de @ si existe un entero m € N, tal que

J-Rd@x}ﬂx}dx = f B(w)y(w)dw

R
se satisface para toda y € &;,,,. El entero/# se llama orden de b,

Teorema 10 (Wendland, 2005 [16]). Sea O R4 — € continua, de crecimiento lento, v que posee una trans-
formada generalizada de Fourier ® de orden in_qtie es continua en RY — {0}, Entonces © es condicionalmente
definida positiva de orden m si y solosi @ es no negativa v no nula.

Para su demostracion véase [16], paginas 105-109.

En los siguientes teoremas se presenta la transférmada‘generalizada de Fourier con su respectivo orden
para cada uno de los elementos de las familias dé&funciones multicuidricas y de splines de placa delga-
da, por lo que ya puede determinarse el espaciopolinomialen el que lamatriz Ay, x es condicionalmente
definida positiva.

16
Teorema 11 (Wendland, 2005 [16]). La funcion ®(x) = ||x||%k log [lx}iz, x € R, ke, posee la transformada
generalizada de Fourier
D(w) = (— 1122020 (4 dy2)kt w2

de orden m =k +1.

Para su demostracion véase [16] paginas 112-113.

H
Teorema 12 (Wendland, 2005 [16]). La funcion ®(x) = (l:2 + ||x||%]Ir ,xeRY, cone=0 VW € R\ Ny, posee
la transformada generalizada de Fourier

— 2 (P
C

%) =g Kappeplelloll), w=0, (3.6)

de orden m = max(0,[f]).

Para su demostracion véase [16] paginas 109-111. Como consecuencia de los teoremas 11 y 12 sg tiene
el siguiente corolario:




34 CAPITULO 3. MODELACION COMPUTACIONAL

Corolarie 13 (Wendland, 2005 [16], p. 113). Las siguientes funciones O : R? — R son condicionalmente
definidas positivas de orden m:

1 @(x) =CLFA+IxB)F, >0, peN, m=[f]
2. O(x)= ()P, >0, pe2N, m=[p/2]

3. @(x) = (1) Y)3¥l0gllxll,, keN, m=k+1.

El corolario 13 provee de infarmacion muy importante para resolver el problema de interpolacion, pues
al conocer el orden de las finciones que se usan como interpolantes, es posible construir un espacio
polinomial perpendicular al espacio de vectores a, de la definicion 4. Es decir, que es posible construir
un esffio polinomial que garantiza que la matriz Ay, y sea definida positiva. Lo cual garantiza la exis-
tencia y unicidad de la solucién.del problema de interpolacién que satisface las condiciones propuestas
en (3.2).

Es necesario reformular el interpolantepara introducir el espacio polinomial mencionado anteriormen-
te, ésta modificacion consiste en asumir'que la funcién S¢ y tiene la siguiente forma:

N Q
Srx(¥) = Z(rjfll{x—xj}+z;‘§kpk{x}, (3.7)
k=1

=1

donde Q denota la dimensién del espaciofolinomialst,, | (R)? y p,,pa. .;pg denota una base de 7,,_; ( RY).
Para hacer frente a los grados de libertad adicionalesen (3.7), se completan las condiciones de interpo-
lacion (3.2) agregando las condiciones adicioniales

N
Zaj—p,((x}-} < Qepara k £1,2,.., Q. (3.8)
j=1

La solubilidad del problema de interpolacién que satisface las condiciones (3.2), ( 3.7) y (3.8) es equiva-
lente a la solubilidad del siguiente sistema:

) ]

p

ox P }
donde Ag x = [tlJ(x}- —xk)] eRVN yp= [pi(x;)] € RY*C. La matriz de coeficientes del lado izquierdo

PT 0
del sistema (3.9) se denota por I{m.x, y es claro que el sistema (3.9) tiene solucion tnica si y solo si ésta
matriz es no singular.

(3.9)
0

fix }

Definicion 14 (Wendland, 2005 [16], p. 21). El conjunto de puntos X = {x1,x2,...\xn] & R? con N >
Q = dimm,,(RY) se llama m,,(R?)—unisolvente si el polinomio cero es el anico polinomie en 7,,(R?) que
se anula en todos los puntos del conjunto X.

Como ejemplo, consideramos el conjunto de polinomios lineales bivariados. Puesto que dimm(]Rz} =3,
y cualquier polinomio lineal bivariado describe un plano en el espacio tridimensional, éste plano estara
unicamente determinado por tres puntos si y solo si dichos puntos son no colineales. Asi tres puntosen
R? son 11, (R?)-unisolventes si y sélo si son no colineales.
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Teorema5 (Wendland, 2005 [16], p. 117). Suponga que D es condicionalmente definida positiva de orden
m y X 'es un conjunto de centros unisolventes en 1,,_, (R?). Entonces el sistema (3.9) tiene solucion tinica.

Demostracioni. Suponga que (a, )T esta en el espacio nulo de la matriz A4 x, entonces se tiene que:

Amlxﬂ"f'Pﬁ =

Pla =

La segunda ecuacion sighifiea que a satisface la condicién (3.4) para todo p € ,,_, (R?). Multiplicando
la primera ecuacién pogd! se tiene

0=a"Agxa+ (P a) gp=aTApxe.

Como ® es condicionalmente definida positiva de orden m, entonces podemos concluir que a = 0y por
consiguiente Pf = 0. Finalmente; como X es unisolvente en ,,_; (R%), esto significa que f§ = 0. a

Para la existencia de una solucion del sistema (3.9) no se requiere que X sea unisolvente en n,,,_l{[Rd ),
ésto es necesario unicamente para la unicidad de la solucién. La solubilidad en el caso general depende
del conjunto V := P(R9) C RN y A := Ap 4% Bntonces el complemento ortogonal V+ de V es el espacio
nulo de PT. El sistemna (3.9) es resoluble para todo f[X si RN = AVL + V. Pero ésta es una suma directa,
porque x € AVLINV significa que x =¢Aa = Pf con una cierta a e yun e RY. Esto implica que
a’Aa = (PTa)’ f =0 y entonces sediene a = 0y Aa== 0. Conociendo que la intercepcion entre AV*: y V
contiene tinicamente al vector cero, se tiene:

N > dim(AVL + V) = dim(AV 1) {dint(V) = dim( VL) + dim(V) = N,
porque A[V+L: VL — AVL es biyectiva. Pero ésto implicada resolubilidad.

Es obvio que la adicion de términos polinomiales de grado®otal a lo mas m —1 a la expansion garantiza
la reproduccién polinomial, es decir, que si los datos vienendeam polinomio de grado total menor que
m entonces seran ajustados por el polinomio.

3.4. Interpolacion de datos tomograficos

Ya que se ha confirmado la existencia de una solucién para el problema defiterpolacion, se procede
a desarrollar el software necesario para encontrar una de las soluciones. Cabe resaltar que la teoria
descrita anteriormente permite usar como interpolador a cualquier elemento de laffamilia de splines
presentada en el corolario 13.

Lamentablemente no fue posible obtener datos tomograficos que permitieran describir lo§yasos sangui-
neos, por lo que se ha recurrido a datos artificiales, que permiten observar los resultados/del uso de la
teoria presentada. Los aspectos computacionales estan relacionados con la programacionpara resolver
el sistema (3.9), en donde se introducira el uso de un parametro de forma que ayuda a adecuar la forma
de los interpolantes al dominio y al numero de puntos utilizados. La introduccion de éste parametro no
influye en la existencia de las soluciones del sistema aunque puede influir en el condicionamiento de la
matriz que describe el sistema. Cabe resaltar que la determinacion del parametro de forma adécuado
es, actualmente, un area activa de investigacion, [6].
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Al agregar el parametro de forma o se obtiene el siguiente interpolante:
Plr)= (o1)? log(or).

Segun el corolario 13, éste interpolante es condicionalmente definido positivo de orden m = 2 y por el
teorema 15 se sabe que el orden del espacio polinomial es Q = m—1 = 1. Dado que éstos polinomios
deben definirse en tn espacio bidimensional es necesario determinar 3 incognitas, que se tratan de los
coeficientes de las, bases del espacio polinomial de orden 1; de ésta forma la matriz P del sistema (3.9)
tiene la forma:

I x1 wn
I x w
P= . .
1 XN _VN

En caso de haber usado otro elemento de la familia de splines de placa delgada, como por ejemplo
Plr)= (ar)* log(ar),

se tendria, de manera analoga, que éste interpolante es condicionalmente definido positivo de orden
m =3y que el orden del espacio polinomiales orden =m —1 = 2, por lo que se necesitan 6 coeficientes
para las bases del espacio polinomial, determinando la siguiente matriz P:

X e ¥ an
P_l o p)Yn p ok

1= yy X 08 XN

Para ambos casos la expresion para la matriz Ay, yees la misma,es decir:

Plllxr —x1ll)  Pplllxg —xall) -5l x1 —xnl])
| elixe=xll)  dlixz—x2l) - x5 —xnll)

DX —

iy —xil) pllxy—xl) - G(IERS xnl

3.5. Algoritmo numeérico

El algoritmo de interpolacion de datos tomograficos construido en este trabajo toma,un conjunto de
puntos X = {xy,x;,--+,xy) donde x; € IR?, que se encuentran en la superficie del enddtelio ydos interpola
para construir una funcion que describa la superficie que se asemeje al interior de las arpérias coronarias.
El procedimiento para realizar la interpolacion consiste en:

1. Cambiar el sistema de coordenadas de los datos X, pasando de rectangulares a cilindricas, para
poder describir el radio como una funcién de la altura z y del angulo 6, esto es equivalente a
realizar un corte en un costado de la arteria para luego desdoblarla, este procedimiento se flustra
en la figura 3.1.
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Datos de entrada Desdobiamients de datos de entrada

Figura 3.1: Desdoblamiento de la superficie de la arteria al cambiar a coordenadas cilindricas.

. Duplicar datos que se encuéntran cercanos a la frontera que corresponde al corte en la arteria,

usando sus angulos equivalentes nienores de cero y mayores de 360, esto ayuda a hacer que las
superficies coincidan mejor luege'derealizar el cambio a coordenadas rectangulares.

. Plantear el sistema (3.9) determinade, per la matriz Aprx.

. Resolver el sistema para obtener los vectores de pesos « y . La matriz del sistema (3.9) es simé-

trica y llena, ademas ésta tiendé a ser mal condicionada, por lo que los métodos usuales suelen
ofrecer malos resultados o requérirmuchetiempo de computo cuando el namero de puntos crece,
éste problema se atacé usando ld'rutina piny’de MATLAB pues ésta ofrece resultados aceptables,
consumiendo en un tiempo considerablemente bajo. La rutina pinv calcula una aproximacion de
la inversa de la matriz Ay y mediante Ja pseudéinveérsa de Moore-Penrose.

. Elegir el conjunto de puntos donde se d€sea obtenér una aproximacion de la superficie de la arte-

ria. En este software se uso una rejilla bidimensional equiespaciada con valores de @ entre 0 y 27,
y los valores de z entre 0 y 1, el tamano de pasg para ambos puede variarse a voluntad.

. Se evalan los puntos en la funcién S¢ x que se definié en.(3.7), obteniendo los valores aproxima-

dos del radio r;.

. Se realiza el cambio de coordenadas del conjunto de puntos obtenidos, éstos puntos representan

la discretizacion de la superficie del endotelio vascular.

3.6. Resultados de la interpolacion

gl esta seccion se presentan los resultados que se obtuvieron al aplicar la metodologia descrita en la
seccion anterior a varios conjuntos de datos. Hay que tomar en cuenta que el software se‘puede aplicar
a cualquier distribucion de puntos en tres dimensiones, pero solo reproducira fielmente una superficie
que pueda representarse mediante una funcion en coordenadas cilindricas, es decir que €l'software no
puede describir una superficie que sea cortada mas de una vez por un rayo que parte de un punto en el
eje z y sigue en direccion radial.

El numero de puntos a utilizar puede ser una limitante, pues el nimero de condicién de la matriz
crece cuando el numero de puntos aumenta, éste problema puede aminorarse con la utilizacion de
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un precondieiohador como el que se utiliza en la seccion 4.5. La exactitud de la interpolacion y el
condicionamignto de la matriz pueden verse afectados por el valor del parametro de forma que se usa
en el interpolador;éste tema sera expuesto con mayor detalle en la proxima seccion 3.7.

En las figuras 3.2,'3.3_y 3.4 pueden apreciarse los resultados de aplicar el software a varias distribu-
ciones de puntos que fuexon creadas artificialmente para emular la forma de una arteria. En el inciso
(a) de cada figura se muestran los datos de entrada. Como se menciond en el paso 1 del procedimiento
descrito en la seccion antérior, estos datos se transforman en puntos con coordenadas cilindricas para
ser interpolados. Los resultades, de esta interpolacion se muestran en el inciso (b), donde se observa que
la superficie generada interpolaadecuadamente todos los datos transformados. En el inciso (c), se mues-
tran los resultados de interpolacion’de los datos originales, lo cual muestra que es posible reconstruir
razonablemente bien una arteria, gue es uno de los propositos de este trabajo.

3.7. Adaptacion del parametro de forma

En esta seccion se ilustra el efecto deluso de'varios valores para el parametro de forma introducido en
la seccion 3.4. La eleccion de un parametro adecuado es un problema muy importante, debido a que
éste mantiene el equilibrio entre unasbuena precision al interpolar y el buen condicionamiento de los
sistemas lineales a resolver. Esto puedelcomprenderfse al comparar los resultados de la interpolacion de
la funcion de Franke (Fasshauer, 2007 [6]),.que esta dada por:

f{x y) = EE—%“’JX—Z}ZHQ}‘—Z}Z}+ie—4—ﬂ)t9x+l}z—ﬁt9y+l}z
4 4 (3.10)

+%€-%(:9x—?}2+:9p—3}3} _ %e—wx—u?-wy-?}?_

En la grafica (a) de la figura 3.5 se representa la interpolacion de la"funcion de Franke usando un va-
lor adecuado del parametro de forma, por lo que ésta interpolacion representa fielmente la funcion de
Franke. Por otro lado, las grificas (b) y (c) representan la interpolacion en.donde se han usado inter-
poladores cada vez mas agudos, puede observarse que esto aumenta el érror‘de interpolacion lo cual
es una gran desventaja. Ademas al usar interpoladores agudos genera sistemag™hien condicionados. De
ésta forma, un valor adecuado del parametro de forma es el que mantiene un sistémagelativamente bien
condicionado, al mismo tiempo que genera interpoladores lo suficientemente plangs'como para que el
error de interpolacion sea aceptable.

Es notorio que los interpoladores agudos tienen mayor error en las derivadas, por lo'que‘tesultan poco
atractivos, aun cuando estén bien condicionados. Obviamente ésta diferencia entre agudos y planos
depende de la distancia relativa entre los puntos x;, en una distribucion aleatoria ésta disfancia se mide
usando el diametro d de la mayor esfera (circulo para el caso bidimensional) que pueda estar ¢ontenida
entre la distribucion, de tal forma que ésta no contenga ningtn punto de la distribucion. En'el software
presentado en la seccién 3.9, se uso el siguiente valor para el parametro de forma del spline'de placa
delgada c = 5x1 072, el cual se eligio monitoreando el condicionamiento de las matrices correspondientes
a cada sistema y la descripcion adecuada de las superficies de prueba.
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(b) Interpolacion de los datos artificiales en coordenadas cilindricas.
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(c) Reconstruccion de la arteria.

Figura 3.2: Entrada, procesamiento y raconstrucdon deuna arteria con datcs artifidales
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Figura 3.3: Entrada, procesamiento y reconstruccion de una arteria con datos artificiales.
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Datos de entrada

(a) Dates artificiales emulando una arteria.

Desdoblamiento de la superficie
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(b) Interpolacion de los datos artificiales en coordenadas cilindricas.

Valeres interpolados

(c) Reconstruccion de la arteria.

Figura 3.4: Entrada, procesamiento y reconstruccion de una arteria con datos artificiales.
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a) =10 (b) c=100 {c) c=1000

. . . . . —er? -
Figura 3.5: Interpolacion de la funciondé Franke usando interpoladores Gaussianos ¢(r) = e™" con tres valores distintos
del pardmetro de forma c.

En el caso del software usado para calcular gaproximacic’m de la solucion de la ecuacion de Navier-
Stokes, se us6 una modificacion de la conjepura de Franke; en la que afirma que un pardmetro de forma
adecuado para las funciones multicuadricas'esta dado por:

_ 1.25VN

D

c (3.11)
donde D; es el didametro del circulo mas pequeno quecontiene los N puntos que se encuentran alrededor
del punto x;.

3.8. Estimacion de errores

Codmo se menciond en secciones anteriores, el software desarrollade/puede interpolar datos que no po-
sean una estructura en particular, ésto se comprobara al interpolarsin_conjunto de nodos que se en-
cuentran distribuidos cuasialetaoriamente sobre un superficie conogida. La funcién de prueba usada
para emular la superficie interna de las arterias consiste en la funcion dada en (3.12), ésta superficie se
asemeja a un cilindro deformado como puede observarse en la figura 3.7 /Estafuncién en coordenadas
cilindricas determina el valor del radio como funcion del angulo 0 y la pesigion vertical z, y tiene la
siguiente expresion:

e sen(@)+sen(26+3) +sen(40 + 5+ 6z) +sen(7z + 0 )+ sen(9z + 104 1

53 (3.12)

donde -m<@<my0<z<l1.

Las funciones de base radial se caracterizan por presentar un mayor error de interpolacidn‘en las zonas
mas proximas a las fronteras del dominio, esto puede observarse en la figura 3.8 donde los_valeres con
mayor error se acumulan en las regiones cercanas a las fronteras. Puede notarse que el mayer error
ocurre en solo dos de las fronteras, éstas son las fronteras que no corresponden al corte longitudinal en
la arteria, el error es mayor en estas zonas porque no se cuenta con informacion de la superficie fuera'de
la frontera, lo cual no sucede en los otros extremos. En la tabla 3.1 se muestran mediciones del error en
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dos regiones, una es el error en general y la otra es en la region central, ésta ultima representa la mitad
del area total'y consiste en las dos franjas centrales que aparecen al dividir el area total en cuatro partes,
usando lineas paralelas. Como es de esperarse, el error de interpolacion disminuye cuando se usa un
mayor namer@ de datos. En la tabla 3.1 puede observarse los resultados obtenidos al usar un niimero
diferente de dates distribuidos de manera cuasialeatoria en la superficie de la arteria.

Se observa en la tabfa3"1 que bastan 200 puntos para obtener una buena aproximacion de la superficie,
logrando un error relafivo de solo 6%. Esto muestra las bondades de las funciones de base radial, que
pueden proveer de mucha informacion, usando relativamente muy pocos datos.

Puntos Error Error relativo Error maximo Error relativo
interpolados maximo maximo en elcentro  maximo en el centro

10 1.8294x10 1 59804x10 ! 1.5474x10! 45092 x 10!
100 9.6540x W02 2.7914x10"!  3.1361 x 1072 6.9535x 1072
200 1.8289x 1072 +5.9101 x10°2  9.7739x 103 2.6658 x 1072
300 1.3321 x1072_)4.3846x 1072 1.6434x 1073 3.4161 x 1073
400 9.1127x107% #1.7578x 1072  6.0207 x 107* 1.5205x 1073
500 8.7596x107% 147003 x10°2 3.6115%x107*% 7.1235x 104
600 5.1204x1073  9.6185% 1073  1.7029x107* 4.6622 %107
700 3.8328x 1073 7.1999x 1073 1.5285x107* 3.7938 x 1074
800 3.7653 x 1073 _7.0730107%  1.3196x 1074 3.4893x 1074
900 3.1323x107776.0470 x LO~3  1.3040x 10~% 3.4391 x 107
1000 3.0865x 1073 (5.9585x 107 _ 1.2399x107* 3.3338x 1074

Tabla 3.1: Errores en la interpolacionde la.funcion dada por (3.12).

3.9. Descripcion del software de“construccion del dominio

Este documento se acompana de un disco compacto que contiene’una interfaz de usuario llamada
A_GUI _interpolacion_V asos_sanguineos.m que puede abrirse usandg¢ MATLAB. Esta interfaz permite
hacer dos tipos de operaciones:

= Interpolar los datos de varias distribuciones de puntos que emulan 13 superficie interna de los
vasos sanguineos. Hay 12 conjuntos de datos diferentes a elegir, ademas puede gontrolarse la can-
tidad de datos de salida, asi como mostrar u ocultar las lineas de division em'las reconstrucciones
de los vasos; ésto puede observarse en la figura 3.6.

En la presentacion grafica de los resultados se muestran los datos iniciales ent la"parte superior
y los datos interpolados en la parte inferior. Es conveniente usar la herramienta'Rotate 3D en el
menu Tools para poder girar el grafico y apreciar el grado de precision con que la recenstruccion
se ajusta a los datos iniciales.

= La segunda opcion permite comparar el error en la reconstruccion de una superficie ¢onocida.
Hay 11 conjuntos de puntos que se encuentran en la superficie determinada por la funcién dada
en (3.12), y los errores se calculan mediante la diferencia entre las intersecciones de las lineas de
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Cantidad de datos de salida para describir
la superficie

Figura 3.6: Interfaz @mr:’a, con la opeidn de interpolar datos.

division de la superficie inter%hs qusg determinadas por la funcién (3.12); ésto puede

apreciarse en la figura 3.7.

En la parte inferior de la interfaz a enoﬁﬂmo de interpolacion, el maximo error rela-

-’ - - - . .. -
tivo y el error maximo en el centro. y menaor@ue también puede modificarse la cantidad
de datos de salida.

extra donde se representa el error de interpolacion, en é entana puede apreciarse que el ma-
yor error se acumula en los extremos del vaso, en don. menos puntos de referencia para
interpolar, ésto puede apreciarse en la figura 3.8.

El programa muestra ademas los datos sobre la superfi el'polada, presentando una ventana
de

El disco compacto cuenta con los siguientes archivos de datos: @

= Las 12 distribuciones de datos que representan la superficie de los v® éstas son nombradas
desde archivol.mat hasta archivol2.mat.

= Once distribuciones de puntos semialeatorios en la superficie de un ciﬁndr&ngitud y diame-
tro igual a 1, éstas estan nombradas como archivol 01###.mat donde ### se refiére al nimero de
puntos en la distribucion.

= Once distribuciones de puntos semialeatorios en la superficie descrita por la i6n dada en
(3.12). Estas estan nombradas como archivo102###.mat donde ### se refiere al ni e puntos
en la distribucion.

= Doce archivos llamados MallaCilindrica#.mat que contienen los resultados de la interpolacid
los datos que representan la superficie de los vasos, en donde se ha usado el control de da @
salida por defecto.
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o Seleccione una opeicn

Cantidad de datos de salida para describir
la superficie

cciune el nimero de datos que se
sarén para interpolar

Figura 3.8: Grafica del error de interpolacion de la superficie determinada’por la funcion dada en (3.12).

= Once archivos llamados MallaCilindrical02#.mat que contienen | ltados de la interpola-
cion de los datos semialeatorios en la superficie determinada por mic}n dada en (3.12), en
donde se ha usado el control de datos de salida por defecto. ®

Cabe resaltar que el programa es capaz de generar los archivos MallaCilindrical02#.mat para diferen-
tes disposiciones de la cantidad de salida de datos, el programa esta configurado &0 rescribir los
archivos para evitar la acumulacion de cantidades excesivas de éstos.

()
‘0
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Simulacion del flujo sanguineo

En éste capitL@iescriben matematicamente las caracteristicas del flujo sanguineo y las condiciones
necesarias para ir que su comportamiento puede describirse mediante un flujo Newtoniano, el cual
esta caracterizad la ecuacion de Navier-Stokes. Seguidamente se presenta la simulacion del flujo
sanguineo que con n la aproximacion de la solucion de la ecuacion de Navier-Stokes en el dominio
irregular construido em;pltulo 3. La aproximacion de la solucion se calculé mediante el método de
diferencias finitas usa funciones de base radial. El uso de funciones de base radial permite pasar
facilmente al problema t@:

que exige el método de di

ensional con la ventaja de que no es necesario el uso de mallas regulares

@5 finitas convencional.

(\

4.1. Ecuacion de Navi e@rokes para flujos incompresibles

En primer lugar se asumira que el flujo SQEUEEO es homogéneo, es decir que no se tomard en cuenta

las células en suspension ni tampoc s ofxos componentes. Esto puede parecer incongruente con la
situacion a modelar pues se vio e 2? la distribucion de eritrocitos puede modificar el
comportamiento de la sangre en cie eglones los vasos. Pero éstos efectos seran despreciables al
restringir la simulacion a las arterias co: rias, d la dlferencm entre el tamano del lumen arterial y
el de los eritrocitos es bastante grande. form e que el campo de velocidades que describe
el flujo sangumeo es continuamente dlfere 1a en rto dominio (2 C R3. Como se menciond en
la seccion 2.3 del capitulo 2, la sangre pue sider. compresible, por tanto se asumira que su
densidad se mantiene constante con respec ﬁm oy aﬁambios de la presion dentro del mismo
orden de magmtud en todo punto (x,v, z) 1o con cia del balance de masa se obtiene la
siguiente ecuacion de continuidad de masa, [8]
*
,—p+d(,pu)+d d (4.1)
dt dx

V en direccién de los ejes x, v, z, respectivamente.

donde p representa la densidad de la sangre y u, v y w son las compone campo de velocidades

Dado que p es constante (4.1) puede simplificarse como: )

v.v=2%

Q.:
:-<
QL
N

5]
=
+
¥
+
E
Il
=
N
sl

ecuacion que caracteriza a los campos vectoriales con divergencia cero. dd\

esta dado por el jacobiano de la funcion % y describe la variacion de cada una de las compone

Por otro lado, la descripcion mecanica de un fluido hace uso del tensor gradiente de velocida qu
campo de velocidades con respecto al tiempo en cada una de las direcciones x, y, z. El tensor gra!lente

47




48 CAPITULO 4. SIMULACION DEL FLUJO SANGUINEO

de velocidad esta dado por:

Ju du du
A/ A (4.3)
ax; dx dy dz | ’

Jw dw ow

Ademas, éste tensor puede ser descompuesto en su parte simetrica y antisimétrica, de la siguiente forma:
s
vV =V -0y,

donde V;; es el tensor gradiéntéde deformacién y ();; es el tensor de spin (o de vorticidad) y tienen la
siguiente expresion: _ _
A du ‘9“;} 1 duy; Qu,}
"?'f=5(a—)c;+a—)c,. v =gl o )

respectivamente. Es evidente que Vjj es/simétrico y que (};; es antisimétrico. Se sabe ademds que si el
tensor gradiente de deformacion V!-J,- es 1dénticamente cero en un punto, entonces el movimiento en una
vecindad del punto es una rotacion de cuerpo rigido. Los detalles sobre los otros conceptos que inter-
vienen en la deduccion de la ecuacion de Navier-Stokes pueden consultarse en [8], en donde se asumen
varias caracteristicas de la sangre, entre ellas que ésta es un fluido Newtoniano, el cual tiene una visco-
sidad constante. Al asumir viscosidad/constante implica que se desprecian los cambios de temperatura
y también la no linealidad de la rela¢iénidel esfuerzo cortante con el gradiente de velocidad. La altima
simplificacion necesaria consiste en aswmir-que el fluido es isotropo, es decir, que las propiedades me-
canicas no dependen de la direccion, locual,permite simplificar la expresion que describe cada una de
las componentes del tensor de estrés.

La ecuacion de Navier-Stokes se deduce a partif dala segtidatley de Newton en un marco de referencia
inercial, tomando en cuenta la cantidad de movimiento de'cada particula y la traccion superficial en las
capas del fluido. En éste caso se ignoran las fuerzas.externas porlojque la ecuacion de Navier-Stokes que
describe el comportamiento de un fluido Newtoniano incompresible puede expresarse de la siguiente
forma: .

av 1 v

S-=-=Vp—(V V)V +-V?V, (4.4)

ot p p
donde v es el coeficiente de viscosidad' y el operador Laplaciano V? dado per

2 » P
T dx? dy?  a9z2’

Las componentes de la ecuacion de Navier-Stokes (4.4) estan dadas por

du 1dp du  du du u  *u  u
EZ pa}( (Ma‘Fva—y‘FWg)‘F'H(W—Fa}T‘Fy
v __19 (u‘_’—"w?—”wf’—”)w(‘f—”ﬁ—z”ﬁﬁ)

Jt p dv dx dy dz dx?  dy?  dz?

Jw _la_p_( dw  dw aw} {(azw J2w éﬂw}r

“ox Ty TV T 9 T e T o

(4.5)

FI pdz

! A menudo se le llama viscosidad dindmica para diferenciarla de la viscosidad cinematica.
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donde = v/p es la viscosidad cinematica.

Con el objetiyo de disminuir el nimero de parametros, se introduce el siguiente cambio de variables:

r_ X y ¥ , Z

X :E' v :E' z :E'

' u v , W

U == V==, w ==,

m Vm m (46}

» P ’ _:nf

=—, = s
P L

donde 'L_f’:,i es la velocidad ‘media en la region de la arteria a simular y L el didmetro de dicha arteria.
Con éste cambio de variables en'las componentes de la ecuacién de Navier-Stokes descritas en (4.5), se
obtiene su forma adimensional, laetal tiene la siguiente forma para la primera componente del campo
de velocidades V':

ot ox

u +v — +w — | + +
%! dy’ Jdz’

- - + = '
dx? 83}‘2 dz'?

du’ d_p'_ vdil N du’ ,au") i(éﬂu" Fu’ Fu’ 4.7)
Re ’

donde Re es el namero de Reynolds que se/introdujo en la seccion 2.1 del capitulo 2. Este nimero
representa la relacion entre las fuerzas inerciales y el esfuerzo cortante, por lo que se vuelve un gran
indicador entre la relacion de las propiedades difusivas y convectivas del flujo, lo cual se muestra en la
siguiente expresion:

V:,!Lp p172 Fuerza inercial

R = = 1 m ' .
¢ M p v,,/L_Esfuerzo cortante

Por comodidad, de ahora en adelante se usarn ty, v, z, up,a0 en lugar de t',x", v", 2", u’,v’, w’, respectiva-
. ) ) ) )

mente, en la expresion (4.7), asi como en las demas componentes del campo de velocidades. Por lo que

la forma adimensional de las componentes de lag ecmacionessde Navier-Stokes, dadas por

du d u_ du du 1 (% A Pu  du
E:—ﬁ— u§+v5+w2) _E(E%_Fy)
v dp dv  dv dv 1 {d%v Fa N
E:—a—y—(u5+va—y+w5)+ﬁ(y+w+y)
Bw__é)_p_( dw  dw dw l(dz—w+dz—w+d2—w
dx?  dy? Tdzxy’

(4.8)

Tt oz \"ax "ay "Vaz ) Re

Sin olvidar que éstas se encuentran ligadas a la condicion de incompresibilidad (4.2). Asi que la forma
compacta de (4.8) y (4.2) estan dadas por

av RN R
W_—Vp—(VV]V V'V e Qx0T (4.9)
V-¥=0 en Qx(0,T). (4.10)

El dominio () esta determinado por el interior de una seccion de una arteria coronaria, en este trabajo
se usa una region sin ramificaciones como la de la figura 2.9 del capitulo 2, con la libertad de tomar
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formas irregulares como se muestra en la figura 2.8, pero la metodologia es aplicable a geometrias con
ramificaciones.

Como se menhciond en la seccion 2.8, algunos componentes de la sangre pueden filtrarse por las paredes
arteriales, perpfdado que ésta cantidad es despreciable, el flujo neto por las paredes puede asumirse
nulo. Dada la\impesibilidad de determinar las propiedades del flujo que atraviesa el lumen arterial
en la entrada y'salida del lumen, éste sera estimado asumiendo que se presenta un perfil parabdlico
de velocidades como el de la figura 2.4 del capitulo 2. De esta forma se conocen todos los valores de
las funciones que destriben las componentes del campo de velocidades, por tanto las condiciones de
frontera son Dirichlet gn todo ¢Q.

Una de las principales difigultades que se presentan ara la solucién numérica de las ecuaciones transi-
torias de Navier-Stokes en las variables primitivas es que la ecuacion de continuidad (4.10) no contiene
una derivada en el tiempo. Con elfin de abordar este problema, la restriccion de conservacion de la
masa se consigue mediante el acoplamiento del término presion con la ecuacion de continuidad. Para
éste proposito, se introduce una velogidad intermedia V* entre dos pasos consecutivos del tiempo, para
desacoplar el término presion de la eeuagion de cantidad de movimiento (4.9). Esta clase de métodos se
conoce como métodos de paso fracciomario. En esta investigacion, el esquema de solucion usa el algo-
ritmo de Chorin (seccion 4.4) [11]. El metodo se basa en la correccion de la presion no incremental que
proporciona un método simple de discretizagion del tiempo utilizando el enfoque de paso fraccionario.
También se puede desarrollar otro esquema-deisolucion usando diferentes métodos de discretizacion
del tiempo. Usando este desarrollo, la‘ecuacién (4.9) se puede escribir como:

‘?lr+l_fﬂ 1
T:—vp"”—(ﬁ‘v)x'/%R—v?V (4.11)
e

1+l es el valor de

donde V" y V"L son los valores de la velocidad al tiempo 1, y t,,| respectivamente,y p
la presion al tiempo t,,,. La introduccion deltérmino’de velocidad intermedia Al permite desacoplar

(4.11) en las siguientes ecuaciones

‘?t—‘?” — — 1 x -3
— _—(V‘V)V+EV v, (4.12)
ffﬂr+1 _‘?x—
- = _yp™h 413
Al P ( )

mientras que la condicion de incompresibilidad (4.10) toma la forma
\RTAL (4.14)

La ecuacién (4.12) asocia la velocidad intermedia y la velocidad en el tiempeif)y, por lo que puede ob-
tenerse la velocidad intermedia a partir de ella, mientras que en (4.13) se'ebserva que el campo de
velocidades en el tiempo t,,, depende de la velocidad intermedia y del campo de presion también en
el tiempo fy.1, lo cual subraya la necesidad de encontrar una aproximacion del campo de presion en el
tiempo f,,. Este problema se resuelve de la siguiente forma: Primero se aplica el gperador V a ambos
lados de (4.13), con lo que se obtiene

V<17”+1 _V. L_}z-
At

Aplicando ahora la condicion de incompresibilidad (4.14), se obtiene la ecuacion de presion ‘dePoisson

dada por

— _VQP:HI )

V-V

VZ n+l —
P At

415)
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Al incorporar el término presion en la ecuacion de continuidad, la continuidad se satisface en el proceso
de solucion del problema de flujo transitorio.

4.2. Discretizacion espacial

El esquema de diferencia$ finitas para funciones de base radial (DF-FBR) se utiliza para aproximar las
derivadas espaciales que aparece en las ecuaciones (4.12), (4.13) y (4.15). El esquema DF-FBR es la
generalizacion del método dé diferencias finitas clasica sobre los nodos dispersos. La esencia de FBR
en el modo de diferencias finitas es que la derivada de cualquier variable dependiente en un punto se
puede expresar como una suma lifieal pesada de los mismos valores de la variable dependiente en los
nodos que rodean al punto en‘el dominio soporte. Usando el enfoque de diferencias finitas clasica, la
derivada de cualquier parametro #.en cualquier nodo, por ejemplo en x,, se puede expresar como

N
]]_.u(xl}:Zthll}}u{xj} (4.16)
j=1

donde N es el namero de nodos en eldominio soporte del nodo x;, u(x;) es el valor del parametro u en

el nodox;y Wi];} es el peso del operador diferencidl IL en el nodo x; para el nodo x. El nimero N en
general es variable para cada dominio de“gontrol; pero en éste trabajo se ha considerado constante, es
decir, que el radio de la bola que determina el dominiode ¢ontrol de cada nodo, se ha ajustado para que
la bola contenga exactamente N nodos, cofiose muestra en la figura 4.1.

O
G 9 o
STF N O
O //xN 2 \\
O ’xN—‘l. A 0“\ o
| ) X3
|‘\ . r"'l
o . 0
o) o ©
O o o O O

Figura 4.1: Dominio soporte o de control del punto x,.

La interpolacion estindar con FBR para un conjunto de N puntos distintos x; € RY, j = 1,2,L NN esta
dada por

N
u(x}Es(x}:ZA}-(}I’)(I\x—x}-||2}+ﬁ (4.17)

=1
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Tipos de FBR Expresion para ¢(r)
Multiquadricas )= Vi2 +¢2
Multicuadrica inversa %} = l/m
Cuadratica inversa d(r)=1/(r? +c?)
Gaussiana ¢(r)= gter

Tabla 4.1: Funciones de base radial (FBR) comunes.

donde ¢(|lx —xj-Hz) es la_funcion de base radial y )'j y B son los coeficientes de expansion. Algunas
funciones de base radial seqmuestran en la tabla 4.1.

La forma Lagrangiana de (4.17) se escribe como
N
Sk= ) xlllx—x;ll ulx;) (4.18)
=1
donde x(||x —xJ,-||2 ) satisface la condicion cardinal como

B osik=j

_}({ka—xj"g}:{ 0, sik+f k=1,2,...,N. (4.19)

Aplicando el operador diferencial IL a(4.18).en elnode x;, resulta que

Lau(x;) = Ls(x ) =

N
L (||xa=a;ll2)u(x;). (4.20)

=1

(L} .
Ahora usando (4.16) y (4.20), resulta que los pesos Wl:f para’DE-FBR estan dados por

W = Lx(lbey - ;1) (4.21)

g»tos pesos se pueden calcular al resolver el sistema lineal de ecuaciones\4]:

O] w L
BTy
donde QJ,-J,- :%xi —xill2), i,j=1,2,...,N, ¢ =1,2,...,N, IL¢p; representa ‘el #ectqr columna IL¢p; =
[ep([lx — 21 [I2), Lep(llx — x2ll5),. .., Lep(||x —xN||2}]T evaluado en x| y p es un parametroescalar que hace
cumplir la condicion

(L

Wl,j =

0. (4.23)

1

=1

Evaluando de (4.22) en cada nodo x| se obtienen los pesos W’% de todos los nodos e'feﬁominio
soporte para el operador diferencial particular IL. Los pesos correspondientes y la ubicacion delosnodos
en los dominios soporte se utilizan para aproximar la ecuacion diferencial completa en el nodg x;.
aproximacion por el esquema DF-FBR de las derivadas espaciales que aparecen en (4.12), (4.13) y
-15) se pueden obtener en cualquier nodo x;, utilizando valores de los pardmetros en los nodos que
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rodean a%; dentro de su dominio de influencia y sus correspondientes pesos DF-FBR dados en (4.16).
La aproximacion por el esquema DF-FBR de las derivadas espaciales que aparecen en (4.15) y (4.13) en
3-D en coerdenadas Cartesianas se pueden escribir como

N

Wt (¥y) (z=)\ we1 _ 1
Z( e Wi =g
i=

N

Z ;”+ZW5‘T’}};+ZWUW i=1,2,...,N. (424

j=1

'l = mef’;} pit, =12, N (4.25)

Loy —AEZW:‘?}p;rH, i=1,2,...,N. (4.26)

wi T ﬂtZWSi}p;’H, i=1,2,...,N. (4.27)
n#l n+1

Donde V = (u,v,w), u”“ = ulx;, ), VIS F v(x b ) Yy Wi = wix,, f,4 ) N es el nimero total de

nodos interiores y en la frontera en el dominio soporte del nodo x; y WE;-}, W:i,-}, Wf-lzj-}, Wfi-x], W:J}”
y WEZJZ} son los pesos de DF-FBR gtie'correspondemyal operador diferencial d/dx, d/dy, 8/dz, 9*/9x?,

32/3y9 y /022, respectivamente. Estos pesos se obtienen resolviendo el sistema (4.22) para el operador
correspondiente aplicado a las funciongs\base.

4.3. Discretizacion temporal

Se utilizaran esquemas de discretizacion implicita y'explicita para.aproximar las derivadas que aparecen
en (4.12).

4.3.1. Esquema explicito

La discretizacion con el esquema explicito de Euler de las derivadas que aparecen en (4.12) se puede
escribir como ..

ViVt — — 1 —

— = (V" V)V V2V, 4.28

At (V*9) V" 2 (4.28)

Al final de cada paso del tiempo, la condicion de continuidad se satisface por la ecuacion de Poisson
(4.15) con el término Bfente no nulo. Sin embargo, el campo de velocidad intermedia no'piede satisfacer
la continuidad, [11]. La aproximacién por el esquema DF-FBR de las derivadas espaciales de (4.28) en
3-D en coordenadas Cartesianas resultan ser para cadai=1,2,...,N:

_ N N N N
U I () _ B _pn (@0, LN (e (vv) (z2)\ n
= E W UI.E Wl -w § W+ = E (WI.J. W W )u}-. (4.29)

j=1 j=1 j=1 j=1
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N

S— (x) n _ - ¥ on_ wl (2} n i (arlxx) (37} (ZZ}) n

P ZW*J vj ZWU‘ vj ZWU Uit Re E(Wi.j W W v (4.30)
J‘:

—u! Zw Zw‘” —w! Zw‘z‘ Z(w""”+w‘”}+w‘”})w;. (4.31)

Las componentes de la velocidad intermedia se pueden determinar de los valores de la iteracion previa
usando (4.29), (4.30)y"(4.31). Entonces los valores de la presién p”“ se pueden calcular resolviendo
la ecuacion de Poisson”(4:24) usando los valores de la velocidad intermedia. Ahora los valores de la
velocidad para la siguiente iteracion se pueden calcular usando (4.25), (4.26) y (4.27).

Aunque los métodos explicitos sen conocidos por ser computacionalmente eficientes y consumen poca
memoria, los requerimientosipara la estabilidad estricta formuladas por las condiciones CFL:

Ax
At<C ,

Vmax

donde At es el paso del tiempo, Ax es"elspaso espacial, C es constante y vp,,, es la velocidad maxima
de las particulas; limitan severamente su aplicacion. Mas aun, el esquema explicito de Euler solamente
tiene exactitud de primer orden. Por lo tante; la exactitud de la solucion se ve comprometida, especial-
mente en regiones de altos gradientes, a menoes que se introduzca una densidad nodal muy alta. Pero
una densidad nodal muy alta requiefe tamanos de paso del tiempo muy pequefios para satisfacer el
criterio CFL, lo cual hace lento el progesode calculo/(aumento del coste computacional).

4.3.2. Esquema implicito

El enfoque siguiente se utiliza para conseguir exactitud desegundo orden en el esquema implicito en el
tiempo para la ecuacion de cantidad de movimiento/(4.12):

1. Elesquema explicito de segundo orden de Adams-Bashforth setisa para el término convectivo que
aparece en (4.12). y

2. El esquema implicito de segundo orden de Crank-Nicolson se wSa para el término viscoso que
aparece también en (4.12).

Ambos esquemas tienen exactitud de segundo orden lo cual ayuda a reducirtel error de discretizacion
del tiempo de la ecuacion en conjunto. Aunque el esquema de Adams-Bashforth es explicito en el tiempo
y es de alguna manera afectada por la condicion de estabilidad CFL; las restricciones son mas relajadas
que para el esquema explicito de Euler. Mas atn, las restricciones de estabilidad para la viscosidad
numérica son eliminadas debido al tratamiento implicito del término viscoso. Por lotanto, es posible
elegir tamanos de paso del tiempo grandes que permitan aumentar la rapidez del proeésoide calculo
(disminucion del coste computacional). Las formas discretizadas de los términos convective y viscoso
son:

(‘_}lr‘ v) ‘?lr — % [3(‘71r . V) ‘?li _(f}lr—l . v)ffﬂr—l]_ 14.32)
. _,
EVQV 5% [v2 "LV ]] 33)
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Entonces¥4.12) se puede expresar como

?x—iﬁlr

= [V (P ) P | [V (V4 )] (4.34)

Las aproximagiones por DF-FBR en 3-D de las derivadas espaciales que aparecen en (4.34), resultan ser

N
LA (o (xx) (vy) (zz)\ -«
ui A ; (Wi +wi e wi )uj.

=i+ At

N
1 ) n er ) n (2)
—5 3[ E W!ju1+v W!juj+w W!j i

j=1 j=1
N
_[M;i—l Z’WEJ; J:_r—l 7 IZWE}J,} ;i 1 W' 1 ZWEZJ} ;r 1]

N
1 ' " ,
— E (WS?}+WS.JI}P}+WE-3Z})LJ}* , i=1,2,...,N.

(4.35)

N
vi- ey (Wi Wl w‘.z_Z}) v

N N N
1
-3 3[u! ZW‘?U}’ 4y ZWS‘?U}’ +w WS.IZJ.}U;.*]

7=1 j=1 j=1

N
_[u:_r—l ZWS'?:'}U; 1 G-t ZW?;} J:-1—.1 wh IZWU ;r 1]

(4.36)

At
w%__Z(wfj”er‘”‘ +w‘“’) w)

_w " A== ”ZW‘X} n ”ZW‘P}W +w:rzwfz} ]
N N N
_ i'J:_r—l ZWS;}W;T_I +v:_r—1 ngl}}}w}r—l + w:_r—l wa_lzj}w;_r—l

=1 j=1 j=1

(4.37)

2Re £ &

N
ey ,
5z ) (w‘.""+w‘”}+w‘“‘) ’f}, i=1,2,...,N.
1

Notese que (4.35) se puede escribir en forma concisa como

Au® =Bu"+ Cy"! (4.38)
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donde
t
1- TVisc;J— sioi=j]
M) At
—7\?15:;.}- si i#=j.

At
1+ 7(—3conv:-rlj +visc,-lj-) si

Il
—

At .
?(—SCDnv:{j +visc!-lj-) si Q=]

Cij= % (conv:.rlj_.l).

conv = u' W' oW e
L i L] 1 L 1 L]

=1 _  n—1ygrix n—1gar'¥) -1 a7 (2}
conv‘-,f =u; W;.j + v Wa'.j +w] Wa'.j'
. 1 (xx) (vy) (z2)
visc; = E(WU + Wa‘.j + W!.J. )
u™=(u], u’z’,...,u;\,}T.

Ecuaciones matriciales similares se formulan para v* y w”, dadas por
Av = Bv" + Co"! (4.39)

y
Aw' = Bu" +.Cuw'" !, (4.40)

respect ivamente.

Por lo tanto, las componentes de la velocidaddntermedia sejcalculan resolviendo las ecuaciones matri-
ciales (4.38), (4.39) y (4.40). Subsecuentemente; las ecuaciones(4.24), (4.25), (4.26) y (4.27) se usan para
calcular los valores de la presion y de la velocidadspara la siguiente iteracion. Este proceso requiere de la
solucion simultanea de las ecuaciones matricialesde cual resulfa Computacionalmente caro. Sin embar-
go, debido a las caracteristicas locales del esquemaDF-FBR, lassmatrices de coeficientes que se generan
son de tipo sparce, por lo que el proceso de solucion es rapido y requiere de poca memoria. Los pasos de
tiempo grandes permitidos por el tratamiento implicito hacen que laconvergencia sea mas rapida para
un namero fijo de iteraciones en problemas de estado estacionario. Perla tanto, se mejora la eficiencia
computacional global para el esquema DF-FBR implicito.

4.4. Algoritmo de Chorin

Después de representar el dominio con nimero finito de particulas (o nodos) y la aplicacion de las
condiciones iniciales, se utiliza el siguiente procedimiento numfico:

1. Calcular valores de las componentes de la velocidad intermedia Ve = (u*,v*, w*) en éadamodo en
el tiempo t,. Con la aproximacion del esquema explicito de Euler, se usan las ecuaciones.(4.29),
(4.30)y (4.31); y con la aproximacion del esquema implicito, se resuelven los sistemas (4.38), (4.39)
y (4.40) en cada nodo para obtener V*. Las condiciones de contorno para la velocidad intermedia
se eligen como las velocidades nodales en la siguiente iteracion del tiempo sobre la frontera.
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2."Resblver la ecuacién de Poisson (4.24) usando valores conocidos de la velocidad intermedia V* en
el tiempo f,,, para calcular valores de la presién p"*! en cada nodo. Los valores de la presién en la
frontéra, se obtienen usando la ecuacion

1
it VPLHI — E I| 17’; _ {7:r+1 ”b

donde # es el wector unitario en la direccidn normal exterior a la frontera de Q) y el subindice b
representa los.valofes en la frontera.

3. Actualizar las compenentes de la velocidad V = (u,v,w) en el paso del tiempo t,,,, usando las
ecuaciones (4.25),(4:26) y (4.27).

4. Monitorear la convergénciasdel algoritmo mediante los valores de
Hﬂr’lrﬂ _ ‘?”H
2

Se repite el proceso (Pasos 1-3)hasfa que se alcance la convergencia deseada.

Como el esquema DF-FBR genera una matriz sparce, para resolver los sistemas (4.24), (4.38), (4.39) y
(4.40), se aplica el método Residual Minimo Generalizado (GMRES por sus siglas en inglés) con des-
composicion LU incompleta para el precondicionamiento.

4.5. Ecuacion de Poisson

En esta seccion se presenta un método de solucion del problema de Poisson (4.15) el cual por simplicidad
se escribira como:

Vzp Fla)s x € QCRY

plx) = glx), xedQ.

(4.41)

El método consiste en asumir que la funcién p es una combinacion lineal de funciones multicuadricas

¢, es decir, es de la forma
N

p{x}=i_ajrp<|\x—le|z>. (4.42)
1=

donde x € R? y N es el namero total de nodos en el dominio Q.

g supone que la colocacion de los nodos han sido arreglados de tal manera que 16s primeros N; puntos
estan en Q) y los Gltimos Ny puntos estan en J(. Si se coloca en el centro de datos{las condiciones de
colocacion de (4.41) son

N 34
fi=flx) = ZAjvzf;;mx,- ~xjll,), i=1,2,...N,
= 4.43)

N
g =g(x;) = Z).jﬂﬂx,- ~xjlb)  i=N;+LN;+2,...N.
j=1
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Las ecuaciones en (4.43) determinan un sistema de N ecuaciones lineales con N incognitas )‘}" dado por

Ad=f, (4.44)

donde A = (A}, A%, .., Ay)T yf=ff --fNJ N+ ENp+20 o0 EN :'T:Aaj = szP‘:”xrxj”z} parai=1,2,...,Nj,

A!.j-

ZIP("xg—le[g)paraf:N;+],N;+2,...,N yj=12....,N en ambos casos.

La matriz de coefigientes.del sistema (4.44) es generalmente no simétrica y llena. Se sabe que este sistema
de ecuaciones es mal«€ondicionada atun para N moderado. Este mal condicionamiento empeora con N

nde o con RBF plana (p6r ejemplo, las multicuadricas con parrhetro de forma ¢ grandes). Aunque

algunas combinaciones muytraras de las disposiciones de los centros de datos y ¢ pueden producir una
matriz $lgular, la singularidad puede eliminarse al perturbar el valor de ¢ o los centros de datos; en el

caso de una matriz singular/el précondicionamiento es un esfuerzo inatil, [2].

Método de precondicionamignté' mediante aproximacion de funciones cardinales. Dado el conjunto

de

centros X = {x1,X2,...,xn}, una funcion cardinal para problemas de aproximacion asociada con el

centro x; es de la forma

N
$(1= D @ipll-—=x;l), (4.45)
=1

donde p;(x;) =1y th;(x;) =0 paraj = 1, 2,.., N, j = i. En este caso, la matriz W con elementos w;; seria
la inversa de la matriz de interpolaeion RFB sobre gl.conjunto de datos X.

Ji

Un precondicionador W se calcula de talffarma que el'sistema

WAL= Wf,

sea mas facil de resolver en términos de iteraciones GMRES gue el sistema (4.44).

fBa ¢ << N y sea &; = {s;(1),5;(2),---,5;(c)} un subconjunto de’los indices {1,2,..., N} asociados con el
centro x;. Suponga que la expresion (4.45) esta formado por uIW’ItO relativamente pequefio de FBR

en

lugar de todo el conjunto X dando una funcién de base cardinal’aproximada (FBCA). Entonces, se

asegura que

i

i) =) wid(ll- —xjll2) =Ew,-,s,mrp<n =il (4.46)
=]

JjeSi

que satisfatje la condicion cardinal: i(x;) =1y lxb,-(xj-) =0parai zjeS. [m:os elementos wij son
ceros para j € S;.

En términos generales, el conjunto de indice S; se debe elegir de los centros localés y de algunos puntos
especiales tanto para el problema de interpolacion como para el problema FBR paraERP. La eleccion de
S; como conjunto de indices correspondientes a puntos locales unicamente, producefestltados pobres
lejos de x;. Sin embargo, al anadir un conjunto ampliamente dispersa de puntos espetiales dentro del

dominio contrarresta el crecimiento de la FBCA.

Puesto que en cada fila del precondicionador W tiene unicamente ¢ entradas diferentes de\!p{.stos
se calculan resolviendo el sistema de ecuaciones lineales

B;fw! =e;
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donde ¢; representa el i-ésimo vector de la base estandar de longitud o y

Asinsn Assi2) 0 Asiisito)
B, Asr’fz.)-f"'“} As,-:z.}.s,-(zl As,-tzl).s.:a} CR7, i=1,2,..N.
Asitorsi1) Asodsi2) 0 Asilolsito)

Entonce la i-ésima fila deW esta dada por

wa, sij=s(k)parak=1,...,c
WU,I{ ik ] I( )P

0, para otro caso.

Asi que el calculo necesario para éngentrar el precondicionador W mediante la aproximacion de una
funcién cardinal basada en la soluciond6cal del problema de interpolacién consiste en la solucién de N
sistemas lineales de tamano o x o.

4.6. Resultados del precondicionamiento

En esta seccion se aplica el método de precondicionamiento propuesto en la seccion 4.5 a la solucion de
la siguiente ecuacién bidimensional de P4i§s6n definidd en el cuadrado unitario Q = [0,1] x [0,1] € R%.

VEP = ?lT; (cos( )cos 7m() 3ﬂ3’) 52}'))
+15.‘;Tz (COS(3?) ( ) ) P )) (4.47)
—7?14:2 (sen(%)sen(T) (—})sen(:—y)), (x,v) €int(Q2)

con solucion exacta glda por

plx,v) zsen(%)sen(%)sen(?%y)sen 5%:3))' (%) Q). (4.48)

la cual determina los valores en d(, [2]. La grafica de la funcion p(x,v) puede apreciarse en la figura
4.2. La ap@imacion del la solucion de la ecuacion de Poisson (4.47) se realizd usandovfunciones multi-
cuadricas con un parametro de forma constante c = 1/4/N con una malla uniforme de N = nxnnodos y
un numero variable de nodos en la localidad. En la figura 4.3 se muestra la distribucién de puntos que
se usaron y que fueron generados con Ax = Ay = 0.04. Los nodos llenos representan J6s nodos en dos
capas de la frontera con el fin de disminuir el error de interpolacién (Shu et al. 2003 [14]) ¥, los nodos
restantes corresponden a los del interior del dominio. El conjunto de nodos especiales consta de 9 no-
dos pertenecientes a la distribucién X que se encuentran respectivamente mas cercanos a lps 9'puntos
representados en la figura 4.4, éste conjunto de puntos se encuentra en el cuadrado unitario yestddado

L e BOEICHE I e b )
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Figura

Figura 4.3: Distribucion de nodos.

o

Ei ventaja de tomar el conjunto de puntos especiales dentro de la dist on de nodos X consiste
en que no hay que realizar ningin procedimiento extra para asegurarse distribucion de nodos
no presenta singularidades al tener nodos repetidos o muy cercanos. o enciono en la seccion
anterior, la matriz W es una aproximacion de la inversa de la matriz A. En caso % todos los nodos
del dominio, la matriz W seria la inversa de la matriz A, y en caso de usar un nimero N de nodos
en el dominio local de soporte se obtienen los resultad ue se muestran en la 4.2, en donde
se uso Ax = Ay = 0.04 obteniendo en tot@lde 676 nodos. Con el objetivo de realiza omparacion
justa entre los dos métodos, se aumento Ia cantidad de nodos en el esquema local, p pensar la
introduccion de los nodos especiales, de tal forma que en ambos casos se use la misw&tidad de
nodos. Debido a ésto, se comparan los resultados de 338 + 9 nodos para el esquema loca {(SNOS 338
nodos del caso en que se agregaron los nodos especiales. (\

1
La comparacion entre los dos métodos se realizé midiendo el error maximo y la norma infinita de @
en la aproximacion de la funcién p y en la aproximacién de la inversa de A. En éste caso se uso también
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Puntos especiales
1 .

1) 02 04 06 og

Figura 4.4: Puntos del cuadrado unitario ge’ determinan los puntos especiales que se usaron para la aproximacion de la
solucion de la ecuacion de Poisson (4.47).

Ax = Ay = 0.04, obteniendo un total dé 676 nodos, de los cuales 192 corresponden a la frontera y 484
al interior de (). La exactitud de la aproximacion de lajinversa de A se midio con la norma infinita de
la diferencia entre el producto WA y la“identidad, estaailtima se representa graficamente en la figura
4.5. Las FBR tienen la caracteristica de mostrar mayor grror-en las fronteras del dominio, esto puede
apreciarse claramente en las figuras 4.6 y 4.7, emsdonde 'sesepresenta el producto WA. Debido al reor-
denamiento efectuado para llegar a la expresion (4.43), lo§ nodos de la frontera se encuentran en los
primeras 192 posiciones, por lo que es ahi donde se encuentra unymayor error.

1.2

o8
P v
04.- )
O I S
g
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BOD e

B00 e
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o P 400
200 000
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o e
= ROO

Figura 4.5: Representacidn del producto A='A =T mediante f(x,y)=1si x=y y f(x,p) = 0si x= y para todo (x, ppelld.
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Resultados sin el uso de nodos especiales
o Error maximo Norma infinito Error maximo Norma infinito
en p(x,y) del error en p(x,y) en WA=1] del erroren WA =1
11+9 23.3848 464.623 28.2346 9717.2769
2149 13.0218 232.7837 14.7167 5052.0738
4249 31.1265 534.2917 8.6946 2871.1069
8549 2.2943 28.054 3.444 1144.2926
169+9 0.35298 8.7757 3.5568 1019.1005
338+9 0.15318 2.9416 0.73977 136.5936
Resultados usando nodos especiales
& Errormaximo Norma infinito Error maximo Norma infinito
emp(k v) del error en p(x,y) en WA =1 del error en WA =1
11 10989 15.1393 1.0025 26.9047
21 0.68549 11.1742 1.0043 22,5077
42 0.71044 12.8755 1.0023 24.7823
85 0.68701 11.9701 0.99712 30.7147
169 0.69661 10.3189 0.99884 33.2237
338 0.48135 7.6783 0.99355 22,9372

Tabla 4.2: Comparaciin entre los resultadosobtewidos con la introduccidn de nodos especiales en el precondicionamiento.

4.7. Simulacion del flajo-en lasatterias coronarias

Hasta este punto, éste capitulo ha tratado.sobre la constrticcion de un algoritmo que permita aproximar
la solucion de la ecuacién de Navier-Stokes en un dominietridimensional, con el objetivo de describir el
comportamiento del flujo sanguineo en las inmediaciones.del endotelio de las arterias coronarias, el cual
se representa mediante la superficie construida en-la seccién 316 del capitulo 3. El ingrediente faltante
para realizar la simulacion consiste en la distribucion de nodes,cuasi-aleatorios que se usardn como
discretizacion espacial. La distribucién de los nodos,que se utilizaron tiene las siguientes caracteristicas:

= Se usaron dos capas de nodos en la frontera exterior, de formadnaloga a la presentada en la figura

4.3, ésto ayuda a disminuir el alto grad error en las fronteras, caracteristico de las funciones
de base radial, pues el error disminuye en la medida que se aumenta.el nimero de capas en la
frontera ([6] y [14]). Se dejo unicamente dos capas para disminuir ellnamero total de nodos.

Se usaron dos capas mas de nodos, analogas a las del inciso anterior, ‘pero éstas deben de estar
en la region que corresponde al flujo sanguineo, en un entorno de la superfici€ ‘que representa el
endotelio, ésto sirve para aproximar el esfuerzo cortante. Este tema se explicara con mayor detalle
en la seccion 4.8. En la figura 4.8 puede apreciarse las tres capas de nodos en ¢Uestion?.
Los nodos cuasi-aleatorios del interior consisten en el subconjunto de puntos de.Halton que se
encu an en el interior del dominio determinado por la superficie descrita en la seccion 3.6,
como resultado de la interpolacion de datos tomograficos. En la figura 4.9 se muestra,un gjemplo
de un conjunto de nodos aleatorios en el interior del dominio.

2La segunda capa exterior de nodos en la frontera no se muestra para no comprometer la claridad de la representacion
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(a) o =338

o

)

(d)o=42 (e) o =21 (f)o=11

Figura 4.6: Resultados de la aproximacion de la inversa de la matriz A mediante la grifica del producto WA el cual se
espera que se asemeje a la matriz identidad.

El conjunto de nodos especiales estd determinado por el conjunto de nodos que se encuentren respecti-
vamente mas cercanos al siguiente conjunto de 27 puntos, la distribucion espacial de éstos puntos en el
cubo unitario puede observarse en la figura 4.10. A continuacin se muestran el conjunto de puntos que

determinan el conjunto de nodos especiales.

o = ({0} 39) 1)) pa3 00 2) .

(1 1 (31 (33 141 31y41 13,7313
(131 (501)05) (3 33) (3 z z) (priklezdleizag)
'333)'133)]1])13]) )1]3)311)]11)'11])}
(4'4'4'(4'4'4'(2'4'2 2°4°2 22 224 422 (422'(2'2'2
La simulacion del flujo sanguineo se realizo usando un nimero de Reynolds Re = 360, el cual se calculo

usando la definicion 2.1 dada en la seccion 2.1 del capitulo 2, en donde también se presento el diametro

de las arterias y la velocidad media, que toman respectivamente los vags deL=04cm=4%x10"m
y V,, =45cm/s =
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Figura 4.7: Grdfica del error en la aproXimacicnde la funcion p(x,y) usando diferentes niimeros de nodos.

que los valores de z pueden variar dependiendo de la longitud de la region de la arteria en donde se
realizara la simulacion. De la misma forma,un.segund0 en tiempo real equivale a 112.5 unidades de
tiempo en la simulacion. Como se puede observar en la figura, 2.2 del capitulo 2, la presion a lo largo
de las arterias en un ciclo cardiaco oscila entre valores de 75mmHg y 120 mmHg. Dado que 1 mmHg
= 133.3224 Pa, la presion oscila entre 9990.18 Pa y 15998.69 Pa. Al aplicar la adimensionalizacion
propuesta en (4.6) se tiene que la presion en la simulacion oscila“entre valores de 49.38 y 79.06 sin
unidades, que por simplicidad se asumira que éstos valores son.€quivalentes a un minimo de 50 y
maximo de 80.

Las condiciones de frontera para la velocidad en el lumen tratan de asemejarse al perfil parabdlico de
velocidades mostrado en la figura 2.4 del capitulo 2. Esto implica que lafvelocidad depende de la dis-
tancia a la que se encuentre un nodo a la superficie endotelial, siendo maximaen el punto mas alejado
y ceroen los nodos en el endotelio, variando en forma de parabola en los puntossentre ellos. Si se asume
que el perfil de velocidades es parabolico, la velocidad maxima en la arteria es V ux.=2. Los métodos de
segundo orden presentados en la seccién 4.3 usan la informacién del campo de velocidades en dos pa-
sos de tiempo consecutivos, para estimar el campo de velocidades intermedias en unferger momento, el
problema es que no se cuenta con datos del campo de velocidades para ningtin tiemp®, este problema se
afrontd usando una velocidad nula para las componentes en direccion de los ejes x y y'pero.igual a tres
cuartas partes de la velocidad media en la componente en z para todos los puntos en el interior, mien-
tras que se ha asumido igual a cero en las fronteras que tienen contacto con las paredes endotéliales. Se
espera que después de varias iteraciones, los efectos de éstas condiciones artificiales sean despreeiables
y el comportamiento del flujo se asemeje al descrito por un fluido Newtoniano en el dominio! Por otro
lado, el flujo sanguineo en las arterias coronarias es pulsatil, por lo que se experimentan ondas dé com-
presion que viajan a lo largo de las arterias, ésto implica que las condiciones de frontera necesarias para
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Diferentes capas de nodos

Figura 4.8: Tres diferentes capas de nodos, la destodos rojos sin rellenar representa la superficie del endotelio arterial,
mientras que las dos de puntos rellenos representan nodos en el interior del dominio.

resolver el problema de Poisson (4.41)son variables.’Y dado que no se cuenta con ninguna informacién
sobre las condiciones especificas de la"presion en/a frontera endotelial, éste hecho no sera tomado en
cuenta, es decir que se asumira que el flujo es constante. A pesar de haber supuesto que el flujo en la
simulacion no es pulsatil, ain se cuenta con el problemasde determinar las condiciones de frontera para
el problema de Poisson (4.41), pues se espera gue la presién-sobre el endotelio dependa del comporta-
miento del campo de velocidades en sus inmedfaciones,es’decir que cuando el flujo sanguineo choca
con la superficie de las arterias, aumente la presion.que ésta experimenta. Dado que las condiciones de
frontera para el problema de Poisson siguen siefido/variables, sestomaran el valor de frontera del paso
anterior como condicion de frontera para el siguiente paso. La\primera aproximacion para el campo de
presion se realizé resolviendo el sistema determinado por (4.15)"usando Gnicamente la discretizacion
del operador diferencial v? y los valores de la velocidad intermedia Vcalculados a partir de las condi-
ciones artificiales para los primeros dos tiempos. Note que no se utilizaron condiciones de frontera para
realizar ésta primera aproximacion.

Debido que el rango de valores que se obtuvieron para la presion, no coinciden necesariamente con los
esperados para las arterias coronarias, es necesario aplicar la siguiente normalizacion a los resultados
que se obtuvieron para la presion. Esta normalizacion se calculé de la siguiente forma:

P= (pﬂ_pmin}m"' Pminr
Pmax ~ Pmin
donde py es el vector con los valores de la presion obtenidos para cada nodo, pmin ¥ Pmax.son los valores
minimo y maximo de la presién en py, respectivamente; mientras que P ;, ¥ P, son re§pectivamente
los valores minimo y maximo deseados en la presion P, donde P es el vector de valores ajustados para
la presion. Los valores extremos para las condiciones de frontera para la presion se eligieronscomo
Prin =70 ¥ pmax = 80. El valor maximo fue seleccionado en base al valor maximo de la presion arterial
discutido anteriormente. Por otro lado, el valor minimo fue elegido arbitrariamente, debido a que no
se cuenta con informacion especifica. En la figura 4.11 se muestra una representacion del valor de'cada
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Distribucion de nodos aleatorios

Figura 4.9: Distribucion de nodos cuasialeatoriastdleterminados por la distribucidn de puntos de Halton en el dominio
determinado por las arterias coronarias.

componente de la velocidad y del campe dé presion”pard cada nodo en una seccién transversal de la
arteria. Esta seccion transversal estd determinada por los,ngdos que tienen coordenadas espaciales con
v > 0.5. Note que se muestran nodos ordenados.en las fronteras y las dos capas exteriores de la regién
interna, mientras que los demas nodos estan distribuidos cuasizaleatoriamente. En la misma figura 4.11
C) correspondiente a la velocidad en el eje z, puede notarse queé se han impuesto condiciones de frontera
con un perfil parabélico para el campo de velocidades en direcgion vertical. Esto justifica la baja presion
en la region superior, asi como también la alta presion en la region inferior del dominio que se observa
en la figura correspondiente al campo de presion. Es de esperarse también, que el aumento del flujo en
la region central de la arteria; impuesta por las condiciones de fromtera, fuerce a la sangre a moverse
en una direccion diferente para compensar el volumen desplazado, €§ ésto lo que puede observarse en
la figura 4.11 correspondiente a la velocidad en el eje x, en donde el color. rojo indica que el flujo se
mueve hacia la derecha (velocidad positiva) mientras que el color azul indica gae el flujo se mueve hacia
la izquierda (velocidad negativa). Este fendomeno también se presenta en la‘comiponente de la velocidad
en direccion del eje v, pero debido a que solo se muestra una seccion transversal, ésto es mas dificil de
apreciar.

Después de dos iteraciones mas, ya es posible observar el comportamiento esperado paraun flujo viscoso
al que se le han impuesto las condiciones descritas anteriormente. Pues al forzar un_e¢ampo con una
mayor velocidad en el lumen superior e inferior de la arteria, se espera que aumente\la/presion en el
lumen inferior y que disminuya en el lumen superior, ésto se muestra en la figura 4.12. Este aumento y
disminucion de la presion crece sin limites, por lo que es necesario forzar las condiciones de la\presion
para que se mantengan en el rango esperado para las arterias coronarias. Los resultados obtenides con
ésta restriccion muestran un comportamiento muy cercano al esperado, es decir que es posible'observar
un perfil de velocidades parabélico en la componente vertical. Estos resultados se encuentrari en)la
figura 4.13, en donde se representan los campos de velocidades y de presion obtenidos después de 2000
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Figura 4.11: Resultados de la presion v de componentes de la velocidad en nades que se encuentran en el dominio
determinado por una seccidn transversal de la arteria coronaria en el primer pas e!;’empa de simulacidn.

iteraciones, que corresponden al tiempo 0.4 en el sistema adimensionaliz

\Y

4.8. Esfuerzo cortante sobre el endotelio )

soportado por el endotelio; es uno de los principales desencadenantes de las enfermedad diovascu-

lares, ésto subraya la importancia de la estimacion del esfuerzo soportado por el endotelio

coronarias, para poder de ésta forma, detectar las zonas susceptibles a desarrollar ECV, con C(ilk?‘(ivo
ad

Como se menciono en la seccion 2.10 del capitulo 2, muchos expertos afirman que el é o cortante

%rterias
de tomar medidas preventivas que @ rmitan disminuir la incidencia de las patologias menci en
la seccion 2.8 del mismo capitulo 2. El esfuerzo cortante es proporcional al gradiente de velocida@la
viscosidad de la sangre, [12]. En éste trabajo se aproximo el gradiente de velocidad mediante el ca gulo
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Figura 4.12: Resultados de la presion @am onentes de la velocidad en los nodos que se encuentran en el dominio
determinado por una seccidn transversal e teria coronaria, en el tercer paso del tiempo de simulacidn.

/\

de la variacion de la magnitud del camp oc1dades en los nodos cercanos a la superficie endote-
lial. Este campo de velocidades corres nd 1empo 0.4 de la simulacion, el cual fue presentado enla
seccion anterior. La magnitud del idad e nodo estd dada por V = Vu? + v2 + w2, ésta es una
funcion escalar definida para cada nod®. Ahora es/necesario estimar la tasa de variacion de la funcion
V en la superficie del endotelio, para l ulen‘te esquema de diferencias hacia adelante:

V"(}Ig) — %V(hl (h[]) +‘D(h2)
donde h es el nodo en el endotelio, h; y h2 odos ?51«:101’1 perpendicular a la superficie del
endotelio, dado que V(hp) = 0 por la condicion d desli se tiene la siguiente simplificacion:

V(hg} + 4VU’I1 +O

V/(hy) = =2 = (

Si se asume que la viscosidad es constante®, el esfuerzo estaria det erm@: unicamente por el gradiente
de velocidad, el cual ha sido representado en la figura 4.14, en dondé se muestran cuatro caras de la

arteria, coloreado de rojo las regiones que soportan un mayor esfuerzo. E io que en las imagenes
de la figura 4.14 se ha realizado una rotacion de 45° de cada figura co cto a la anterior, ésto
permite observar el esfuerzo soportado por toda la superficie interior de la ia. Se esperaba que el

esfuerzo fuera mayor en las regiones que son mas irregulares, pero la simulacié?es‘tra que es aun
mayor en donde la arteria se hace angosta luego de haber sido muy ancha, lo«€ual se observa en la
primera grafica de la figura 4.14. En importante resaltar que el esfuerzo es mayor er&onas en donde

la arteria se hace mas angosta.

S

‘©

*

4La viscosidad no es constante para la sangre, debido a ésto se dice que la sangre no es un fluido Newtoniano.
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nclusiones y trabajos futuros

El objetivo fundamental de ésta tesis es el desarrollo de una simulacion tan realista como sea posible
de los fenomenps ' relacionados con la aparicion de las enfermedades cardiovasculares, en particular,
de la aparicion de 14 estenosis y la aterosclerosis. En éste capitulo final se presenta un resumen de los
trabajos realizados"en.el desarrollo de ésta tesis, posteriormente se discuten las conclusiones obtenidas
en el desarrollo de éstetrabajo, para finalizar con algunas propuestas de futuras lineas de investigacion.

5.1. Resumen del trabajo realizado

La primera parte de ésta tesis estd dedicada a resaltar el impacto social de las enfermedades cardio-
vasculares, con el objetivo de subrayarfa importancia de atacar el problema de la aparicion de éstas
enfermedades y mas aun destacar la importancia del tratamiento preventivo. Se menciond ademas, la
influencia de las ECV en varios sectores de.la poblacion, asi como su impacto econémico actual y su
impacto esperado en las siguientes déeadas. Teniendo en cuanta la importancia del estudio en cuestion,
se procedio a un estudio pormenorizadeydel sistemia circulatorio y particularmente de los fenomenos
relacionados con la aparicién y desarzello de las ECV_que cobran la mayor cantidad de vidas, es decir,
de las que afectan a las arterias coronanas. Por otro lado, el estudio del sistema circulatorio permite
tener una idea de qué tan cerca se encuentra la simulacion de describir la realidad, ademas de que sub-
ray6 la necesidad de contar con mediciones precisas de algunos fendmenos como los patrones de flujo,
parametros de comportamiento celular, entré otzos. Durante el estudio del sistema circulatorio se hizo
hincapié en los fenomenos relacionados con la simulaciongcomo el determinar las condiciones en las
que el flujo sanguineo puede describirse mediante un fluidoMNewtoniano y determinar la relacién entre
el esfuerzo cortante y la aparicion de las ECV, aso€iando asi la/interaccion entre el flujo sanguineo y las
arterias con las patologias del sistema circulatorio.

La tercera parte de ésta tesis esta dedicada a la modelacién computacional, por lo que se trsftaron temas
relacionados con el uso de métodos sin mallas mediante el uso funciones de base radial. Esto permite
asegurar la existencia de la solucién del problema de interpolacién de datos tridimensionales, lo cual
dio lugar al desarrollo del software que realiza la construccion del dominio en‘que se realiza la simula-
cion. Esto se logro al interpolar los datos tomograficos artificiales que describemlas arterias coronarias.
Finalmente se procedio a la simulacién del flujo sanguineo, iniciando con la, deéscripcién mecanica de
un fluido Newtoniano lo cual desemboca en la formulacion de la ecuacion de NaviersStokes, la cual se
resolvio usando el algoritmo de Chorin mejorado con el uso de esquemas de segundo orden para apro-
xirp' el campo de velocidad intermedia. La aproximacién de los operadores diferenciales y la solucion
de Ia ecuacion de Poisson que se encuentran implicitas en el algoritmo de Chorin anieritaron el uso de
esquemas locales de interpolacion. Esto para poder disminuir el nimero de operaciones necesarias para
resolver la ecuacion de Navier-Stokes, asi como para disminuir el mal condicionamiento de'las matrices
asociadas a los sistemas lineales a resolver.

Teniendo una aproximacion aceptable del campo de velocidades en el interior de las arterias coronarias,

fue posible calcular una aproximacién del esfuerzo soportado por el endotelio, por lo que pudieron
detectarse las zonas mas susceptibles a desarrollar aterosclerosis.
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

5.2. Conclusiones

El desarrollo.de ésta tesis ha permitido obtener las siguientes conclusiones:

. Las enfermedades cardiovasculares son un gran problema de salud a nivel mundial, éstas se ca-

racterizan porque se desarrollan a lo largo de muchos anos, lo cual implica que éstas pueden ser
prevenidas con.éxito al cambiar los habitos del paciente y al administrar los medicamentos ade-
cuados en el momente‘oportuno.

. Los métodos basadas enel uso de funciones de base radial tienen un gran potencial en el desarrollo

de métodos numéricosypues es relativamente facil aplicarlos en la programacion de software, sin
mencionar que permitensresolver problemas usando un numero relativamente pequeno de nodos.

. Los métodos computacienales.de simulacién tienen muchas limitaciones en la descripcion de los

fenomenos que pueden encontrarse en el sistema circulatorio y en cualquier organismo vivo en
general, por lo que el desarrolle.de Objetos tedricos mas versatiles resultaria de gran ayuda en la
descripcion de los fenémenos bielogicos presentes en los organismos vivos.

. La gran cantidad de datos y su procgsamiento subraya la necesidad del uso de supercomputo, por

lo que éstos conocimientos se vuelven prioritarios en la formacioén de los futuros investigadores en
le area de computo cientifico.

. Resulta de vital importancia el‘usd de médiciones realistas de los fenémenos presentes en el or-

ganismo pues éstas permiten calibrar.os modelos que pretenden simularse, con el objetivo de
obtener resultados fieles a la realidad, de talfforma que puedan convertirse en una herramienta
util para los investigadores en el area-de.medicinas

. Las regiones de las arterias en donde hay estrechamientos pronunciados; experimentan un mayor

esfuerzo cortante sobre el endotelio, por lo que las zonas donde ya se ha desarrollado una estenosis
son especialmente susceptibles, lo cual implica que ura_vez que una estenosis aparece, es muy
dificil detener su desarrollo. Esto subraya la importancia de realizar tratamientos para prevenir la
estenosis.

5.3. Lineas futuras de investigacion

El trabajo desarrollado en ésta tesis puede mejorarse de muchas maneras, entre las posibles mejoras
pueden ser:

1. En ésta tesis se ha asumido que las paredes vasculares son rigidas lo cual se alejaamucho de la

realidad, pues los vasos sanguineos se deforman en respuesta a la interaccion con’el)flujo sangui-
neo, exhibiendo un comportamiento anisétropo. Una simulacion realista debe teraren cuenta
la deformacion de los vasos sanguineos, tanto la ocasionada por el flujo sanguineo._como la que
es ocasionada por elementos externos, como por ejemplo la deformacion forzada deylas arterias
coronarias que estan montadas sobre el corazon.

. Es necesario tomar en cuenta el proceso autoregulatorio del sistema circulatorio, en donde éste

ajusta tanto el diametro de los vasos sanguineos como el ritmo y presion cardiacos, lo cual implica
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quees necesario investigar los fenomenos relacionados con el origen los estimulos eléctricos y
bioguimicos, asi como sus efectos en los diferentes componentes del sistema circulatorio.
q P

3. Los efectos del cerebro en el sistema circulatorio son innegables, por lo que los efectos producidos
por el'Cerebro sobre el sistema circulatorio no son despreciables. Esto es notorio, pues la situacién
mental @ emocional de un individuo puede influenciar en gran manera el estado de su sistema
circulatorie’

4. Dado que ya'se cuenta con una medicion del esfuerzo sobre el endotelio, seria de gran ayuda el
presentar un mogdelo que describa el comportamiento exacto de las células endoteliales en res-
puesta al esfuerze ylos estimulos que soportan.

5. El encontrar un parametro de forma adecuado para el problema en cuestién es un problema aso-
ciado al uso de funciofes dé base radial, por lo que aplicar un método para calcular el parametro
de forma adecuado es de vitalimportancia.

6. aria interesante aplicar métédos de segundo orden a la discretizacion temporal y de la presion en
a aproximacién de la solucion’de da-ecuacion de Navier-Stokes, lo cual podria mejorar la precision
de los resultados obtenidos.
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