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Introduecion

Los modelos matematicos liin sido una herramienta muy importante en el analisis y com-
prensién del crecimiento de péblaciones [Ma, Mu]. Uno de los modelos que mas se han
utilizado tanto en ecologia comgp_en otras areas de las ciencias es el modelo basado en la
funcién logistica, la cual fue introdndido por Verhulst en 1838 [V]. Este modelo ha tenido
muchas aplicaciones gracias a su sen€illez algebraica y a su linealidad, la cual le permite
presentar una serie de comportamientos dindmicos que van desde el orden hasta el caos

D, Rol.

La familia de funciones logisticas™fg{) ="ag(l — z), a € RT y x € R, ha sido la base
de muchos estudios y se ha aplicadera-ta modelacion de crecimiento de poblaciones en
modelos continuos (con ecuaciones diféntiales)yendnodelos discretos (con ecuaciones en
diferencias) [Mu]. El uso de esta familia, pata médelar-el crecimiento de poblaciones que
sufren variaciones temporales, fue introducide por Ket y Schaffer en 1984 [KF] . Ellos con-
sideran una poblacién que se reproduce en~des\estaciones, primavera e invierno, de modo
que una funcion logistica f, modela el crecimiento en primavera y otra funcién logistica
fv el crecimiento en invierno. Tomando estas dos funcionesdogisticas, el crecimiento de la
poblacién en un afio estd determinado por la composicién dedagdos funciones Fy, = fyo [,
v su evolucion temporal esta dada por la composicion de ésta, funcion de grado cuatro
consigo mismo [KS].

Kot y Schaffer comenzaron el andlisis de esta familia de polinomiossde grado cuatro y
se plantearon la pregunta de cuindo la composicién de dos logisticag=bien comportadas
(ordenadas) generaban una cuértica ordenada y cudndo dos cadticas generaban una cadti-
ca. Este problema ellos lo abordaron numéricamente y posteriormente Radulescu (2007)
analizé el comportamiento cadtico en esta familia cudrtica, mostrando queyel conjunto
de pardametros, correspondientes a funciones cudrticas con la misma entropiades conexo
[R]. BIé, etal en 2011 , mostraron que en la familia cudrtica se da la coexistencia de las
diferentes dindmicas ordenadas que se tienen en la familia logistica v determinaron las
condiciones en las que ésta se presenta. Asimismo, describieron las componentes hiperbdli-
cas de periodo pequeiio [BCF].
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Ya que el espacio natural para el estudio de los polinomios es el campo de los nimeros
complejos, el andlisis dindmico de los modelos polinomiales (en variable real) ha sido lle-
vado a modelosren variable compleja. En particular, en la década de los 80’s, el estudio de
la dindmica dedosspolinomios en los complejos tuvo un gran despertar con los trabajos de
Douady, Hubbard ySullivan, [DH1, S]. Douady-Hubbard demuestran una gama de pro-
piedades que presenta’ la dindmica de los polinomios y en particular analizan el espacio
de pardmetros de la familia de polinomios cuadraticos. Por otro lado, Sullivan resuelve
la conjetura de no erraneiq para las funciones racionales que habia sido propuesta por P.
Fatou en los anos 20.

En este trabajo analizaremos la“dindamica de la familia de polinomios cudrticos propuesta
por Kot-Schaffer [KS], desde el punto de vista complejo. Para ello, analizaremos el espacio
de parametros de la familia de polingtios cuarticos y mostraremos el lugar que ocupa la
subfamilia obtenida por composiciéiLde polinomios cuadraticos. Asimismo, mostraremos
que la dindmica de un polinomio cuarti€e en particular, puede ser obtenida como resulta-
do de diferentes dindmicas de polinontios éuadraticos. En particular, mostraremos que la
composicion de polinomios cuadratieos con conjunto de Julia totalmente disconexo puede
generar un polinomio cudrtico coueenjuntesdé Julia conexo.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera’

En el capitulo uno presentamos alguiios conceptes basicos de dinamica holomorfa como,
orbita, punto fijo, puntos periddicos, celjugacion analitica, clasificacién de puntos pe-
riédicos, conjunto de Julia y conjunto de'Fatou. Adeinds, presentamos el teorema de no
errancia de Sullivan, el teorema de clasificacion de Fatowy los teoremas que determinan
el comportamiento del punto critico en cada uino de los=tipos de componentes de Fatou
periddicas.

En el capitulo dos definimos el conjunto de Julia lleno y enun€iamos sus propiedades.
En particular, presentamos algunos resultados sobre la dindmica dela,familia cuadratica
22w ¢ v definimos los rayos externos, los cuales han sido una herrafhienta importante en
el estudio de la conexidad local de los conjuntos de Julia y del conjunto de Mandelbrot.
Por otra parte, analizamos el espacio de pardmetros de los polinomios cudrtieos, sus clases
bajo conjugacién afin v el lugar de conexidad.

En an“apltnlo tres trabajamos con la subfamilia de polinomios cuarticos ménicos'y (‘E‘IlLIa—
dos que se obtiene de la composicién de dos polinomios cuadraticos de la fom@ 2+ Az
Analizamos su lugar de conexidad y presentamos la dindmica de diferentes polinomios
cudrticos. Estos son elegidos por tener alguna de las dindmicas mencionadas en“el"teo-
rema de clasificacion de Fatou y mostramos que estas dindmicas se pueden obtenersde
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relacién cor el polinomio que resulta de la composicion. En particular, mostramos que
parejas de dil@(:as diferentes pueden generar una misma dinamica.

7

*
la comp Sﬂ):l de dos polinomios cuadréticos, cuyas dindmicas no necesariamente tiene




Capitulo/1

Preliminares

En este capitulo daremos algunas definiciones y resultados bésicos de dindmica holomor-
fa que nos serdn de gran utilidad endles siguientes capitulos. Los resultados que aqui
presentamos pueden ser consultados en [Be, CGJ.

1.1. Clasificacion de“orbitas periodicas

En esta seccion daremos algunas definiciones y resultados restringiendonos a las funciones
de variable compleja, en particular a las fancioneés/fagionales. Una funcién racional f(z)
estd definida como el cociente de dos polinomios Py _@, es decir,

~P(2)

f(z)zm:

donde P y () son primos entre si, f : C — C es una funci(’;mﬂilﬁslitica v el grado de f es

el maximo de los grados de P y ). En este trabajo suponemos gule todas las aplicaciones
n de grado mayor o igual a 2.

9110 de los. pajlemas principales en el estudio de la iteracién desfina funcién racional

f:C —= C, es mostrar la convergencia de la sucesién {z,} gene@i a\partir de una

condicién inicial z; € C definida recursivamente, como z, = f(z,-1). Note que si la

sucesion {z,} tiene un limite L, entonces L es un punto fijo de f, ya qufe

= lim_an = lim f(z,) = f(lim z,) = f(L).

TL—+ 00 TE—+ D TI—+ D0
i
Definicién 1.1.1 Un punto z € C es un punto fijo de f si f(z) = z y es M}unto
periddico de periodo k si f*(2) = z y f/(2) # 2 para j < k, donde f* denota la compoficién
de [ consigo mismo k veces.




1. Pﬁrgunares

Ejempl y 0s puntos fijos de f(z) = 2% +5z+ 3 se encuentran resolviendo la ecuacidn
fz)==z ¢ ir, 22+ 5z 4+ 3=z Asi

A 2 +42+3=0. (1.1)
Resolviendo la e(’%s;éﬁ (1.1), se tienen los siguientes puntos fijos de la funcion f(z),

:Q zi=—-1 y z=-3.
X
Dado z € C, al conjunto 0’

Oy(z) ={ L = f*(z) para alguna k e NU {0} } .
se le llama la drbita de z bajo f. @3 caso que z sea periddico, este conjunto es finito y
se le lama drbita periddica o ciclo” A~

Definicién 1.1.2 Un punto zy es ug o preperiodico o eventualmente periodico de

periodo n si su érbita no es periddica, pero f"(z) = f7(z) para algin entero positivo
J >0

Ejemplo 2 Si ileramos la funcidn =22 é’f’ xy = 0 obtenemos la orbita
‘

0,—

entonces () es de periodo 2. El I es preperi ; porqu. n la primera iterada cae en cero
que es periddico de periodo dos.

Definicién 1.1.3 gadas [y g funciones analiticas, se que son topoldgicamente
(analiticamente) conjugadas en el abierto U C C, si existe @meomorﬁsmo (isomor-
fismo) ¢ : U — o(U) tal que g o f(2) = go p(z) para toda z Esto es, el diagrama

l —5 np(l;) G)\Q

De la definicién 1.1.3 se sigue que: @

1. Los puntos fijos de la funcién f se corresponden con los puntos fijos de la fun%

*
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1. Pﬁrigtinares
\

>
2. Lg&'tas periddicas de la funcién f van a dar en 6rbitas periddicas de la funcion
g. ‘L

Proposicién Pam cada polinomio cuadrdtico P(z) = (g +a1z+ a2’ existe ¢ € C,
tal que P(z : 2% + ¢ son analiticamente conjugados. De hecho, la conjugacion

w es un baholom )mo del plano complejo, una funcion afin de la forma az + b, con
a,beC, a+#0.

Demostracién 1 Sea ag + mz + 022, f(2) = 22+cy p(2) = az+ b con
ag,ap, az,a,b,c € C, ta aay # 0. Entonces po Plz) = foop(z) si y sdlo si
aag + aayz + aayz? —|—b—az abz +b* + c.
Igualando los coeficientes P ima igualdad y resolviendo las tres ecuaciones se obtiene,
(I'.Z
c az +4 -

|
Esta proposicién nos muestra @estu(l indmico de los polinomios cuadraticos se
puede reducir a los polinomios de ma Qon la ventaja que estos tltimos estan
parametrizados por el campo C. Po que er E)\Qar los puntos fijos de P se reduce a

encontrar los puntos fijos de f., es demz)as, rafic “polinomio f.(z) = 2.
Resolviendo la ecuacién f,.(z) —z = +=z fﬁk ~Serobtienen los puntos fijos de f.(z),
N = O

2

1= =,

los cuales son dos, salvo el caso ¢ = %, donde f. tiene a %% unico punto fijo.

Definicién 1.1.4" Sea [ una funcion analitica y z un punto Qédico de f de periodo k
con multiplicador A = Df*(z), donde Df*(2) denota la deﬂvad@zpkja de f* en z.
Decimos que:

.z es atractor si | A |< 1; si A =0 diremos que z es super—atmctor,)\
2. zes repulsor si | A |> 1,y

3. z es indiferente si | X |= 1. 6

Ejemplo 3 Usando la funcién f del ejemplo 1 tenemos que f'(z) = 22 +5. 5'1@ yendo
los puntos fijos 2y = =1 y zp = =3 en f'(2) se verifica que |f'(—1)|=[3| =3 > &
tanto —1 es un punto fijo repulsor. Por otro lado, |f'(=3)| = |1| = 1. Asi —3 es un'pu
[ijo indiferente. 5




1. Pﬁ‘igtinares

\
*
Notar (2!" Z1. %9, ..., 2} €s una 6rbita periédica de f, usando la regla de la cadena, se
demuestra a derivada D f*(z;) no depende de la j en consecuencia la definicién 1.1.4
tiene sentido @ orbitas periddicas.

>
1.1.1. Atra&&es y Repulsores

El estudio de la dina de una funcién racional holomorfa en una vecindad del punto
fijo es muy importante? que esta teoria local es una herramienta fundamental en la

comprension de la dinar lgbal de la funcién racional.

Los siguientes resultados @eﬁn nciaremos permiten entender la dinamica local de una
funcién alrededor de sus pM reriodicos. Las demostraciones pueden ser consultadas
en [Be, CG, M]. ¢

qeorema 1.1.1 (G_Kiiem'gs-h?% [ una funcion analitica con un punto fijo en z

y cuyo multiplicador es X. Si 0 <| A |(@(5 | A|> 1, entonces existen U,V vecindades de

zp y de 0, respectivamente, y un bihol om'smo o U —=V que conjuga analiticamente f
(.)

con g(z) = Az. Ademds, esta co@io o5 unica, modulo multiplicacion por un escalar
real. ‘7

Este teorema nos dice que cerca de unto atractores o repulsores las funciones
se comportan como multiplicacién po ml;al,nr:@flk . En particular, si zg es atractor, las
orbitas de los puntos en una vecindad de{ nverg@ zp. Note que este teorema también
es vilido para érbitas periddicas atractor%pulsa@]e periodo k, sustituyendo f por

I*
Definicion 1.1.5 (Cuenca de Atraccion) Sea f: C — C@‘pﬁmcién racional y 2% un
punto fijo atractor de f. La cuenca de atraccion de z* es el unto

Ai(zr) = {z€C: lim f7(2) = ="},

La cuenca inmediata de atraccion de z* denotada por A}(2"), es la c@onente coneza de

As(2*) que contiene a z*. )\

Las cuencas de atraccién para puntos k-periédicos atractores se definem-lisando a f*

en vez de f. Por definicién, los puntos k-periddicos atractores siempre ti dominios
inmediatos de atraccion abiertos y diferentes del vacio. ;
Ejemplo 4 La funcién f(z) = 2% tiene dos puntos fijos, 0 e infinito. A;(0) es\el disco
unitario y Ay(oo) es el complemento de la cerradura del disco unitario. ( )
+
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o

*
En el caSo.de super-atractor la dinamica en una vecindad del punto, esta determinada
por el sigui&&resnltaﬂo demostrado por Bottcher-1904.

Teorema 1.1@& E. Battcher- 1)()4) Sea f una aplicacion analitica y zo un punto fijo
super-atractor . W z) 2o+ ar(z — 20)* + -+, con ap # 0 entonces existen U,V
vecindades de zy 1 cspectivamente, y un biholomorfismo ¢ : U — V' que conjuga f(z)

g(z) = z*. Esta confugation es inica mddulo multiplicacidn por una raiz (k — 1)-ésima

e la unidad. @

De igual manera que en @Gjrema de Koenigs, este teorema es valido para orbitas
periédicas super-atractoras. /

1.1.2. Indiferente O »

Si una funcién analitica f tiene un fijo en z; con multiplicador A de médulo uno,
entonces pueden ocurrir dos casos, qu& ta una vecindad U de z; donde f es conjugado
a la rotaciéon Az o que no exista \@Alad si ocurre el primer caso decimos que f
es linealizable en z;. Cuando a rm‘ﬁumdad se sabe que [ no es linealizable

[CG, M]. Pero si A = e*™ y 6§ es impdcional roblema de linealizacion esta determinado
por la aritmética de #, por lo que sari algunas definiciones y resultados que
pueden ser consultados en [HW]. %

Usando el algoritmo de la divisién par da te [@‘se puede desarrollar en fracciones
continuas y obtener una sucesion de nimeéros ramongb

I]ﬂ @ ]
tn ai + ! il
e SR
y,
ale converge a t. A q&: se le llama n-ésima reducida o n-ésim oximaciéon a t. En
general, se puede obtener la sucesion {an} - bara todo t € R vo ag todos son

enteros no negativos . Ademas, la sucesién es finita cuando ¢ es racional einfinita para ¢
irracional.

Definicién 1.1.6 Seat € R\ Q, t = [ag, a1, as, ...] es de lipo acotado si la géién {an}
es acotada.

Definicion 1.1.7 Seat € R, t es diofantino de exponente k si existe C' > 0, ta%@

|t—§|zf—kvge@ %

*




1. Pﬁriglinares
\ o
>
Proposicién, 1.1.2 Seat € R\Q, tal que t = |ag, a;, a4, ...], t es de tipo acotado, siy solo
si, t es diofdntino de exponente dos.

Este resultado@dice que los mimeros reales peor aproximados por racionales son los de
tipo acotado, de ]@T\o todos los ntimeros algebraicos son diofantinos y casi todo nimero
real es diofantino. /

Ejemplo 5 Con‘qa'dev‘;,@m siguiente fraccion continua :

o 1 —2

v —1
=

Q/\ "+1"

Para determinar el niimero ir mmona@ 0 esta fraccion continua converge, solo necesi-
tamos observar la n-ésima reduci

Sea 9 l
e
« 1+ —
/C\ O
El limite de esta sucesion satisface: O O

7. O
9)
x

= 0 = 22—z—1.

lo que la razon durea es de tipo acotado y diofantino de exponent

(1.2)

Resolviendo tenemos que una de las soluciones es x = razon durea. Por

A= f'(20) = e¥. Si @ es diofantino, entonces f es linealizable en 2.

Teorema 1. 19 (Siegel-1942) Sea | una funcion analitica en z tal qu@g

ntimero de rotacién de f en A. A partir de estos resultados se tiene la siguiente cl ién

Al dominio maximo de linealizacién A de f se le llama disco de Siegel y a %
as

de los puntos indiferentes en términos de 6. O

+

10




1. Preliminares

Definicion”1.1.8 Sea [ una funcién analitica en zy, tal que zy es un punto fijo de [ con
multiplicadot-d= ¢*™" . Decimos que z es :

1. Parabélicoy si 0 es racional.
2. Siegel, si 6 es\irracional y [ es linealizable en una vecindad de zg.
3. Cremer, si @ es irpational y [ no es linealizable en zy.

Observacion 1.1.1 Unsdisco de Siegel es un dominio donde la dinamica es conforme-
mente conjugada a una rotagion irracional sobre el disco unitario. Por lo tanto, la dindmi-
ca alrededor del punto periddice”es como una rotacion.

En la figura 1.1 se muestra un ejemplo.de un disco de Siegel que corresponde al polinomio
(=] u o l
P(z)=2*+ VB

Figura 1.1: Disco de Siegel

Teorema 1.1.? (Brjuno-1965) Sea f una funcion analitica en zy tal que(Zyes un punio

fijo de f con multiplicador X = e*™. Si &= denota la n-ésima aprozimaciéng )y

: l'fq( 4L
[0}
Z o 1<O(J

il n

entonces [ es linealizable en z.

11




1. Preliminares

Yoccoz dembdstré en 1998 que para la familia de polinomios cuadraticos, la condicién de
Brjuno es nécesaria para tener linealizacion pero en general no se tiene una condicion
necesaria.

Ejemplo 6 Sed .
f(z) =22+ €72

Los puntos fijos de flson zy =0 y 20 = —e¥it 4 1, por olra parte
£(z) = 2z+€7,
#0) = &,
F—eF 4= 2(—e¥™% 4 1) 4 2™ =2 — 277

(1.3)

Por la definicion 1.1.8 zy = 0 es unspunto fijo parabélico y como |f'(z2)| = 2.933236348,
por la definicion 1.1.4, zo es un puntd fijo repulsor.

Ejemplo 7 Sea

. .14V
Ly = g 2
.. ot 1+\/5 o
Los puntos fijos de [ son z; = 0 fi)\zh = A e R 1, y los multiplicadores son los
stquientes:
. 14vE
P8 = 2: LT3,
Jrf([]) il PZ?ri%
Jrf(_eZm' 1_2"/5 4 1) = 92_ eZ?riH'zﬁ.

(1.4)
145

z1 =0 y por la definicion 1.1.8, z; =0 es un punto fijo Siegel.

Del ejemplo 5 sabemos que 8 = es diofantino, por lo que f es linealizable en

1.2. Conjuntos de Julia y Fatou; Definiciones, y Pro-
piedades

En esta seccién daremos la definicién de conjunto de Julia y de conjunto de Eateu, asi
como las propiedades mas importantes de cada uno. Ademads enunciaremos el teorema
de clasificacion de Fatou que establece las posibles dindmicas que se presentan en una
funcién racional.
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1. Pﬁ‘igtinares
"
1.2.1.9)3'

Para defini @:ﬂuntos de Julia y de Fatou de una aplicacién racional, es necesario

finiciones y Notaciéon

dar la definici : familia normal y algunas propiedades que pueden ser consultadas en

[Co, Bel.

*
Definicién 1.2.1 9( C C un conjunto abierto y conezo. Sea F = {f:U— Lf:} una
Jamilia geyfunciones iticas en U. La familia F es normal en zy € U si para toda su-
cesion { [, } C F existe subsucesion f,, que converge uniformemente en subconjuntos

compactos de U, en una @ dad de zy, a una funcidn f.

El siguiente teorema mnos cMe un criterio para determinar cuando una familia de
funciones es normal.
-

Teorema 1.2.1 (Montel) Sea F U — C} una familia de funciones analiticas en
un subconjunto abierto U C C. Si la ilia F omite tres puntos en C, entonces F es
normal.

Definicion 1.2.2 Sea R una %ﬂ al. Decimos que zy € C pertenece al con-
junto de Fatou de R, Fg, sila fa mal en una vecindad de zy. El conjunto

de Julia Jgr se define como el comp to d
A continuacion enunciaremos algunas propi edade s conjuntos de Julia y Fatou para
aplicaciones racionales, las cuales pueden sericonsu @ en [Be, CGJ.

1
1. El conjunto de Julia es compacto, per dlfe @? del vacio.
2. Los conJuntos Jr vy Frson completamente invariant %}ecu‘ R! = R(Jgr) =
Jr v R FRr) = R(Fg) = Fr.

3. Si [ denota la k-ésima iterada de R para alguna k € N, es decir f = R*, entonces
Jg—Jf—Jgkng—Ff—ng. ®

o
4. Si z € Jg, entonces el conjunto U R7"(z) es denso en Jg. )
n=1
? Sea z un punto periddico de periodo k de R. %
a) Si z es atractor, entonces z € Fg (9
b) Si z es repulsor, entonces z € Jg. \S\

¢) Los puntos periédicos repulsores de R son un conjunto denso en Jg, es Q
Jr = { puntos periédicos repulsores de R}. b
+
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1. Preliminares

1.2.2. 7 Clasificaciéon de las componentes de Fatou

De la seccién.2.1 se tiene que el conjunto de Fatou es completamente invariante. Ademas,
la imagen de wia.componente conexa de Fatou es otra componente conexa, por lo que
si U denota una componente de Fatou de una funcion analitica f, entonces a priori uno
puede esperar quesocurta alguno de los siguientes casos.

1. U es una compowénte fija de Fy, es decir R(U) = U.

2. U es una componeénte periédica de Fy de periodo n, para un n minimo, es decir

mU)=U.

3. U es una componente préperiddica de Fy, es decir f™(U) es periddica para algin
m > 1.

4. U es una componente errante; es.decir, f*(U) N f™(U) = 0, para toda n >m = 0.

En 1976 IN. Baker mostrd que existen @lgunas funciones enteras cuyo conjunto de Fatou
tiene componentes errantes. Sing€mbargo D. Sullivan demostré en 1985 que en funciones
racionales el caso 4 no ocurre. De hécho el demostré el siguiente resultado que puede ser
consultado en [Be, CG]J.

Teorema 1.2.2 (Sullivan-1985) El conjunto de ‘FatogFr de una aplicacion racional no
tiene componentes errantes. Es decir, cadg’componentedde Fr es eventualmente periddica.

El teorema 1.2.2 105 dice que la érbita de cualeiier compbnénte de Fatou de una aplicacién
racional termina en una componente periédica. Para clasifi€ar las componentes de Fatou
de una funcién racional y determinar las componentes totalfiente invariantes tenemos los
siguientes teoremas, cuya demostracién puede ser consultada en{Be, CGJ.

Teorema 1.2.3 EZ numero de componentes del conjunto de Fatoti puede ser 0,1,2 o oc.

Como consecuencia del teorema de Sullivan tenemos que toda la dindnyica de una funcién
racional se concentra en las componentes de Fatou periddicas ya que al fiial toda drhita
que empieza en una componente de Fatou termina en una componente_periddica. De
acuerdo con Fatou, existen cinco tipos de componentes periddicas.

Teorema 1.2.4 Sea U una componente periddica de periodo n de Fr , entonfes ocurre
uno de los siquientes casos:

2
1. Eriste un punto fijo atractor de R™ en U y U estd contenido en el dominio de
atraccion del punto fijo.

14




1. Pﬁrigtinares

A\
*
2. E’Q’:ﬂ punto fijo super-atractor de R" en U y U estd contenido en el dominio de
atracc el punto fijo.

3. Existe u ico punto fijo de R™ en la frontera de U, este punto fijo es racional
indiferente (f!\estd contenido en el dominio de atraccion de este punto fijo.
*

4. Uesun dieco@

el.
5. U es una anillo d CPINLAN.

tou y Julia, la existencia inios del tipo 4 y 5 fue demostrada posteriormente por
Siegel y Herman, respectivamefit

ga clasificacién de las COIQ:{%I tes periddicas del conjunto de Fatou fue realizada por
a dgdo

Observacion 1.2.1 Los puntos %cos parabélicos pertenecen al conjunto de Julia.

Antes de dar los siguientes resultadogg?kmos la definicién de un conjunto poscritico,
la cual serd muy importante parasleterminar todos los tipos de dindmicas que pueden

aparecer en una funcién raciondl. —7
Definicién 1.2.3 El conjunto posc@i de u@}qcién racional R, es

Pr = {R"(20) : 20 €5 plinto (:?%'@38 R yne N},
es decir, Pp es la cerradura de la unidn de @T‘bit{%’)d()& los puntos criticos.

+
Teorema 1.2.5 Si U es un disco de Siegel, entonces existeyun punto critico ¢ de R tal
que la cerradura de la drbita de ¢ contiene o la frontera de

Usando este resultado y cirugia cuasiconforme Shishikura dem;:tré que en el caso de un
anillo de Herman, la drbita de los puntos criticos se hace densa e ontera, [Sh].

Teorema 1.2.6 Si R tiene un punto periddico atractor p, entoncesNd cuenca inmediata
de atraccion de p contiene un punto critico.
En particular, este resultado nos dice que cada ciclo atractor atrae un pu@ ico.

Teorema 1.2.7 Si R tiene un punto fijo parabdlico p, entonces p estd en el ¢ nto de
Julia y los pélalos de atraccion de p contienen un punto critico.

En resumen tenemos el siguiente resultado. { o
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1. Pﬁrigtinares
\

*
Teoren? :2.8 El conjunto poscritico Py contiene, los ciclos atractores de R, los ciclos
indiferentes pertenecen al conjunto de Julia y la frontera de cada disco de Siegel y

anillo de Hew‘r®,
Y

Como comecuen(‘me este teorema, tenemos que el ntimero de érbitas no repulsoras de

una funcién racio /esfa acotado por su ntimero de puntos criticos.

Teorema 1.2.9 Si eg. unto poscritico de R es finito y no hay ciclos super-atractores,
entonces J = C. @

La demostracion de estos t;th se puede consultar en [CG, Be].

¢ -

1.3. Hiperb olicida@
2

En esta seccidén daremos la definicion aplicacién racional hiperbdlica y mostraremos
las propiedades que hacen a este tipo licaciones bien comportadas.
Definiciéon 1.3.1 Una aplacacv@mn C — C, es hiperbolica si las orbitas de

los puntos criticos convergen a los#iclos per gs atractores de R.
i

De todas las funciones racionales, lag_funciones g@@rbélicas son las que tienen un mejor
comportamiento ya que cuando R es hiperbdlica, #siste un conjunto finito A C C que
atrae a un subconjunto abierto de (o cgrl lida El siguiente resultado presenta
algunas equivalencias a la definicion de h%licidaf éase [McM]).

qeorema 1.3.1 (Caracterizacion de Hiperbolicidad ) na aplicacion racional. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. El conjunto poscritico Py es ajeno al conjunto de Julia @

te

No hay puntos criticos o ciclos parabdlicos en el conjunto ia.

=

Cada punto critico de R converge a un ciclo atractor.

4. Eriste una métrica conforme suave p definida en una vecindad del conjunto de Julia
tal que |R'(2)]|, = C > 1 para toda z € Jg w

5. Eriste un entero n > 0 tal que R™ expande estrictamente la métrica eg®1 en el
conjunto de Julia. \S\

gno de los problemas centrales en dindmica holomorfa es resolver la siguiente congt\
de Fatou. 8

*
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1. P’ériglinares
\ Y

Conjeiﬁf’Densidad de Hiperbolicidad ) El conjunto de aplicaciones racionales hi-

perbolicas ierto y denso en el espacio de todas las funciones racionales de grado
d.

La propiedad de@ el conjunto de aplicaciones racionales hiperbdlicas sea abierta es
consecuencia del t gtéma de la funcién implicita, la propiedad de densidad es dificil de-

mostrar y es conocid amente para familias particulares, por ejemplo para la familia
de polinomios cuadrém@on parametro real, [L, GS].
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Capitulo;2

Dinamica de Polinomios

Es importante mencionar que si Bfeseun polinomio de grado d > 1, entonces el infinito
es un punto fijo super-atractor y popgel teorema de Bdttcher, existe una vecindad U
del infinito donde P es analiticamente ¢dnjugada a la funcién 29, por lo que la érbita
de cualquier punto z € U converge al infinito, en consecuencia z € Fp. Por lo tanto la
dindmica de cualquier polinomit estardividida en las érbitas acotadas v las que se van a
infinito. En este capitulo daremos algunas defimigiones y resultados que ayudan a entender
la dindmica de los polinomios. Esta‘téeria puédeser ampliada en [CG, Be, M].

2.1. Conjunto de Julia lleno

Definicién 2.1.1 gl dominio de atraccion del infinito les

Ap(oc) = {z eC: lim P"(z2)= oc} @ Fp,

TG

y el conjunto de Julia lleno de P es
Kp={z€C:la drbita Op(z) es acotada}.

Como el interior de Kp estd contenido en Fp, se tiene que Jp es igual a laffrontera de Kp
que a su vez es igual a la frontera de Ap(oc).
Por definicién tenemos las siguientes propiedades de Kp.

1. Es compacto, perfecto y diferente del vacio.
2. Es un conjunto lleno, es decir, su complemento en C es conexo.

9 Su frontera es igual al conjunto de Julia de P.
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2. Dinamica de Polinomios

(c) P(z) = 22 — 0.122561 + 0.744862 (d) P(zF= 22— 1

Figura 2.1: Conjunto de Julia lleno
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2. Dinamica de Polinomios

Algunos Testltados importantes para el estudio de la dindmica de una familia de polino-
mios son log/siguientes.

Teorema 2.1 484 2y es un punto periodico atractor, entonces la cuenca de atraccion
A(zo) es la uniop(de componentes del conjunto de Fatou y la frontera de A(z) estd
contenida en el conjunto de Julia.

Un resultado importanteque nos permitird determinar cuando un conjunto de Julia lleno
es conexo es el teorema de Fatou-1919.

Teorema 2.1.2 (Fatou-1919) £l conjunto de Julia lleno gp es conexo si y solo si la
orbita de cada punto criticoesdicotada.

Teorema 2.1.3 Si la drbita de cada punto critico de P converge a infinito , entonces el
conjunto de Julia Jp es totalmente disconexo.

2.2. Polinomios cuadraticos

La familia de polinomios mas sencillaregn dinfimdca interesante es la familia de polinomios
cuadraticos de la forma P.(z2) = 222 ¥ 1,z + ug? Bn la proposicion 1.1.1 mostramos que
cualquier polinomio de esta familia es afimfientd conjugado a un polinomio de la forma
P.(z) = 2* + ¢ donde ¢ es un ntimero cofnplejo.

Para la familia cuadratica {F.} denotaremaos=por K7 =/Kp_v J. = Jp_. El punto critico
de P.(z) es el cero asi que del teorema de Fatet 2.1.2 seftiéne la siguiente dicotomia para
el caso cuadréitico.

gorolario 2.2.1 El conjunto J. es conexo si y solo si la orbita~del cero queda acotada.

Corolario 2.2.2 El conjunto J. es un conjunto de Cantor si y sélo, si la drbita del cero
converge a infinito, es decir, ) € A (o0).

Definicién 2.2.1 Dq{inimosg conjunto de Mandelbrot M como

M = {ce C: J. es conexo} = {c € C: la drbita O.(0) es acotddny.

Si consideramos ¢ = 0, entonces K, es el disco unitario cerrado centrado en cefo ¥y, por lo
tantop(. es conexo, en consecuencia 0 € M y M es diferente del vacio (véaseslasfigura
2.2). En esta seccién mostraremos las propiedades mas importantes de M y su %eélacién
con la dindmica de P,(z). Los resultados que aqui presentamos pueden ser consultados en
[CG, DH2.
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2. Dinamica de Polinomios

Figura 2.2:.Conjunto” de’Mandelbrot

Proposiciéon 2.2.1 FEl conjunto M _estd contenido en €l disco
Dy(0)={c el : ¢ <2.

Teorema 2.2.1 (Douady-Hubbard-1982) El conjunto M es/tonexo y compacto. Ademds,
C\ M es conezo.

Teorema 2.2.2 La frontera del conjunto de Mandelbrot M es iguwal al conjunto de las
c € C tales que las funciones {c — P*(0) :n=1,2,3,..} no forma una familia normal
en c.

2
De la definicién de hiperbolicidad se tiene que para ¢ en el conjuntosfle ‘Mandelbrot,
P.(z) = 2% + ¢ es hiperbélico si y sélo si P. tiene un ciclo atractor en C.

Definicién 2.2.2 Una componente U del interior del conjunto de Mandelbirot/M es hi-
perbolica, si existe alguna ¢ € U, tal que P, es hiperbdlico.

1
Proposicién 2.2.2 Sea U una componente hiperbdlica del interior de M y ¢y '€ Ui un
pardmetro hiperbdlico, tal que F,., tiene una orbita atractora de periodo k, entontes I,

tiene una orbita atractora de periodo k, para todo ¢ € U.
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2. Dinamica de Polinomios

Teorema _272.3 Si P. tiene un ciclo indiferente, entonces ¢ pertenece a la frontera del
conjunto defMandelbrot.

La conjetura de\Fatou sobre la densidad de los polinomios hiperbdlicos, restringida a la
familia cuadrati€a {P.} es la siguiente:

Conjetura El conjunto de las ¢ para las cuales P.(z) = 2% + ¢ es hiperbélico forma un
conjunto abierto y denso.de C.

Observemos que si ¢ € W entonces P. es hiperbdlico ya que 9 punto critico converge al
punto fijo super-atractor 8. )Asi, una formulacién equivalente a la conjetura anterior es
la siguiente:

Conjetura Cada componéfitedel interior del conjunto de Mandelbrot es hiperbdlica.

Conjetura (MLC)
La frontera del conjunto del Mandélbrot es localmente conexa.

La importancia de la conjetura (MLC) radica en el hecho de que Douady v Hubbard
mostraron en [DH1] que MLC implicasgue el interior de Mandelbrot estd formado sélo
por componentes hiperbdlicas y€n consecuencia se tiene la conjetura de Fatou para el
caso cuadratico.

Con el fin de demostrar la conexidaddgcal del cofijunto M, Douady v Hubbard comenzaron
a demostrar la conexidad local de los_conjuntos” detJulia lleno de algunos polinomios P.
con ¢ € M y posteriormente demostraronda conexidad-local en ese parametro ¢ € M. En
particular demostraron el siguiente resultadoyque puéde ser consultado en [DH1].

Teorema 2.2.4 Sea P. un polinomio cuadtdatico con € &d\l.

1.- St P. es hiperbalico, entonces J. es localmente conexo:
2.- Si P. tiene un ciclo parabdlico, entonces J. es localmenté conexo.
3.- Si el punio eritico es preperiddico entonces J,. es localmenté conexo.

Estas propiedades de .J. permitieron demostrar la conexidad loeal,de M en todos los
parametros parahdlicos y Misiurewicz, los cuales se encuentran engdéa frontera de M. Por
otro lado, también encontraron que el conjunto de Julia de los patametros que corres-
ponden a puntos pgRiédicos de Cremer, no es localmente conexo [DH2|. Pésteriormente,
Petersen demostré el siguiente resultado cuya demostracion puede ser consultada en [Pe].

Teorema 2.2.5 Si P, tiene un disco de Siegel con dngulo de rotacion destipé acotlado,
entonces J,. es localmente conezo.

Con el fin de demostrar la conexidad local de la frontera de M, ademadas de“busear la
conexidad local de .J,, se buscaron estrategias para extender el isomorfismo que'se tiene
del complemento de M al complemento del disco. En particular se desarrollé la teotia_de
rayos externos que detallaremos en la siguiente seccion.
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2. D"ﬁ%lglica de Polinomios
o

yos Externos

) tiene un punto fijo superatractor en el infinito y por el teorema de
1a vecindad U del infinito donde el polinomio P.(z) es analiticamente
meién 22, Denotamos por ¢, la coordenada de Bétteher al infinito para
\xq ‘biholomorfismo que realiza dicha conjugacién, deja fijo al infinito
1 en el infinito. El dominio de definicién UV es una vecindad del
ady-Hubbard demostraron que cuando ¢ € M, esta vecindad
es C\ K. y en el caso ¢ M, la vecindad U se puede extender a un abierto que
contiene al valor critico de_Pr, [DH2|. El siguiente teorema nos ayuda a determinar, en
términos de la funcién ¢, cud J. es localmente conexo.

conjugado a la 1
P.(z), es decir, ¢,
v es tangente a la ide
infinito. Por otro lado;

Teorema 2.2.6 (C’amthcfodorg un dominio simplemente conero distinto del plano
complejo, entonces D es un con@; localmente conexo si y solo si la transformacion de
Riemann ¢ : D — D se ertiende ¢ ta&mmenttﬂ aD.

De 1 aduce el problema de demostrar la conexidad
te la funcién ¢,.

Este teorema aplicado a la funcién ¢
local de J., a extender continu

Definicién 2.2.3 (Equipotencial ."@‘> 1 G

E(r)=0¢.'{z € /t?’(-’@ £ T:=R/Z}).

Definicién 2.2.4 Sea § € T := R/Z, P‘ PEO externo a J. de dngulo 6 es el
conjunto

R(0)=¢ '({z €C:z=re” 1 o }).
gn rayo externo es la imagen inversa bajo ¢, de trayectorlg onales a las circunferen-

cias concéntricas a D de radio r > 1, las pre-imagenes de estas nferencias concéntricas
son las curvas que llamamos equipotenciales. Por lo que los rayossexternos y los equipo-
tenciales forman una familia deggurvas ortogonales en el compm o de K., cuando
¢ € M. En el caso que 99 conjunto de Julia es un conjun& Cantor y tanto
los equipotenciales como los rayos externos convergen a un punto que se uentra en el
exterior del conjunto de Julia lleno y los equipotenciales dejan de ser cdrvas de Jordan.

Por otra parte, decimos que un rayo externo R.(f) es racional si §# € @ (e‘irracional en
otro caso. Los rayos racionales se caracterizan porque su limite lo alcalwmlén punto
periddico o preperiddico. Esto se debe a que la funcion ¢. conjuga la dinami Qn z2*y
los dngulos racionales en S son periddicos o preperiédicos bajo la funcién dobl o de

angulos d. En particular, si # es racional § = §: donde p v ¢ son primos relativos e S
1. # es periddico bajo D si p es impar. o
+
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2. Di églica de Polinomios

\

2. 8 e_'yfé'feriédico bajo D si p es par.

Definicién 2@ Un rayo externo R.(6) converge a un punto ag si
e
\S\ lim R.(0)
/0 r—1

existe y es igual a QQO

Cuando este limite existey dicemos que el rayo aterriza en ag, el cual pertenece al conjunto
de Julia.
Los siguientes dos teoremas ngs‘inuestran que los rayos con angulos racionales convergen.

Teorema 2.2.7 Sea P, un polzg' cuadrdtico, tal que J. es conero, entonces cada rayo
externo de dngulo racional es con&‘;\nte,

Teorema 2.2.8 (Convergencia de ?‘d@ﬁewio’dicos}

1. Sea P, un polinomio cua co, tal . es conezo, entonces cada rayo externo
periodico converge a un pun eriodicoy'el cual es repulsor o parabdlico y cada rayo

. —

externo racional pero no peri COH?.IE@[ un punto, el cual es preperiddico.

2. Si . es localmente conexo, entoi@ ‘tada %%DET‘iédiCO en J,. es repulsor o pa-
rabolico. C\

Aunque los rayos racionales siempre convergeny se cono
J. no es localmente conexo y por lo tanto la funtion ¢, no s
a la frontera.

Cuando la funcién ¢, se extiende continuamente a la fron
siguiente parametrizacién del conjunto .J.,

v R/Z — T, O

que resulta ser una semiconjugacion que envia la circunferencia sobreél %
v que satisface la siguiente identidad

njunto de Julia
A(2t) = P(2)). dé
Por otra parte se sabe que si el polinomio F. tiene un punto Cremer o un disc Siegel
cuyo frontera no contiene ningiin punto critico, entonces el conjunto de J. no es lo@ente

conexo. ‘ J

*

asos como el de Cremer donde
de extender continuamente

@entonces obtenemos la
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2. Dinamica de Polinomios

2.2.2. “ Rayos externos en el Mandelbrot

El conjunto™M_es un conjunto compacto, porque es cerrado y estd contenido en un disco
cerrado de radio'2.centrado en cero. Para demostrar la conexidad de M, Douady-Hubbard
construyeron una funcién @5 del complemento de M al complemento del disco ID. Para
definir esta funcidw'reedrdemos que cuando ¢ € M, la vecindad U donde esta definida la
coordenada de Botichér contiene a ¢. Por lo que se define

Dy(e) = o).

Teorema 2.2.9 (Douady-Hubbard) La aplicacion @y : C\ M — C\ D, es un biholo-
morfismo.

De este teorema y el teorema de{Caratheodory se traduce el problema de la conexidad
local de M a demostrar que la funcién @, se extiende continuamente a la frontera. Para
ello, nos apoyaremos del lenguaje de rayos externos y equipotenciales definidos para los
conjuntos de Julia llenos.

Definicion 2.2.6 Sea ¢ € T, entorices el Tayo' externo de dngulo 8 es el conjunto
Ru(0) == @3p({z € C “afpe®™ r > 1}).

Siel lim Ry, (6) = ¢, se dice que el rayode.angulolf aterriza en ¢ v que ¢ tiene a # como
r—1

argumento externo. Se define el equipoteneigh¥,,(rY de’M de radio r > 1, como
Ey(r) = ¢3/ ({2 € C:% = re™ "¢ T}).

Teorema 2.2.10 Sea ¢ € M tal que O es estrictamente preperiddico para P. (Punto
Misurewicz).

1. El punto ¢ tiene un numero finito de rayos externos en K edonde todos los rayos
externos son racionales con denominador par.

2. Para cada argumento externo 0 de ¢ en K., el correspondiente rayd externo Ry (6)
aterriza en c.

Para finalizar esta seccién veamos un ejemplo sobre como calcular los angules externos
de los rayos externos que aterrizan en el conjunto de Julia para el pardmetro¢’= i, es
decir el conjunto de Julia del polinomio P(z) = 22 +i. Primero calcularemos la 6ibita del
punto critico que en este caso es el cero.
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A\
2

% P(0) = i
S P(i) = —1+i
\S}P(—l +i)=(—1+i)+i==2+i=—i.

Como se puede obse a 6rbita del cero bajo el polinomio P(z) = 2% + i, es una drbita

preperiddica de period :
O ={0,i,-1+1i,—i},

v su arbol de Hubbard se HW& la figura 2.3.

1.2
0.8¢
04t

Im =z
(=]

, 23
1208 04 0 04 08 12
Rez

Figura 2.3: Arbol de Hubbard :®

A continuacién calcularemos Fos angulos de los rayos que aterrizan en caﬂ&mento de la
drbita de 0. Para determinar los angulos nos apoyamos del arbol H y de s
es la curva que une el punto fijo 3 con —5 en H. En 3 aterriza el rayo ext
%. La unién de las curvas I', R.(0) y Rc(%) nos da una curva que separa e
dos conjuntos. A la parte superior le asignamos 0 y al complemento le asignai
esta asignacion tomamos el punto ¢ y seguimos su érbita en el arbol asignando u
estd arriba de la curva o un uno si esta debajo. Esto nos da la representacion bina@el

dngulo. Si 6; denota el dngulo externo de P?(0), tenemos lo siguiente:
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1111 |
6, = 0.001000 = — 4+ —+ — + —4...—=
1 =0.001010= 3 + 5o + o7 + o5 + 6
By = 0.01010 = — + — 4 = 4 = 4.2
2 _22 24 26 98 _3

1 1 1 1
O 20101000 = =+ — + —+ — + —..
¢ 2 93 T 95 T o1 T 9o

L2
(i.

E!n la figura 2.3 se muestiarel drbol de Hubbard y los correspondientes rayos externos a
Je.

2.3. Polinomios Cuarticos

En esta seccion analizaremos el espaCio.de polinomios cuarticos y daremos una descripeion
de su espacio de parametro.

2.3.1. Clases de Conjugaciones

Consideremos Poly,(C) como el espacio de todos.los polinomios cudrticos de la forma
P(z) = asz + azz? pas2? Haag, (ay #0).

Dos polinomios Pi(z), P(z) € Poly,(C) somholomorficamente conjugados si y sélo si
existe una transformacién g afin, tal que y€ Py o ¢ z) = P,(z). La conjugacién es
una relacion de equivalencia y todos los polinomios en una‘misma clase tienen la misma
dinamica. Al espacio de clases de equivalencias lo denotamospor M, (C), [M]. Este espacio
nos determina las dindmicas diferentes que presenta la familia-Pely ,(C).

Proposicién 2.3.1 Todo polinemio P(z) € Poly,(C) es holomdffieamente conjugado a
un polinomio mdnico y centrado, es decir

p(z) = A4 el+taz+a.
Demostracién 2 Sean P(z) = agz* + a3 +ap2® +arz+ag , B - A0zt y

p(z) = az+b con a,b, ay, as, as,ay,aq, 0,01, ¢ € C con aga #£ 0. Resohriend@ecuacién
po P(z) = pop(z), se obtiene que a es igual a las raices de 2* — ay. Si o dengbgyuna de
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las ra 21(32(53 —

ay, entonces

fa%
a3

42

\E\/Tﬁéla;;a'j — 3ai + 16a2asas — 64a2aza; + 256a0a3) o

%

S

Cy

Por lo tanto P(2) y p(z) son

Observacién 2.3.1 De la demost?‘a(@
es holomarficamentésco

P(z) € Poly,(CT)

256a}
@43 dagazay + 8ajay
Y, 8a?
(=345 + Sasan) o
v 1 .

h%ﬁcamente conjugados.

se puede deducir que cada polinomio cudrtico
njugado a tres polinomios mdnicos y centrados,
1sma clase.

estos tres polinomios pew‘tene(:e'n};n
Para determinar cuantas clases difefentes ha ri Iﬁ:izaremos la familia Poly, (C) desde otra

perspectiva. Notemos que cada p(z)
Denotemos a sus multiplicadores po y

1,2,3.4.

Sean gy, 04, 05, 04, las funciones simétrica%ental@e

a1
ag
T3

04

cuatro puntos ﬁjos 21, Z9, 23, 24 € C.
. 3{fiy, donde cada p; = p'(z), para i

Ly
s Mo

s multiplicadores,

*

lo
f + fa + 3 + g %
faple - prafly = pLafly - flofly + flo &3#4

Hipiaftz + pafiafty + plpispte + Hofiy

Hifafiafty.

(2.1)

Se define el indice de Fatou de una funcién racional en un punto fijo

complejo
1
L(f: C) = o

2mi

donde la curva de integracién | z — ¢

pueden consultar en [M].

Joq

28

dz
=£Z—f(2):

£ esta orientada de manera positiv
de tal manera que z — f(z) # 0. Este indice tiene las siguientes propiedades, las

(@ﬂlo el nimero

se elije
es se

‘©
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A\

*

Propos yiﬁ 2.3.2 1. Si ¢ es un punto fijo de [ y f'(¢) # 1 entonces tenemos que
L 1

® L(f:@)zm-

2. 5i ¢ es un @o,ﬁ?o de [ y F es conjugada a [ en unae vecindad de ( por una

Juncion holomﬂfﬁ e inyectiva, entonces

9 u(f:€) = «(F, h(C)).
Teorema 2.3.1 Si f : es una funcidn racional, distinta de la funcion identidad,

con puntos fijos (j, entona
s/o S unG) =
3

donde la suma es tomada sobre t@:s puntos fijos de f.

Observacién 2.3.2 Si [ es un poli jo de grado d = 2, entonces [ tiene al infinito
como punto fijo super-atractor por lo oL multiplicador correspondiente es igual a cero,

asi t(f,00) = 1. En consecuencigfbcuando [ es un polinomio, la suma de c(f, ) sobre
todos los puntos fijos de [ en al a

Sean oy, g9, 03, 04 las funciones simé cas ele?ales de los multiplicadores de P(z) €
Poly,(C), definidas en (2.1). El sigti 108 muestra que no necesitamos las
cuatro funciones simétricas, ya existe 1 yﬁelam al entre ellas.

Teorema 2.3.2 Siols denota las ﬁm(’w metm@leﬁmdas en (2.1), entonces ellas
satisfacen la siguiente relacion lineal

4 JG’]"’QJZ—G’; U

Demostracion 3 Sean py, pio, jt3 y pa, los multiplicadores dé los puntos fijos del polino-
mio P(z) € Poly,(C). Por la observacion (2.3.2) , tenemos qu€ la suma de los indices
de Fatou sobre los puntos fijos debe ser igual a cero, es decir, O/

4

1 1 1
0= (P, ()=
: ;1(@) 1—;;1—1—1—;;2—1—1—;;; l—m)\
Calculando esta suma, tenemos un cociente que debe ser cero, y por lo tant@ numerador
4=3(pm+ po+ ps+ pa) +20pape + paps + puapa + pops + prapa + papia) aftz +
Hafiapia + pafiats + fl2fiafle), \S\

es cero. Sustituyendo en esta expresion las funciones oy, 09,03 y 04 obtenemos la, rela-
cion buscada
+
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\

: D

Dado un polinotﬁ\ nénico centrado p(z) = 2% + ¢222 + e12 + ¢, se pueden determinar

los valores de las #iones 01,09 v 04, en términos de los pardmetros ¢g,e; vy co. Para
encontrar esta dep @a debemos tener presente tres relaciones:

4_301+202—032[).

1. Las funciones sin as de los puntos fijos z; determinan los coeficientes del poli-

nomio p(z) — z. o,

2. La definicion de los ju; v

3. La relacién (2.1). O

Explicitamente, tenemos que re&o@ﬂ siguiente sistema de ecuaciones.

I

1+ po + prg + fiy
Ja(peo + oz + pa) + prolpts + fra) + prapra =
[ifiafisply = O4. (2.2)

1

O P ZQ fs
T P 34

Con la ayuda de MAPLE podemos resolver este sistema de once em@mes v obtenemos

que )\
o, = —8¢+12 %

oy = 4y — 16¢ycy + 18¢] — 60¢; + 48 ;
o, = 16(3{;(2; — 4(:%(:3 — 1280%(2% + lélélr:nc%cz — 27(:‘11 + 8¢y r’; — 256(:3 \S\
288coercy + 1086 + 128¢ycy — 14463 + 64c;. ((-2\3)

E!n particular, podemos observar que la relaciéon entre o, v ¢; es la tinica relacion ]jn@
+
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2.3.2. 7 Espacio de Parametros

Usando las Telaciones obtenidas en (2.3) podemos definir la funcidn

U, : My(C) — X(4) c C?
(Py — (01, 09, 04)

donde Y(4) es la imagefi de M,(C) bajo W,. Al complemento €3\ 3(4) se le denota por
£(4) y se le llama el conjunto excepcional [FN]. Dados 01,05 y oy, de la relacién (2.3) es
posible encontrar los valores dé los pardmetros ¢, ¢; y ¢ que definen al o los polinomios
que son enviados a la terna (o, g4, 04) € C? bajo la funcién 4. Despejando los pardmetros
cn, 01 v ¢z del sistema de eclidciofies (2.3) en términos de oy, 09, 74, obtenemos

Cy = T
e = S_&
N 2 8
Y283 + 240,49 — 320, — 48
Cyp = . &7 72 s (24)
b12r
donde r es la raiz del siguiente polinomio cuadratice (véase [FN]),
G(c) = Ay(o1, 09, 04) >  A(01, 08, ah )c + Ag(o1, 02, 04) (2.5)

Ay = 262144(0y — 4)?

A = (2764807 — 147456020, — 58982407 + 3932160, 08 £ 13107202
+ 13107200, — 26214405 — 52428804 — 786432)

Ay = (907 + 2407 — 320, — 48)%.

el nimero de clases de conjugacién para una terna (oy, 09, 04) € €% vid, Wy, esta de-
terminado por el nimero de raices de G(¢), las cuales pueden ser 0,1,2 0 'oc, es decir,
#‘1’11(0—1: T, 04) € {U, 1: 2: OC}

Proposicién 2.3.3 El conjunto W' (01,09,04) es infinito si y solo si oy =4, 09 =
6y os=1. Ademds U;'(4,6,1) = {p(2) = (22 + %)2 +z| e eC}.

Demostracién 4 G(c) tiene infinitas raices si y solo st es idénticamente cero, esldecir,
Ay = A, = Ay, =0, entonces de (2.5), se tiene el sistema de ecuaciones
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oo—4 = 0
2764851+ 147456070y — 58982405 + 393216010, + 13107205
+13107200; — 2621440y — 5242880, — 786432 = 0
90% + 240 — 3200 — 48 = 0,
cuya solucion es
(o1,09,04) = (4,6,1).
Por lo que de (2.4) la terna (4, 6,1) tiene infinitas preimdgenes. Mds atin, podemos deter-
minar el conjunto V(4,649 epeontrando las clases que bajo Uy van a la terna (4,6,1);
para esto usamos la ecuacion (23], luego necesitamos resolver el siguiente sistema
-8 +12 = 4
46 — 16¢ocy + 186 — 60c; +48 = 6
16cocs — Ackcs — 128ckca + lddege?cy — 27¢1 + 8cicl + 256¢)
—288¢qcefyi+ 1086 £428ccy — 144¢3 + 64cio4 = 1.

Usando MAPLE obtenemos,

co = T;cl = 1,'ep =
Por lo tanto
4 2 a* 5 %2
Plz)=2"+az +z+I=(z +§) + 2,
asi ;
U4,6,1) = {P(:) = (4 2 + 2
2 act
|

Proposicién 2.3.4 La cardinalidad de ;' (01, 04, 04) es cero si § sobo si oy =4, 0y =

. A2
s—4
s, O4= (T) pare s # 6.
Demostracién 5 G(c) no tiene raices si y solo si es constante y diferefite)de cero, es
decir , Ay = Ay =0y Ag # 0. Por lo que se deben satisfacer lus siguientes ectiaciones.

Ty — 4 =0
27648071 — 147456070, — 58982407 + 393216010, + 13107205
+13107200, — 2621440, — 5242880, — 786432 = 0.
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(s —4)?

Resolviendo gbtenemos que (01,09, 04) = (4: S ) para s # 6. Luego, G(c) no

(s —4)?
4

estdn en la imagengde Vy(o,, 09, 04). Mds atin, por definicion y usando la ecuacion (2.4)

y (2.3) se sigue

obteniendo asi una caractevizacion del conjunio excepcional. |

liene raices sighsdlo si (o1,02,04) = (4, s, ), 8 # 6. Por lo que dichas ternas no

Observacién 2.3.3 Cuando af #4 y el discriminante de G(c) es cero, el polinomio tiene
una raiz y en el complemento de la proposicion 2.3.3 y 2.5.4 se liene 2 raices.

Corolario 2.3.1 El conjunto excepciamal £(4) es una superficie contenida en el plano

{(4,09,04)} C C*.

Proposicion 2.3.5 Ningin polinomio de grado cuatro tiene puntos fijos con multiplica-
doves p, g1, 2 — 11,2 — o (p# 1).

Demostracion 6 Supongamos que emiste un politomio cudrtico con estos multiplicado-
res. Sustituyendo en las funciones simélpitas eleméntales obtenemos que

o = p+p+2—p+2—p=4
oy = pp+A4p2—p)+ (2 - )2 —p) =2 +4p+4
on = pp(2—p)(2 - p) = p*(2 - p)*.

Si tomamos como s = —2u% + 4 + 4, entonces

(s—4)° (=24 +4p+4—4)°
4 4

=422 — p)? =g

42 . g
Como o4 = %, tenemos que esta terna pertenece al conjunto excepeionalyesto es una

contradiccidn, por lo tanto no existe un polinomio cudrtico con estos multiplicadores. M
Proposicién 2.3.6 Si tomamos una terna de la forma (4, 09, 04) € C*, entondesylos poli-

nomios que estan en la imagen inversa de la terna bajo Uy, tienen como los multiplicadores
ap,2— N2 — A\
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Demostraeion 7 Sean jiq, pto, piz, jtq los multiplicadores de los puntos fijos del polinomio
P, tal que WALR) = (4, a2, 04). Como los multiplicadores deben satisfacer la relacion (2.1)
y la condicion(deéyla observacion (2.3.2), se tiene el siguiente sistema de ecuaciones,

fig+ pe+ pg +py = 4
Walfly + pt3 + ) + pa(ps + pa) + papa

p Hiflafizity = Oy
1 1 1

+ == + = 0 2.6
].—p:g ]_—,ug l—,u3 1—#4 ( )

a2

Resolviendo el sistema (2.6) canaespecto a py, o, jt3 4y jg Se obtiene los cuatro valores
buseados. |

2.3.3. Lugar de Simetria

Un automorfismo de un polinomig'p dé grado n es una transformacion afin g tal que
gopog~t = p. Dado un polinomia=pla coletcidn de todos los automorfismos de p forman
un grupo y lo denotaremos por Aut(p):

Al conjunto
S, ={{p) € M,,(CT) ..Aut(p) .es-no trivial }

se le llama lugar de simetria.

Teorema 2.3.3 Un polinomio cudrtico mdnico tiene un_automorfismo no trivial si y sélo
si es conjugado al polinomio
2 4az,

donde a, € C.

Demostracion 8 Sea T(z) = az + 8 y p(2) = asz* + a32® + 09”4 a1z + ag, por la
definicion, un automorfismo T debe satisfacer lo siquiente:

TopoT '(z)—p(z) =0. (2.7)

Sustituyendo tenemos la ecuacion,

ot a’ a? v

-8)! -3 —B)° -8
(_.r(a‘;(z B'as =)', aG=p)" w( -)w) .
B — (agz? + azz® + ax2® + a1z +ag) = 0. (2.8)
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\

D.
Como es M ~uacion polinomial, para que sea idénticamente cero, sus coeficientes deben
SET CETO, €5 T,

P
an{.(f\a].aaﬁ + ay0?8% — aza 3 4 a8 —aga® + a8 = 0
/

—2as0%8 + 3aza8% —4as,3° = 0

O —asa® + aza? — 3azaf + 6a.8° = 0
@ —az0® + azor — dayB = 0
O’ —as0’ +ay = 0. (2.9)

Resolviendo el sistema de e?,(@ae (2.9) con respecto a v, 8, ay, ay, az, az y a4, se tiene
la siguiente solucion: ;-.

1’

a4, = 1.
% O (2.10)

El parametro « es una raiz del polinomio cuadrdtico de E@ld 22+ 241, por lo tanto
Aut(p) es no trivial cuando p(z) es conjugado al polinomio

+.a1z.
A esta familia de polinomios que estd en el lugar de simetria de ios inomios cuadraticos,
le podemos aplicar la funcién ¥, y obtenemos el siguiente result

%
Q\S‘

‘©

*

35




2. Dinamica de Polinomios

Teorema 273.4 El lugar de simetria de Poly,(C) se puede ver en C* como la siguiente
superficie,

a = s
) oy = 3(3s —(4)(5 +4) seC
3s
s 12)

4096

Demostracion 9 Del teoremu 2.3.3 tenemos que el lugar de simetria de la familia de
polinomios cudrticos estd dado'pef los polinomios

o) = 2* + a2

Sustituyendo en (2.3) tenemos,

a, = —gﬂ.]_ + 12
oy = 1845 % 60a; +48
oy = —27a}+108a3 £ 14dad + 64a,, (2.11)

I

) : 1 ) .
de o, se liene que a; = 3~ gcrl_, sustitiyéndo el valor de a, en la ecuacion (2.11) y
resolviendo el sistema de ecuacidon que resulta de realizde la sustitucion de ay, se coneluye
que el lugar de simetria en C* es el siguiente:

( aT = s
_ 3(3s—4)(s+4)
17T 35
(e ANZie e
oy — (3s —4)*(s 12).

4096
Donde s € C.
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Si consideramos vy B parametros reales, entonces el lugar de conexidad (conjunto de
parametros A — Bpara los cuales el conjunto de Julia Jp es conexo) es un subconjunto
compacto del planos se muestra en la figura 3.1.

Figura 3.1: Lugar de conexidad para la la familia P4p(z)scuando A y B son pardmetros
reales.

Definicién 3.1.1 Para cada n € C, Per;(n) C My(C) es el conjitiitgede todas las clases
de conjugacion (P) de polinomios de P(z) que tienen un punto fijo@mn-multiplicador igual
an.

Definicién 3.1.2 El lugar de coneridad C, en el espacio de pardmetros]’ de una familia
de polinomios Py se define como :

C={NeTl:K(P\) es conero }.
Para entender el lugar de conexidad de la familia P,p, en este trabajo analizaremos

el Per;(0) de la familia. De acuerdo a la definicién 3.1.1 Per;(0) es igual al siguiente
conjunto:
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l.e; =0

2. ¢ —24 o&

. Oy = 5 O
3.0y =— ;QA. \/O

: Pap tiene un punto [ijo con multiplicador igual a 0}.

ap(2) = z* + Az% + B son los siguientes:

Para encontrar el Per,(0) consid@ﬁ; los siguientes casos:

Caso 1. Los polinomios que fijan g puﬂl’écrl’tico ¢ = 0 satisfacen ,

aB(c1
(W)
} .

Esto se cumple, cuando

asi

por los pardmetros A € C para los cuales la érbita de ¢; qu

Cl.

¢
0, o-

(3.3)

PAB(z)C:\@—k Azo

aacotada (véase figura 3.2).

Como el punto critico ¢; es un punto fijo de P(z), el lugar@;&xidaﬂ estd determinado

Note que sélo consideramos la 6rbita de ¢y yva que la drbita d

iterada con la orbita de cs.

Caso 2. Los polinomios que fijan el punto critico ¢» =

PAB(CQ) = (9.

Por lo tanto )
A
B="—
1 +
Asi

Pap(2) = 2* + A2?

39

@;incide desde la primera
VA, sl
5 s &c&n

(3.4)

\/—QA_

’ Y,
A yo2A R)
+?+ 5 (\

O

*
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Figura 3.2: Lugar de cofiexidad d¢ la familia Pyg(z) = 2* + Az%

Ya que los puntos criticos ¢y v ¢3 son puntos fijo§ de.Pap(z), el lugar de conexidad de la
familia es el conjunto de pardmetros A € Cepara log.cuales la drbita de ¢; queda acotada
(véase figura 3.3).

v—2A4

Caso 3. Los polinomios que fijan el punto critico ¢z = = U satisfacen

Pag(c3) = c3. (3.5)

Por lo tanto

A2 /24

B=— - —
4 2
Asi,
A \/—24
PAB(Z)_Z +42+ —
4 2
Como los puntos criticos ea y 3 son puntos fijos de Pag(z), el lugar de epnéxidad de

la familia es el conjunto de los pardmetros A € C para los {ll(l.l{.‘b la 6rbita de~¢) queda
acotada (véase figura 3.4).
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Figura 3.3: Lugar de conexidad de la faphilia Pyp(z) = 2* + A2 + ATA + =24

2

3.2. Conjunto de Julia Lleno

Cuando elegimos dos parametros en C v\ componentosJsus correspondientes polinomios
en la familia cuadritica Py(z) = 22 + Az (v€ase figurd 3¢5), el resultado es un polinomio
cuartico con alo mas dos dinamicas distintas. ka preguntafesccuantas dinamicas diferentes
podemos obtener y que relacion guarda con la dinamica original. En la siguiente seccidn
analizaremos esta pregunta.

Recordemos que de la composicién de P,(z) = 22+ az y Py(e)= z? + bz obtenemos el
polinomio cudrtico,

P(z) = 2* + A2 + B,

donde

,
A =L
2
a(a® — 4ab + 8)
p = & T e 3.6
16 (3.6)

Si resolvemos el sistema de ecuaciones (3.6) obtendremos cuatro pares de pardmetros
e T oo araioe de el e .2 i .2 N
(a;, b;) que corresponden a parejas de polinomios P, (z) = z*+a;z2y Py, (2) = 2*+b;z2, tales
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N’ : ,, A2 V24
Figura 3.4: Lugar de conexidad de,la faniliar Pap(2) = 2* + Az + VT

que bajo la composicién generan el misme”polinomio c¢uartico, es decir Py, (Py,(2)) = P(2)
para j € {1,2,3,4}.

Para poder obtener las diferentes dindmicas harémos ugo de las herramientas desarrolladas
en la seccidon 2.3, donde se obtiene la relaciénsque existe<€ntres los o's vy los coeficientes
del polinomio P(z). Ademés del hecho que las funciones Simétricas de los puntos fijos de
P determinan los coeficientes del polinomio P(z) — z.

Usando la definicién de los multiplicadores v las funciones ‘simétricas o’s, tenemos el
siguiente sistema de ecuaciones que satisfacen los multiplicadores;
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Figura 3.5: Lugar”de conexidad de Py(2) = 2% + Az.

21 T 297 z3 1+

21(20 + 25 + 21) + 20(23 + £4) A 2024
212923 + 212024 + 212324 + 292324

2122232

M1+ po + ptg + pa
pa (e + pes + prg) + po(ps + pa) + sty

Mafafiz iy
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ala’ — 4ab + 8)
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3. D,'ﬁglica de Polinomios Acoplados
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*
Con la ayudé de MAPLE, resolvemos el sistema (3.7), y obtenemos las siguientes relaciones
que existe los multiplicadores y los coeficientes del polinomio P(z).

.- &

oy = 48 +§§}\¢'2aﬁ +24a%b + 18a2? — 8ab — 20
oy = a(—4dab 9 a®)(a® — 4a°b + 4a° + 2a*b? — 8a®b + 4ab® — 4ab® + 8b+ b%). (3.8)

El procedimiento que llevar acabo para poder encontrar un polinomio cudrtico P con una
dindmica determinada, sera c:r?ﬂonar los valores de uno o dos multiplicadores v verificando
lo que le ocurre a la érbita de q&ltos criticos.

Consideremos pq = s y ps = t. ituyendo en el siguiente sistema de ecuaciones que deben
satisfacer los multiplicadores, /\

:el + p2 + 3+ pa -12

Hipe + pa s Ha +paps £ popa + paps = S1

[ phafis fg 59

S o, W % L 0

1— : 1 (i 1— pa '
7

- (3.9)

asi obtenemos los valores de los multiplicadorc 4y lﬂ?nciones a's. Sustituyendo o, o2, 04
en el sistema de ecuaciones (3.8), obtenemos 1 lores e@parémetros a y b, los cuales de-
terminan el polinomio con los multiplicadores dados.

Proposicién 3.2.1 Eriste un polinomio cudrtico P1(z), cuyo cm@a de Julia lleno contiene
en su interior una sola componente de Fatou. Esta componente corresponde a un punto fijo
atractor y el polinomio puede ser obtenido tomando: @

(2) Pa(z) eon un punto atractor de periodo dos y Py(z) con un punto fijo

(1) Pu(z) eon un punto fijo atractor y Py(z) con un punto fijo atmctor: »
tractor.

(3) Pa(z) con conjunto de Julia totalmente disconexo y Py(z) con conjunto de talmente

disconexo. ;

Demostracién 10 Para poder obtener el polinomio cudrtico Py(z) con un punto fij ctor
haremos uso del sistema (3.9). Asignando valores a los primeros dos multiplicadores y ms@n-

do para los otros dos. o

*
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3. Dindamica de Polinomios Acoplados

\
Sea 1 =0901‘996121 y pe = 170280556, resolviendo el sistema (3.9) con los valores de jy
y po dados, btiene que pz = 1.70289556 y pg = 8.24078396. En consecuencia, se tiene
o9 = 36.92924 y oy = 12.235204. Usando la ecuacidn (3.8) se obtienen los valores de los
coeficientes del ‘polifigmio P1(z).

A

2

2—-2+4 o) z5 4+ 5 5 B) 3.10)
Para determinar la dz'n; pita del polinomio P1(z), calculamos la drbita de los puntos criticos
y usamos el teorema 1.2. a la figura 3.6 se muestran las drbitas de los puntos criticos, las
cuales convergen al punto ﬂ 0.61803398. Por lo tanto el polinomio cudrtico (3.10) tiene un
atractor global. /
Como Pi(z) se obtz’ene e la sicidn de dos polinomios cuadrdticos de la forma P, (z) =
24 ajz y By, (2) =22+ a;z, la r _entre los coeficientes del polinomio cudrtico P1(z) y los

éecuacwn (3.6), es decir

v v

35

=

=

Vv_ F
§ 2+2

polinomios cuadratzcos estd dada p

_\:’§_®v’F B b_%

O =

3V- 5 vr1_0 35 dab + 8

224 2 — " (a—a-f-) (3.11)

2 2 16
Resolviendo la ecuacién (3.11), se ob ntes valores de los pardmetros a;, b; para
j €11,2,3,4} de los polinomios cuadr cm aszcwn es P1(z). Los valores obtenidos
para los pardmetros a;,b; se muestran e cﬂ)la mzsmo usando el teorema 1.2.6, en
la tercera columna de la tabla 3.1 se mues correspandz'ente a cada polinomio
cuadrdtico y en la cuarta columna se indica ra correspondiente donde se puede observar
el conjunto de Julia lleno y la drbita del punto ico del mio cuadrdtico.

%

‘©

*

45




3. Dinamica de Polinomios Acoplados

Parejas |/Parametros Dinamica Figura 3.7

b= 2 85217309288 Un punto fijo atractor (a)
1) b2 2.88930009101 Un punto fijo atractor (b)
a0 N5 41 Un punto de periodo dos (c)
2) by — £33 41 Un solo punto fijo atractor (d)
a5 = —08080525576 + 0.87848978i Con_junto de Julia totalmen- (e)

3) te disconexo
by — —1.237648264 — 0709865917 Conjunto de Julia totalmen- ()

' te disconexo
1y = —0.80805355762- 0.87848978i Con_junto de Julia totalmen- (2)

4) te disconexo

by = —1.237543264 +0.709865914

Conjunto de Julia totalmen-
te disconexo

Cuadro 3.1: Parejas de parameteos que generan el polinomio cudrtico P;(z)

En la pareja uno de la tabla 3.1 se maiestran desipardmetros cuyos polinomios cuadrdticos tienen
un punto fijo atractor y la composicién_gs el polinomio Py (z), mostrando que la composicidn de

dos atractores puede generar un polinpmie cudrlicoscon un atractor global, con esto se tiene
(1). La pareja dos de la tabla 3.1 nos muestrg dosgpardmetros de los polinomios cuadrdticos,
F,,(z) con una drbita de periodo dos atractora_(véase 3.0 fc)) y Py, (z) con un punto fijo atractor
(véase 3.6 (d)). La composicion de ellos genera’el polingmie P1(z) con un atractor global, con
esto se tiene (2). De la misma forma se mudstran los pardmetros de polinomios cuadrdticos
con conjunto de Julia totalmente disconero, y cuya composicidn es el mismo polinomio cudrtico

P1(z) con un conjunto de Julia lleno conexo y un atractor glabal)con esto se tiene (3). |
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3. Dinamica de Polinomios Acoplados

Figura 3.6: Conjunto de Juliadleno con/un solo punto fijo atractor
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3. Dinamica de Polinomios Acoplados

(a) Conjunto de Julia lleno de P, (2) (b) Conjunto de Julia lleno de P, (z)

(e) Conjunto de Julia lleno dé P, (z) () Conjunto de Julia lleno de P, (z)

(e) Conjunto de Julia de P, (z) (f) Conjunto de"Julia de P, (z)

(g) Conjunto de Julia de £, (z) (h) Conjunto de Julia de Py, (z)

Figura 3.7: Conjuntos de Julia lleno
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3. Dindamica de Polinomios Acoplados

A\

>
Proposi?lﬁd'z.2.2 Eziste un polinomio cudrtico Pa(z) con dos puntos fijos atractores en su

conjunto de lleno el cual se obtiene tomando:

(1) Pa(z) co&‘unw fijo atractor y Py(z) con conjunto de Julia totalmente disconezxo.

(1) Pa(z) con c@)& de Julia totalmente disconexo y Py con conjunto de Julia totalmente
disconero.

Demostracién 11 Pﬁfl‘@f’?‘ obtener el polinomio cudrtico Pa(z) con dos puntos fijos atrac-
tores haremos uso del sis .9). Asignando valores a los primeros dos multiplicadores y
resolviendo para los otros d

Sea i1 = 0.436319869405036 1 = 0.722521677729442. Resolviendo el sistema (3.9) con los
valores de (1 y po dados se ob@ que pz = 11.4055161893003 y py = 2.23625326407938.
En consecuencia, se tiene o9 = 4 @2209 y oq = 8.040661975. Usando la ecuacién (3.8) se
obtienen los valores de los coeficien olinomio cudrtico,

Pa(z) = 4 V-2+1) 1) 22 + % (3.12)

'P . caleulamos la drbita de los puntos criti-
cos y usamos el teorema 1.2.6. En k e muestmn las drbitas de los puntos criticos
z1 = 0,20 = 042779983 — 0.826445 3 —Q42779983 + 0.826445824, donde la orbita

de z1 converge al punto fijo atractor orb Dgzz zg convergen al punto fijo atractor
0.47170593 — 0.65388663i. Por lo tanto, e o ﬁomz 0 (3.12) tiene dos atmr’ton’s Como

Para determinar la dindmica de

Py(z) se obtiem’ de la composicion de dosp ws c iticos de la forma Py, (2) = 22 +ajzy
Py(z) = 2> +ajz, la relacion entre los (’Of’ﬁ(’ df’E po@uo cudrtico Po( z) y los polinomios
cuadrdticos estd dada por la ecuacidn (3.6), E’S Sir
.
2

V241 = b—% ;
1 ala® — 4ab + 8)

T O/ (3.13)

Resolviendo la ecuacidn (3.13), se obtienen los siguientes valores de los @imetms a;,b; para
J € {1,2,3,4}, de los polinomios cuadrditicos cuya composicion es Po(z). Loshvalores de los
pardmetros a; y b; se muestran en la tabla 5.2. Asi mismo usando el teoremad.2.6, en la tercera
columna de la tabla 3.2, se muestra la dindmica correspondiente a cada polz’no@:u drdtico y
en la cuarta columna se indica la figura correspondiente donde se puede observa 6nj’unm de
Julia lleno y la orbita del punto critico del polinomio cuadrdtico.

(%\O
O

*




3. Dinamica de Polinomios Acoplados

Parejas |/Parametros Dinamica Figura 3.9
= 0.292521443 + 0.080380736; | Un punto fijo atractor (a)
1) bi(=.1.03955386 + 1.43772665i Conjunto de Julia totalmen- (b)
te disconexo
1y = £1.19644534 + 2.71284272i Conjunto de Julia totalmen- (c)
2) te disconexo
by = —1.56008350 — 2.64540730i Conjunto de Julia totalmen- (d)
te disconexo
a3 = 0.260512024 1.48545018i Conjunto de Julia totalmen- (e)
3) ' te disconexo
by = —0.06934787 +1.02723502i Conjunto de Julia totalmen- (f)
te disconexo
ay = 0.943411873 — 130777327: Conjunto de Julia totalmen- (2)
4) te disconexo
by = 0.589877507 & 0.18044472; Un solo punto fijo atractor (h)

Cuadro 3.2: Parejas de pardmetros que generan el polinomio cudrtico Pa(z)

En la pareja uno y cuatro de la tabla 3.3.se'muestrancliatro pardmetros. Los polinomios cuadrdti-
cos Py, (z) y Py, (z) tienen un punto fijo atractor y log polinomios Py (z) y Fy,(2) tienen un con-
junto de Julia totalmente disconexo. La composicion de Py, (z) con Py, (z) y Pa,(z) con By, (z) es
el polinomio cudrtico Pa(z) con dos atractorés, con esto s€ tiene (1). Asi mismo las parejas dos
y tres de la tabla 3.2 muestran los pardmetros (de_polinomios-euadrdticos con conjunto de Julia
totalmente disconexo y la composicion de Py,(z) con Py,(z)\ydyu, (z) con By,(z) es el polinomio
cudrtico Pa(z) con conjunto de Julia lleno conexo y dos atractores, con esto se tiene (2) . W
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3. Dinamica de Polinomios Acoplados

Figura 3.8: Conjunto de Julia lleno con dos*puntos fijos atractores




3. Dinamica de Polinomios Acoplados

(a) Conjunto de Julia lleno de P, (2) (b) Conjunto de Julia lleno de P, (z)

(e) Conjunto de Julia lleno dé P, (z) () Conjunto de Julia lleno de P, (z)

08 06 04 GF 0402 04 05 0B 1

(e) Conjunto de Julia lleno de P,,(z) (f) Conjunto de Julia lleno de B, (z)

(g) Conjunto de Julia lleno de F.,(z) (h) Conjunto de Julia lleno de £, (z)

Figura 3.9: Conjuntos de Julia lleno

52




3. D"ﬁ%lglica de Polinomios Acoplados

*
Proposi?ﬁ‘i.2.3 Eziste un polinomio cudrtico P3(z) con un punto fijo atractor y un punto

fijo parabdlic su conjunto de Julia lleno, resultado de la composicidn de :

(1) Pa(z) co@q‘unw atractor de periodo dos y Py(z) con un punto atractor de periodo dos.

(2) Pu(z) con c@a de Julia totalmente disconexo y Py con un punto fijo atractor.

Demostraciéon 12 P tener el polinomio cudrtico Ps(z) con un punto fijo atractor y un
punto parabdlico har‘emo‘@ del sistema (3.9). Asignando valores a los primeros dos multipli-
cadores y resolviendo para Ofm dos.
Sea pp = 0.40880843 y puo Resolviendo el sistema (3.9) con los valores de p1 y po
dados se obtiene pz = 10.632 Y pa = 1.499999. En consecuencia se tiene, oo = 33.44947071
y o4 = 6.5198873 . Usando la @”wn (3.8) se obtienen los valores de los coeficientes del

—

T
3

polinomio cudrtico,

Ps(z) = 2z + (—2.108893535 + 0. 397% i)2% + 0.09068800125 — 0.2909712453i.  (3.14)
Para determinar la dindmica del polfnomio*P: ml(’ulamm la orbita de los puntos criticos y
usamos el teorema 1.2.6 y 1.2.7. 99 mumtmn las érbitas de los puntos criticos
z1 = 0, 20 = 1.03050916 — 0.086616255¢ 0091 + 0.086616255¢. Donde la drbita de

z1 converge al punto fijo parabdlico 0.1 168i y las orbitas de zo y z3 convergen
al punto fijo atractor —0.97916556 + 0. 942 [ el polinomio cudrtico (3.14) tiene un

punto fijo atractor y un punto fijo parabolie
Coma Ps(z) se obtiene de la composicidn d do mlz’n@ cuadrdticos de la forma P, (z) =
24 ajz y By, (2) =22+ a;z, la relacion entre @veﬁcz’e 2| polinomio cudrtico Ps(z) y los

polinomios cuadrdticos estd dada por la ecuacidng3.6), es
?)

—2.10889353 + 0.35703538; = b— % (9

3 _ Aah
0.090688001 — 0.29097124i — '1(&41(?‘*‘@/ (3.15)

Resolviendo la ecuacidn (3.15), se obtienen los otros wvalores de los pardmetros a;,b; para
J € {1,2,3,4}, de los polinomios cuadrdticos cuya composicion es Ps( z) alores de los
pardmetros aj y bj, se muestran en la tabla 3.3. Asi mismo, usando el teore 26y 1.2.7,
en la tercera columna de la tabla 3.3, se muestra la dindmica correspondiente a nolinomio
cuadrdtico y en la cuarta columna se indica la figura correspondiente donde se _;ué

el conjunto de Julia lleno y la drbita del punto critico del polinomio cuadrdtico.

bservar

O
‘©
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3. Dinamica de Polinomios Acoplados

by = —2.13943910 + 0:25373495:

te disconexo

Parejas |/Parametros Dinamica Figura 3.11

b= 3274496901 — 0.138150743; | Un punto atractor de perio- (a)

1) do dos
by =73.24272862 — 0.09533880i Un punto atractor de perio- (b)

do dos
2 1y = — 159397207 + 0.34655491 f:’(‘;j:}:gi;i; Julia totalmen (c)
b — —0 80857021 — () 10526348 Un punto fijo atractor ((1)
B o caqaare; | Conjunto de Julia totalmen- (e)

3) az = —1.95833113 + 0.16343918i te disconexo

by = —0.2047198¥%.0.03696732; | Un punto fijo atractor (f)
s = 0.27780629 — 0.37184336i Un punto fijo atractor (8)
4) Conjunto de Julia totalmen- (h)

Cuadro 3.3: Parejas de pardmetsos gue generan el polinomio cudrtico Ps(z)

La pareja uno de la tabla 3.3 muestra_des-pardmetros cuyos polinomios cuadrdticos tienen un
punto fijo atractor de periodo dos y de la composicin de estos dos polinomios resulta el poli-
nomio cudrtico (3.14), esto muestra que~de~la,composicion de dos polinomios cuadrdticos con
un atractor de periodo dos se puede obtener un polinbmio cudrtico con un punto fijo atractor
atractor y un punto fijo parabdlico, con esto e tiene (1). A8t mismo las parejas dos, tres, cuatro
de la tabla 3.3 muestran los pardmetros de log polinomios” cuadrdticos Py, (z), Pa,(2) v Py, (4)
con conjunto de Julia totalmente disconexo y B,,(z), P, y'Ey(z) con un punto fijo atractor y
cuya composicion de Py (z) con By, para j € {2,3,4}, resultd ellpolinomio cudrtico P3(z) con
un punto fijo atractor y un punto fijo parabdlico, con esto se tieneH(2) .




3. Dinamica de Polinomios Acoplados

Figura 3.10: Conjunto de Julia lleno con un punto [ijoétractor y un punto fijo parabdlico

on
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3. Dinamica de Polinomios Acoplados

(a) Conjunto de Julia lleno de P, (z) (b) Conjunto de Julia lleno de P, (z)

(e) Conjunto de Julia lleno dé P,,(z) (d) Conjunto de Julia lleno de B, (z)

(e) Conjunto de Julia lleno de P,,(z) (f) Conjunto de Julia lleno de B, (z)

(g) Conjunto de Julia lleno de F.,(z) (h) Conjunto de Julia lleno de £, (z)
Figura 3.11: Conjuntos de Julia lleno
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A\

*
Proposi?ﬁd'z.lzl Eziste un polinomio cudrtico Py(z) con un punto fijo atractor y un disco

de Siegel res o de la composicién de :

(1) Pa(z) co&‘unw fijo atractor y Py(z) con conjunto de Julia totalmente disconezxo.

(2) P, con conj@ de Julia totalmente disconexo y F, con conjunto de Julia totalmente

disconexo. /

Demostracion 13 Parr@er obtener el polinomio cudrtico Py(z) con un punto fijo atrac-
tor y un disco de Siegel h uso del sistema (3.9). Asignando valores a los primeros dos
multiplicadores y resolviendospara los otros dos.

Sea py = emi(V5-1) Yy pe= U.QM).sohn'endo el sistema (3.9) con los valores de py y po dados
se obtiene que jz = 10.74036027@74139412’- y g = 1.08490861 + 0.00135083264.

En consecuencia se tiene oy = 13.0&%13 — 7.740056124i y o4 = —T7.37664363 — T.680248434.
Usando la ecuacidn (3.8) se obtiene Waiores de los coeficientes del polinomio cudrtico,

Pa(z) = 2% + (1.13354586 —%33502’}22 + 0.07465710 + 0.10527705 (3.16)
Para determinar la dindmica del omid Py(z), notemos que p; = e donde 0 = @
es diofantino. Por el toerema de Siegel, coné 0s que Py(z) tiene un disco de Siegel. Para
determinar la otra dindmica, calcul te orbitastle los puntos criticos y usamos el teorema
1.2.5 y 1.2.6. En la figura 3.12 se mt n Ea&' s de los puntos criticos zy = 0,29 =
—0.46188824 — 0.883240447 y z3 = 0.46 lf-i— 0.8 44i. Donde la drbita de z1 converge al
punto fijo atractor 0 y por teorema 1.2.5, las

jchitas y z3 se hacen densas en la frontera
del disco de Siegel. Por lo tanto el polinomid_cudrtico (39} tiene un punto fijo atractor y un
disco de Siegel. g

Como Py(z) se obtiene de la composicion de dosspolinomi
22+ ajz y By, (2) = 22 + a;z, la relacion entre los coeficientes

drdticos de la forma P, (z) =
linomio cudrtico Py(z) y los

2
a
113354586 — 1.63183350i = b — o O’
3
. ala? —dab+4 8 ®
0.07465710 + 0.10527705i = “‘*(‘*1—6“'**) )\ (3.17)
Resolviendo la ecuacion (3.17), se oblienen los otros valores de los pardm a;, b para
7 € {1,2,3,4}, de los polinomios cuadriticos cuya composicion es Py(z). Los 6&9 de los
pardmetros a; y b; se muestran en la tabla 3.4. Asi mismo usando el teorema J.uy 1.2.6,
en la tercera columna de la tabla 3.4, se muestra la dindmica correspondiente a cad inomio
cuadrdtico y en la cuarta columna se indica la figura correspondiente donde se puede@rmr
el conjunto de Julia lleno y la drbita del punto critico del polinomio cuadrdtico. (\
+
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3. Dinamica de Polinomios Acoplados

Parejas |/Parametros Dinamica Figura 3.13

= []3:}123112 + []18[]25}5}2[]? I,Tll I'Jl.llll.(} [1]0 atractor (8.-)

1) hi(=.1.08096423 — 1.46171071¢ Conjunto de Julia totalmen- (b)
te disconexo

s = 0.28484118 + 0.39480957i Un punto fijo atractor (c)

2) by = 1.09634580 — 1.51937547i Conjunto de Julia totalmen- (d)
te disconexo

s — 0.911457040 + 1.98533420i Conjunto de Julia totalmen- (e)
3) R ' R te disconexo

by = —0.42184086 +.0.17774004i Con un punto fijo atractor (f)

as = —1.55054580"=2.86039898i Conjunto de Julia totalmen- (2)
4) te disconexo

by = —1.75529918 + 2:80334614:

Conjunto de Julia totalmen-
te disconexo

Cuadro 3.4: Parejas de pardmetsos gue generan el polinomio cudrtico Py(z)

Las parejas uno, dos y tres de la tabld 3.4-muestrandos parametros de los polinomios cuadrdticos
Py (2),Pa,(z) y Py, con un punto fijosatractor y'\Ey(z), Fy,(2) y Fu,(2) con conjunto de Julia
totalmente disconero, de cuya composicion Tesulta el’polinomio cudrtico Pa(z) con conjunto de
Julia lleno conexo y un atractor y un discosde_Siegel, €sto muestra (1). Por otra parte la pareja
cuatro nos muestra dos pardmetros de polinamios cuadratices con conjunto de Julia totalmente
disconexo. Sin embargo, de la composicion resulta el polineinie, cudrtico Pi(z) con un punto fijo

atractor y un disco de Siegel, por lo tanto se tieng (2).




3. Dinamica de Polinomios Acoplados

Figura 3.12: Conjunto de Julia lleno cofi unh punto fijo atractor y un disco de Siegel
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3. Dinamica de Polinomios Acoplados

(a) Conjunto de Julia lleno de P, (2) (b) Conjunto de Julia lleno de P, (z)

(e) Conjunto de Julia lleno dé P, (z) () Conjunto de Julia lleno de P, (z)

(e) Conjunto de Julia lleno de P,,(z) (f) Conjunto de Julia lleno de Py, (z)

(g) Conjunto de Julia lleno de F.,(z) (h) Conjunto de Julia lleno de £, (z)

Figura 3.13: Conjuntos de Julia lleno
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A\

*

Proposi?ﬁd' .2.5 Eriste un polinomio cudrtico Ps(z) con conjunto de Julia lleno conero y
una inica co ente de Fatou acotada fija, correspondiente a un disco de Siegel. Este polinomio
se puede obten@ componer una parejo de polinomios cuadrdticos con las siguientes dindmicas

>
(1) Pa(z) con m&%@'de Siegel y Py(2) con un disco de Siegel.

(2) Pa(z) con pumo@ﬂtmctor y Py(z) con un punto fijo atractor.

(3) Pa(z) con conjunto ia totalmente disconexo y Py(z) con conjunto de Julia totalmente
disconero.

Demostracién 14 Recomfem/ > la composicion de dos polinomios cuadrdticos con dominios
de rotacion y dngulo de rotacion iho_algebraico, nos proporciona un polinomio cudrtico con un
dominio de rotacion (disco de Sieg mos a comenzar la demostracion fijando como nimero

de rotacion 1 = 3@ y o = ﬁ% /\

Sea ®
(3.18)

P,(z)= z2 4 i 1) Py(z) = 2% + ze™
polinomios cuadrdticos con disco de gf’l (Véa: ﬁ ra 3.15 (a) y figura 3.15 (b)). De la com-
posicion de Py(z) con Py(z) se obtiene ‘J?Jimo cudrtico con dominio de rotacion alrededor

de cero y que es conjugado al siguiente omw ?@m

—

. :i\/E—Z)!

2

2 V5 4?7@(\/5—1)
2 2 e

e‘ 2t —

M ?Ti(\/g—l) @

€ 3 ;
- . 1
1 T O (3.19)
Este polinomio cudrtico tg,e un punto fijo en —0.3686844 — 0.33774514 c@muﬁz’ph’cador e2mil

l\3||—l

con 8 de tipo diofantino. Por el teorema de Siegel eviste una vecindad U del o fijo, donde
la dindmica es conjugada a una rotacion, es decir,se tiene un disco de Siege (m’ e 3.14 ).
Para determinar la dindmica en todo K (Ps), calculamos la drbita de los puntos Y USAMOSs
el teorema 1.2.5. En la figura 3.14 se muestran las drbitas de los puntos r’mtzmé 0,20 =
0.572687518 + 0.643636713i y z3 = —0.572687518 — 0.643636713i, y puede abs'f’m;(s?que las
drbitas de los puntos criticos zo, z3 estdn en la frontera y la drbita de zy esta dentro o de
Siegel. Por lo tanto los tres puntos criticos de Ps(z), estin atrapadas por la dz’naﬁmz’ca\%co
de Siegel. En consecuencia K(P5) es conero y tiene una sdla componente de Fatou fija, la ¢
corresponde al disco de Siegel. d

*
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3. Dinamica de Polinomios Acoplados

De acuerdod la ecuacion (3.6) el polinomio cudrtico Ps(z) se puede obtener de la composicion
de otros trespazes de polinomios cuadrdticos de la forma Py(z) = 22 + Az, es decir

2
501 51
gpp | X2 2 omi [ X2 2 .
21”(2 3) 1 ’”(2 2) a2
e “35e = b—-—

wi,(9v5 - 8) m'.(\/ﬁ_ 1)

L B a(a® —dab + 8)
16 4 2 - 16 :

i (\/5 - 1)

(3.20)

Resolviendo la ecuacion (3.20), “se obtienen los otros valores de los pardmetros aj,b; para
J € {1,2,3,4}, de los polinomios euadrditicos cuya composicion es Ps(z). Los valores de los
pardmetros a; y b; se muestran en la”tabla 3.5. Asi mismo, usando el teorema 1.2.5 y 1.2.0,
en la tercera columna de la tabla 3.5, se especifica la dindmica correspondiente a cada polinomio
cuadrdtico y en la cuarta columna se indiea-ebinciso de la figura 5.15, en el cual se muestra el
conjunto de Julia lleno y la drbita del punto eritico del polinomio cuadrdtico.

Parejas | Parametros Dinamica Figura 3.15

ay = emiv5-1) Disco de Siegel (a)
1) b, — pmi(2E=2 Diseo-de Siegel (b)
as = 2.269572069 + 0.908705758 | Unpunto fijo atractor (c)
2) by = 2.335200064 + 0.5879623607y Un punto fijo atractor (d)
as = 0.015639824 + 1.903573000;, | Comjunto e Julia totalmen- (e)

3) te disconexo
by = —1.639078345 — 1.444639299; | Conjunto dé Julia totalmen- ()

te disconexod
ay = —1.547843015 — 2.136788473i | Conjunto de Julia totalmen- (2)

4) te disconexo
Conjunto de Juliatotalmen- (h)

by = —0.912429035 + 1.8330022667 | 1, Jisconexo

Cuadro 3.5: Parejas de pardmetros que generan el polinomio cudttico.Ps(z)

En la pareja dos de la tabla 3.5 se muestra dos pardmetros cuyos polinomios cuadratteos tienen
un punto fijo atractor y la composicion de P, (z) con Py, (z) resulta el polinomio cudrtico'3.19),
mostrando que la composicion de dos atractores puede generar un polinomio cudrtico con unsdisco
de Siegel. Asi mismo, en la tabla 3.5 se muestran las parejas tres y cuatro de pardmetres, las
cuales corresponden a polinomios cuadrdticos con conjunto de Julia totalmente disconexol De
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3. Dinamica de Polinomios Acoplados

la compoicion, de Py,(z) con Py, (z) y Py (z) con B, (z) se obtiene el polinomio cudrtico con

conjunto de Julia lleno conexo y un disco de Siegel, por lo tanto se tiene (3).

Figura 3.14: Conjunto de Julia lleno con un“disco de Siegel
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3. Dinamica de Polinomios Acoplados

(a) Conjunto de Julia lleno de P, (2) (b) Conjunto de Julia lleno de P, (z)

(e) Conjunto de Julia lleno dé P, (z) () Conjunto de Julia lleno de P, (z)

(e) Conjunto de Julia lleno de P,,(z) (f) Conjunto de Julia lleno de Py, (z)

18 E 28 8 -1 08 [ 08 1 . 2 28

(g) Conjunto de Julia lleno de F.,(z) (h) Conjunto de Julia lleno de £, (z)

Figura 3.15: Conjuntos de Julia lleno
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3. Dindamica de Polinomios Acoplados

\

>

Proposi?lﬁd' .2.6 Euziste un polinomio cudrtico Pg(z) con un conjunto de Julia lleno conexo
y su interio una unica componente de Fatou generada por un punto fijo parabdlico. Este
polinomio pued@r obtenido de la composicion de dos polinomios cuadrdtico, con las siguientes

dinamicas: /\
(1) Pa(z) con u@}o fijo parabdlico y Py(z) con un punto fijo parabdlico.
(2) Pu(z) con punta@tmctar y Py(z) con un punto fijo atractor.
(3) Pu(z) con conjunto@ulm totalmente disconexo y Py(z) con conjunto de Julia totalmente

disconexo. O

Demostracién 15 Recordemo e de la composicion de dos polinomios cuadrdticos con pun-
tos fijos parabdlicos resulta un p@mio cudrtico con un punto fijo parabdlico , por lo que el
primer resultado de teorema se tie @nm mostrar los siguientes incisos. Sean

Fu(2) = z +®m%, Py(z) = 224 ze’ri%_‘

la composicidn de P,(z) con By(z ene inomio cudrtico con un punto fijo parabolico
en cero, el cual es conjugado al sigu ,&ulma io.cudrtico.

e

polinomios cuadrdticos con punto.@asbdhcas (Véase figura 3.17 (a) y figura 3.17 (b)), de
# .

/

10 w3 o iv3 5

Ps(z) = 2 _7( Y 2 S 3.21

“(z)z+(4@z 32 (3.21)
.

Para determinar la dindmica del polinomio cudrtico (3.21), calculamos la drbita de los pun-

tos criticos y usamos el teorema 1.2.7. En la figura 3.16 se mue las drbitas de los puntos

criticos z1 = 0,20 = 0.433012702 — 0.25¢ y z3 = 0.433012702 + 0:25i, las cuales convergen al
punto fijo indiferente z; = —0.25 4 0.433012702i. Por lo tanto Pgs(z) t@ﬂna sola componente
de Fatou acotada, determinada por el pétalo atractor del punto fijo parabdlico z.

De acuerdo a la ecuacion (3.6) el polinomio cudrtico Pg(z) se puede obt@ d: la composicion

de otros tres pares de polinomios cuadrdticos de la forma Py(z) = 22 4+ \z, los les satisfacen

las siguientes relaciones, ;
iv3 a? ;

1
11 by \S\(\
5iv3 5 a(a® —4ab+8) @
32 32 16 ' (

*
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3. Dinamica de Polinomios Acoplados

Resolviendo la ‘ecuicion (3.22), se obtienen los otros valores de los pardmetros a; y b; para
j € {1,2,3,4}, de los, polinomios cuadrdticos cuya composicion es Pg(z). Los valores de los
pardmetros a; y bj“se“muestran en la tabla 3.6. Por el teorema 1.2.6 y 1.2.7, en la tercera
columna de la tabla 3.6, dolocamos la dindmica correspondiente a cada polinomio cuadritico y
en la cuarta columna se”indica el inciso de la figura 3.17, en el cual se muestra el conjunto de
Julia lleno y la orbita deles puntos criticos, del polinomio cuadrdtico correspondiente.

Parejas | Parametros Dinamica Figura 3.17

4y = ™% Un punto parahdlico (a)
1) b, = ™1 Un punto parabdlico (b)
as = 2.232050807 + 0.183974596; | Un punto fijo atractor (¢
2) by — 2.932050807 — 0.133074596; | Un punto fijo atractor (d)
a5 = —1.232050807 — 1866025403 Conjunto de Julia totalmen- (e)

3) ' te disconexo
by = —1.232050807 % 1.8660254037 COI]_]I.IIILO de Julia totalmen- ([)

te disconexo

Cuadro 3.6: Parejas de parametros que géneran el polinomio cudrtico Pg( 2)

En la pareja dos de la tabla 3.6 se muestra do§ pardmetros correspondientes a dos polinomios
cuadrdticos con un punto fijo atractor, los cualés al componerlos genera un polinomio cudrtico
con un punto fijo parabélico, con esto se tiene (2). Por otra patiey tenemos a la pareja tres que
corresponde a polinomios cuadrdticos con conjuntos de Julia totalmente disconexo. Sin embargo,
de la composicion de estos dos polinomios resulta un polinomio cuditico con conjunto de Julia
lleno conexo y un punto fijo parabdlico, por lo tanto se tiene (3). |
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3. Dinamica de Polinomios Acoplados

Figura 3.16: Conjunto de Julia lleno de yn polinomigtuartico con un punto parabdlico
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3. Dinamica de Polinomios Acoplados

a) Conjunto de Julin leno de F, (= (b) Conjunto de Julia lleno de P, (2)
(c) Conjunto de Julia lleno de”F,, (=) (d) Conjunto de Julia lleno de P, (z)

(e) Conjunto de Julia lleno de P, (z) (f) Conjunto de Julia lleno de Py, (z)

Figura 3.17: Conjuntos de Julia lleno
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>
Observa pﬁ .2.1 Recordemos que hay tres polinomios mdnicos centrados que son conjugados,
si considera el polinomio cudrtico (3.19) con un disco de Siegel, éste es conjugado a los
siguiente pohn@;s cudrticos con disco de Siegel:

D

Psi(z) = z —1.363174476 + 0. 087734244az)z + 0.6502922325 — 0.4075600726i
Psa(z) = z 190080020 + 0.8866766040:) 2% + 0.02781126006 + 0.76694962941.

Aplicando la férmula obttenen Ios cuatros pares de pammetms (aj,b;) correspondientes
a los polinomios cuadrdt =224 ajz y By ( (2) = 22 +bjz para j € {1,2,3,4}. Estos
dos polinomios Ps1(z) y Pr,g abtaenen de la composicidn de dos polinomios cuadrdticos con
la siguiente dindmica:

(1) Fu,;(z) con un disco de Sz’e@Pbi (z;) con un disco de Siegel.

(2) P, (z) con punto fijo atmcwﬂ@\(z) con un punto fijo atractor.

(3) Pa(z) con conjunto de Julia total disconexo y Py(z) con conjunto de Julia totalmente
disconero. s
Por lo tanto, al realizar la conjug@e los mios cudrticos las dindmicas de los polino-

mios cuadrdticos se conserva. En con€lusion, n arecen. nuevas dindmicas en las parejas de
f€6§,

los polinomios cuadrdticos obtenidos E@:'Enjug

%

%

‘©

*
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3. Dindamica de Polinomios Acoplados

A\

3.3. nclusidén

El teorema de ificacién de Fatou nos da las posibles dindamicas que se pueden presentar en
cualquier funcim ional, en particular en la familia de polinomios cuarticos monicos centrados
que se obtiene dg‘\ mposicién de dos polinomios cuadréticos de la forma z2 + Az. En este
trabajos mostrﬁmmosxGl al realizar la composicion de dos polinomios cuadriticos, la dinamica del
polinomio cuartico nz erva, es decir, en general la dindmica del polinomio cudrtico resulta
diferente a la de los pw ios cuadraticos, es mas el conjunto de Julia lleno del polinomio
cuartico puede ser cone:&ero venir de la composicién de dos polinomios cuadraticos con
conjunto de Julia totalmen?tonexo. En particular, mostramos que la composicion de dos
polinomios cuadraticos con conjunte de Julia totalmente disconexo, puede generar un polinomio
con conjunto de Julia conexowy mas puede tener en su conjunto de Julia lleno, cualquier
dindmica de las enunciadas en el&ma de clasificacion de Fatou.

Por otro lado, en la familia de polino S cudrticos existen tres polinomios que son conjugados, es
decir que pertenecen a la misma clas njugacion afin, estos tres polinomios tienen la misma
dindmica vy cada uno de estos tres poliri@;s se puede obtener de cuatro parejas diferentes de
polinomio cuadraticos. Sin embargo, la ﬁa de cada uno de los polinomios cuadraticos que

ra

conforman las cuatro parejas son iguales para los tres polinomios cudrticos conjugados, por lo
que no aparecen nuevas dindmicas. —7

%%
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