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Introduccion

Ufa~de las herramientas matematicas que mdas se han utilizado en la mo-
deldcion de crecimiento de poblaciones son las ecuaciones en diferencias, las
cuales/aparecen como modelos de poblaciones con reproduccién a tiempo dis-
creto yicon generaciones que no se traslapan a lo largo del tiempo (ver por
ejemplo, el trabajo cldsico de Robert May , 0 el trabajo de Guckenheimer
et al [G2]).
Las funciones que aparecen en estas ecuaciones, en general son no lineales,
por lo que éstagfconstituyen un tema importante de estudio en los sistemas
dindmicos [D] . Con la finalidad de comprender los sistemas no linea-
les, se ha trabajade’con la familia de polinomios cuadraticos, los cuales son,
familia sencilla desde el punto de vista algebraico, pero con una riqueza
importante desde el pulihd de vista dindmico, gracias a la amplia gama de
comportamientos dindmieeS gue presenta [D] [R]. Asimismo, el hecho de que
en estas funciones cuadratidas se presenten comportamientos cadticos, las ha
convertido en un objeto de estudio matemsdtico, @l .
Es posible demostrar gie todo polinomio cuadratico es conjugado a uno de
la familia logistica f, : o= R dada/por f,(z) = az(1 — z) con a € R, por
lo que podemos restringiptimiéstro estudio a esta familia. Ademads, cuando
a > 4, la drbita de casi todos los punitos’Se va a menos infinito y sélo tienen
orbita acotada un conjunto de Gantor [E) Por lo que desde el punto de vista
de modelacion el estudio se reduté\a comprender la familia cuando a € [0, 4]
y x € [0,1], [DIR].
La iteracidn de una funcion cuartica; obtenida por la composicién de dos fun-
ciones logisticas, para modelar crecimiento de p@blaciones que sufren varia-
ciones temporales fue analizado primeramente pet Kot-Schaffer, [KS]. Ellos
consideran dos estaciones: primavera e invierno, desmodo que si Np v Ny
representan las densidades de la poblacion en primavéra e invierno, respecti-
vamente, entonces la evolucion anual del sistema estd dada per la composicién
de las funciones Np v Nj.
En particular, si estas funciones son logisticas con pardmetyos diferentes, en-
tonces el problema se traduce a estudiar la dindmica de la sigiiente familia
de polinomios cudrticos a dos pardmetros

Fyu(z) = Fy(Fu(x))

donde %(x) =az(l —z) y F(z) = bx(l — z).
En este trabajo analizamos la dindmica local de las funciones polinomiales
cudrticas. En primer lugar las estudiamos como funciones de variable redl v
las vemos como una funcién multimodal. Para estudiar las funciones mul
timodales, la herramienta que usamos es la renormalizacién y en particular
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Oxos'tramos conjuntos de parametros donde la familia cudrtica es renormaliza-
blé y se obtiene una familia unimodal completa. En segundo lugar abordamos
e blema de renormalizacidn en la familia de polinomios cudrticos com-
plej@:sando un resultado de Katagata [K2|, mostramos que dado dos
poli1 s cuadraticos diferentes, siempre existe un polinomio cudrtico que
al renormalizarlo tiene las dos dindmicas cuadraticas.
Este docurfiento estd organizado de la siguiente manera: en el capitulo uno,
presentamas algunos conceptos basicos de sistemas dindamicos discretos. En
particular abgtdamos diferentes tipos de conjugacion y algunos resultados de
dindmica simh® las condiciones de admisibilidad.
En el capitulo dos] introducimos los conceptos de familias completas v renor-
malizacién y dam@d\(é;os resultados para caracterizar este tipo de familias.

En particular, obtenemes intervalos de pardmetros donde es posible renor-
. s s Y : Iy . K .
malizar la familia de L@omlos cudrticos y obtener una familia unimodal

completa. Pl

En el capitulo tres, abord ; la renormalizacién desde el punto de vista
de funciones de variable co ja. En particular introducimos el concepto
I I

de funciones de tipo omial y mostramos la relacién que éstas guardan
con los polinomios. Por&ilfimo niostramos usando la teorfa de funciones cua-

siconformes que la dindmieayde ¢ lier pareja de polinomios cuadraticos
aparece localmente en el nto ¢ ia lleno de un polinomio cudrtico.
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%apl'tulo 1
Preliminares

En este capitulo darémos las herramientas bésicas de dindmica unidimen-
sional, las cuales nog permitiran abordar los resultados principales de este
trabajo. Las definicionesyyTesultados que aqui presentamos pueden ser con-

sultados en )

1.1. Orbitas

En esta seccion veremosda clasificagion de los tipos de érbitas, centrdandonos
en las de los puntos periddiegs, ya que éstos adquieren mayor importancia en
el estudio de la dindmica loeal.

En primer lugar trabajaremos,eon funcignes que estan definidas en un espa-
cio métrico X y posteriormente nos restringiremos a un intervalo.

De ahora en adelante para hacer mas practicalasmhotaciéon denotaremos como
f™" la composicion de f consigo mismo n—veces; eg'decir,

fr=fofo-of.
—_—

TL—veces

Definiciéon 1.1.1. Sea [ : X — X wuna funcion contiue y x € X, la
orbita de x bajo [ denotada por Op(x) es el conjunto

Oy(x) = {x, f(x), f¥(x),...}.
Ejemplo 1.1.1. Si fy(x) = 22(1 — x) yaxo = 0.1, la drbita de xydajo [ es
Opoy = {0.1,0.18, ...},

(véase la figura
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En el dominio de [ existen pf( s esl@les cuya Orbita es finita. En la
siguiente seccion los clasificarer os:

1.1.1. Puntos periédicos”

ﬁﬁrmén 1.1.2. Sea f: X — X una fun%(’;ntmua, r € X esun

punto periddico de periodo n, si f"(z) =z y f*(x) para toda k < n.
27
Cuando n =1, se dice que z es un punto fijo de f. O

Ejemplo 1.1.2. La funcion f,(x) = px(l—x) donde pp > Qen dos puntos
[ijos. )

Solucién @ 5

Para encontrar sus puntos fijos lo 1inico que tenemos que hacer es re@r la

igualdad
fulz) =z, \S\O

en nuestro caso seria o
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pa(l — ) = .
Resolviendo obtenemos que

pn—1

2

Ty =0y xo =
son los puritosifijos de la funcién f,(x). ([

A continuacion” emgontraremos los puntos periddicos de periodo dos para la
funcién f,(z) =wpa(l — z).

Para esto resolvemos(lasiguiente igualdad

fﬁ(:r) =z
Esto es
—pxt + 250N+ ) + (- Dx = 0.

Factorizando tenemos,

T (:1: Y 1) (—p::rg F (i 1)x — s 1) = 0.
" H

Como los puntos fijos obviamente son solucién de esta ecuacién tenemos que
excluirlos, de esta manera los punftos de periode dos son las soluciones de la
ecuacion,

—px? + (p+ Dz —

p+ ¥
oo

0,

De aqui que

(p+1) —/E=3)p+1) ., @E+1)+ -3+l

Ly = .
2 ¥ &

T =
Notemos que para tener puntos periodicos reales de periodo def es necesario
que g > 3. ]
Definicion 1.1.3. Sea f: A C I — I una funcion continua:

1. A es invariante si f(A) C A.
2. A es invariante hacia atrds si f~1(A) C A.

A es totalmente invariante st cumple 1 y 2.
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Definicion 1.1.4. Sean f : I C R — [ una funcion diferenciable y
xg £ I un punto periddico de periodo n de [, se dice que xy es atractor
sl fr(xg) |< 1.

Es posible dar una definicién méas general de atractor, la cual permite con-
siderar el~caso cuando f no es diferenciable en el punto periddico y es la
siguientes

Definicion A.1.5. Sea f : I — I wuna funcion continua y xy un punto
periddico de periodo n. Se dice que xq es atractor, si existe § > 0 tal que para
todo x € (xy — § xg4 ) se tiene que

lim f"(z) = .
JHDC

Cuando f es diferenciaplela definicién implica [D].

Definicion 1.1.6. Sean [~ — I una funcidn diferenciable y x5 € T un
punto periodico de periode¥n, de [, se dice que 13 es repulsor si
| Df™(x) |> 1.

De igual manera, podenes dar una/definicion més general de repulsor.
Definicién 1.1.7. Sea xg ‘un punfoperiddico de periodo n de una funcién
continua f: I — I. Decimos que xy és repulsor, si existe § > 0 tal que para
todo x € (xg—0,2q+4), x 3 2 eaiste heN tal que fr(x) & (vq— 8,25 +9).
Ejemplo 1.1.3. La familia logistica tiene dos.puntos fijos que son x; = 0
Y Ty = -“;—l Como f;([)) =, tenemos que el_punto fijo ry = 0 es atractor
cuando 0 < p0 < 1 y es repulsor para i > 1. Por otre lado, el punto rs = f‘;—l

es atractor cuando 1 < p < 3, ya que f;(:::-z) = 2— . Asi, xs es repulsor
cuando p > 3. ]

1.2. Conjugacion

Definicion 1.2.1. Sea I =[0,1] y [ : I — I una funcionContinua, f es
[-modal si tiene exactamente | valores extremos

O<ep <ep <o < < 1,

#{U; 1}) € {0,1} y es mondtona en cada uno de los 1 + 1 intervalos
1= [0,¢1), Iy = (c1,¢0), Iy = (en,¢35), ..., Loy = (¢, 1]. A los puntod c;
para j = 1,...1, se les llaman puntos de doblez y a los intervalos I; pani

j=1...1+1, seles llama intervalos de monotonicidad de f.
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En el caso en que la funcion es diferenciable se tiene que los puntos de doblez
goinciden con los puntos criticos de la funcion.

Ejemplo 1.2.1. La familia de funciones f,(r) = px(l — x) donde pp > 0 y
r € RVes unimodal.

Solucién

Como estafdmilia de funciones es diferenciable, los puntos criticos estan
dados por la echacion

I
Ju(x) =0,
de donde se obtiene€ue ¢ 2 es el inico punto critico para esta familia.

Como f,(0) = fu(1)(=.0, se tiene que f,({0,1}) = {0} C {0, 1}, en conse-
cuencia f,(x) es unimodaly ]

A menudo nos preguntamos@itando dos funciones definen el “mismo” sistema
dindmico. La siguiente definicioh, es vital para responder esta pregunta.

Definicion 1.2.2. Séun L= [0, Uspf, g: I — I dos funciones continuas,
decimos que [ y g son topoldgicamente conjugadas o simplemente conjugadas
st existe un homeomorfismoh - I —— I tal que h o f = goh es decir, hace
conmutar el siguiente diagrama:

1
d
1
Ejemplo 1.2.2. La funcidn tienda

2x 10 <z
T() = {Q(l — ) s" % <

y la funcion logistica fa(z) = dx(1 — x) son_conjugadas medignte’el homeo-

—»

—v

"'-«4—'--..

I/\ I/\
[l

morfismo h(z) = 373 cos(wx), (ver figura|l.2

Solucién
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Figura 1.2 G de l 1011 logistica y la tienda.

Veamos que la siguiente 1guald?,§e Clll@ hoT = fioh.

En efecto

1 cos(mx)))
% 1 — cos?(nx).

1
20
1

(fao h)(z)

|
l\JI;—I
5
=]
‘-._J
—

|
-
|

8
[.O
E%
=
+

Ahora veamos la otra composicidén

— 3 cos(27x)

B % si )
(hoT)(z) = {% cos(?ﬂ(l—f)) “’i%

L
2
_ [5—3(2cos(mz) — 1) si0<x S}\
3 —3cos(2r —2mx) sijp<ae <1 ;
_ {l—cosz(ﬁm) si <o <l 6
= 2 1
1 —cos?(mx) sig<ax<l @
Asi hemos verificado la igualdad ho T = f; o h, en consecuencia la fl%
tienda y la logistica son conjugadas. b

+

(=]

b2 | =
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1.2.1. Equivalencia combinatoria

‘Deéfinicion 1.2.3. Decimos que dos funciones [-modales f, g I — I con
puntes de doblez ¢ < ¢y < - < ¢ Yy 61 < €y < -+ < ¢ respectivamente,
son'combinatoriamente equivalentes si eriste una biyeccion h que preserva el
orden talrque hace conmutar el siguiente diagrama

t t
U U () " U U g" (&)

i=1nch i=1nek
i q
{ {
f -
UUe¢w : UU g @)
i=1nef i=1nck

y hie;) = & para i = 1,. 5 1NA la funcidn b se le llama equivalencia
combinatoria entre [ apg.

Estamos interesados realmente en 1as iteraciones de los puntos de doblez y de
alguna manera relacionarloycon la nocign de conjugacion, para ello tenemos
que introducir los conceptos-de-“homo-intervalo”, “cuenca” y el de “intervalo
errante”.

Definicion 1.2.4. Un homo-intérualo de §f es un intervalo donde [ es
mondtona para todo n > 0.

Ejemplo 1.2.3. Consideremos la funcion tiendg

7Y = xr siz € [0, ;]
T(x) = {1 —x sizell f]

Note que T"(x) siempre es mondtona en [0, %] para toda 1 =)0 y como [% 1]
es la preimagen bajo T de [[J;%] se tiene que también T™(x) es mondtona
en [0, %] En consecuencia [0, %] Yy [% 1] son homo-intervalosde T, véase la

tqurall.s O
fig
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Figiwa 1.3: Homo-intervalos de T

La definicién anterior esta relasionada con los intervalos errantes y las drbitas
periddicas atractoras gfie a continuacién definiremos.

Definicidon 1.2.5. Un"intervalo J e$ errante si todas las iteradas J, f(J),
AT, ... son disjuntas y\(f"(J))nstefiostiende a una érbita periddica.

Definicion 1.2.6. Sea O(p)~una orbifa periodica. Esta drbita es llamada
atractora si

B(p) = {z : f*x) — O(p) chandg k — o}

contiene un conjunto abierto. El (:o-ranm B(p) és llamado cuenca de O(p).
La cuenca inmediata By(p) de O(p) es la unidn de omponentes de B(p)
que contienen puntos de O(p).

Si By(p) es una vecindad de O(p) entonces esta drbita_périddica se llama
bilateral en otro caso se dice que es una drbita atractora wnglateral.

1.2.2. Relacién entre equivalencia combinatoria y con-
jugacién

Lema 1.2.1. Sea J un homo-intervalo de [ . I — I. Entonces“hay dos

posibilidades:

a) J es un intervalo errante d,
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b) alguna iteracion de J es enviada en un intervalo L tal que fP manda
a L mondtonamente en si mismo, para algin p € N. En consecuen-
A(’aa, cualquier punto de J estd contenida en la cuenca de una drbita

@%w‘io’dica,
D emos\th 19n.

7
Suponga qtodos los intervalos J, f(.J), f2(J),... son disjuntos. Enton-

ces existen ¢ sn > 0,p > 0 tales que los interiores de f"(J) y f*?(J)
tienen una in mong vacia.
Por lo tanto, pa dak > 0, fr(J) y frr1P(]) también se intersectan
yvas{ L = U f"+M
k>0
st mismo. Es decir [P por lo que existe un punto fijo de f* en L, asi
los puntos fijos de J son nente enviados en puntos fijos de f?|, o alguna
iteracién hasta cierto punt de 2l |

s un intervalo y ¥ manda a L homomoérficamente en

Teorema 1.2.1. Supongam e f.g: I — I son dos funciones [-modales
con puntos de doblez é, _VE Yy Cp < Co < - < G respectivamente.

Suponga que la funcidn
h U'@p %}U g(é) (1.1)
i=1 1&2(}(\ =0

definida por h(f(¢;)) = (&) es@ ba’ye(%w preserva orden. Entonces

las siguientes propiedades se cumplen

1. Las funciones f y g son combinatam’ame&'

valentes
2. Si PT(f) denota el conjunto de puntos de do;ez Eeriédicos de [ en-

tonces la “conjugacion™ h manda a

: \
JU men@nurr) = X

i=1n=0

en el conjunto correspondiente de g. ;6

3. Supongamos que (9
i) f y g no tienen intervalos errantes. \SE\

ii) No existen intervalos que consisten en puntos periddicos de pemodo

constanie. .
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iii) Cada punto de doblez es atractor.

iv) La restriccidn de la funcion h a Bo(f), es decir

w:\JU e n B — |J U 9" @) n Bal)

i=1n>0 i=1n>0
se-estiende a una conjugacion de Bo(f) a Bo(g).
Entoncés\y puede extenderse a una conjugacion en 1.

Antes de demostpar este teorema primero probaremos las siguientes afirma-
ciones y un corolario

Afirmacion 1.2.1."8ea~J.C R, si cada punto en J es periddico entonces
existe p € N tal que fPla)=z para toda x € J.

Demostracion.

Como todo x € J es périddico entonces J C Per(f) y supongamos que J
es una componente coreXa de Pen(f). Si x € J y es un punto periddico de
periodo k entonces f*(z)yr; asf f#(J) N J # 0. Tenemos que para cada
y € J existe una érhita peviddica, astf*{g) C Per(f).

Por otro lado, como f es confinud’ v J esam-intervalo, f*(J) es un intervalo,
por lo tanto f*(J) U J es un intefvalo queststd contenida en Per(f).

Ast f¥(J)U J es conexo y puestorguenJ es (inascomponente conexa de Per( f)
tenemos que f*(J) U J = J implicarque f*(JF=J. [ ]

Afirmacion 1.2.2. f* restringido al intervalo Jessun homeomorfismo y
en consecuencia cada punto de J es de periodo k o 25

Demostracion.

Como f* es continua, a.biert sobreyectiva en el intervalo .J; s6lo hecesitamos
mostrar la inyectividad. Si z,y € J y f*(z) = f*(y) entoncesf*(%) y f5(y)
tienen el mismo periodo. Como z,y € Per(f) esto implica que gy} y tienen
el mismo periodce .

Por lo tanto x = f**(f*(x)) = f**(f*(y)) = y v asi mostramos lerinyecti-
vidad.

Por consiguiente f*: J — J es un homeomorfismo, ademas cada puito de
J es de periodo k o 2k. ]

i

Corolario 1.2.1. Sean [ y g como en el teorema Yy Supongamos que:




L. La funcion h de es una biyeccion que preserva orden.
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O 1

/é La cuenca de atraccion de cada punto periodico atractor de f y g, con-
@Pne un punto de doblez y cada punto de doblez periddico es atractor.

J. ﬁ‘\’ cuencas inmediatas de atraccion de dos periddicos atractores no
ti )fm punto limite en comin.

Entonces > una correspondencia inyectiva entre los puntos periddicos
atractores d y los de g. Ademds, un punto periddico atractor de f es
unilateral si y s@}el periddico atractor correspondiente en g es unilateral.
En mnse(:uen(:a'ayeccién monaotona h de puede ertenderse a una

conjugacion entr @ Y 9l Bg)-

Demostracion. @"‘

Sea p un punto periédico d@riodo n atractor, es decir, O(p) es atractora.
De 2) tenemos que la cuenca’de atraccién O(p) atrae un punto de doblez,
sea c; el punto de doblezique ‘pertenece al dominio de atracciéon de O(p).
Como é

. L s kg ~ =

,}gw@@y) =py lim g"7(E) =]

definimos h(p) = py h(f" g (p (Px 3) tenemos que h definida de esta
manera en cada drbita atractord es biy .

Por lo tanto h manda drbita attactora de
podemos detectar las érbitas atr@ras si
de doblez. .

Con esto hemos definido h en las érbitas atractoras y hemos demostrado la
primera parte del corolario, para demostrar la s &a parte necesitamos

n Orbita atractora de g ademaés
50 las drbitas de los puntos

extender N a la cuenca inmediata de atraccién de * tal manera que siga

siendo una conjugacion. O’

CASO L.

Supongamos que f" preserva orientacién en una vecindac ?Elltonces
existe una vecindad U(p) = (a, b) tal que f es creciente y com® p es atractor
podemos elegir U(p) tal que f™(U(p)) C U(p).

Sea V(p) =U(p) \ f™(U(p)). En este caso V(p) estd formado po inter-

valos. @
CASO 11 S)

Por otro lado, cuando f" invierte orientacién en U(p), observamos que 22
preserva orientacién en U(p), es decir, cae en el primer caso.
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Elegimos un intervalo unilateral con extremo en p tal que f2(U(p)) C U(p)
¥ V.(p) =U(p)\ f~(U(p)) consta de un intervalo.

CASQIIL

Si f™4itne un extremo local en p tomamos U(p) una vecindad unilateral de
tal forma que f™ preserva orden en U(p) v f(U(p)) C U(p).

Tomamos«€l intervalo V(p) = U(p)\ f*(U (p)). Por hipétesis si p es unilateral
p también les_athilateral y cuando p es bilateral p también. A los intervalos
V(p) se les llama dominios fundamentales de O(p).

Los dominios fundamentales V' (p) de O(p) los podemos escoger de tal manera
que la érbita del'punto.de doblez que intersecta a By(p)\ O(p) también inter-
secte a esta vecindad. Por hip6tesis Q(p) atrae al menos un punto critico ¢;
v como h preserva ellorden tenemos que ¢; estd en la cuenca de atraccion de
un atractor periédico @p). Por la hipdtesis 3) tenemos que esta correspon-
dencia entre los atractoreses, inyectiva y en consecuencia podemos extender
el homeomorfismo h del dominio fundamental V(p) a V (), enviando los in-
tervalos de V(p) homeomérficaniente a los intervalos de V().

Solo falta extender i a la’euenca inmediata de atraccion, esto lo haremos de la
siguiente manera. Para &€ /" (U(p)) podemos aplicar h(x) = g™ (h(f7"(x))).
Siz € V(p) va estaba defimida anteridrmente. Por dltimo si z ¢ f*(U(p)) v
x & V(p) se define h comoni(z) = ¢~ {hif" (x))) por lo tanto h se extiende
homeomdérficamente en By(f) v.Bo(g)! |

Corolario 1.2.2. Si [ y g no'lienen intefvdlos errantes y no tienen inter-
valos que consisten en puntos periddicos de”perodo constante, entonces [y
g son conjugadas.

Demostracion.

En el corolario anterior logramos definir h en las cuencas de los atractores,
ahora si J C I'y J € By(f) entonces J es eventualmehteperiédico de aqui
74(J) € Bolf).

Siz € J definimos h(z) = ¢~ "(h(f™(x))) por lo tanto concluimads que f y g
son conjugadas. |

Demostracion del teoremall.2.1

Ya se probd en el corolario que f y g son conjugadas mediantesf res-
tringido en By(f) v Bo(g). Para terminar la demostracién del teorema.pro-
baremos ahora que la conjugaciéon h puede extenderse a todas las cuencas,de
atraccion.
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3in pérdida de generalidad, sea I = [0, 1], asi h puede extenderse a un homeo-
morfismo Hy : [0, 1] — [0, 1] tal que la restricciéon de H, es la conjugacion
hsgntre [ : By(f) — By(f) v g : Bolg) — By(g), como se muestra en la
signiente figura:

Bo(f) —L— By(f)

Hy=h Hy=h

By(g) —— By(g).

Como Hjy mandalag-ésima imagen de los puntos de doblez de [ a la i-
ésima imagen de los puntos-de doblez de g, tenemos que g(¢) = Hy(f(¢))
con Hy(e;) = é;, esto implica que las funciones g v Hy o f tienen los mismos
valores locales extremos y log=mismos nimeros de puntos de doblez.

Por lo tanto existe un unico“hemeomorfismo H; : [0, 1] — [0,1] tal que
goHy=Hyof, H(0) =0 y\Hi(1) = 1. Observemos que H; coincide con h
en las iteradas de ¢; para_n,< 0.

go Hi(f"(c:)) £ Mo [ e = (S (ci)) = 9" (@)

De aqui tenemos que Hy (f"(@)) = g™ (&) Sie € f~HBo(f)\Bo(f) vy = # ¢,
entonces Hy(z) € g1 (Hy(f(2Y) Jnpodemos glegirla de manera tnica ya que
f v g tienen el mismo nimero de deblez, e§ décir Hy (x) = ¢~ (Hy(f(x))) asi
goHi=Hyof.

Note que H; es biyectiva y preserva orden, ademds envia f~3c;)%a g71(),
asi tenemos que dado Hy podemos definir H;. De la misma maneraipodemos
definir Hy v asi inductivamente se define hasta H,,;, de la siguientefmanera:

ge Hn.+l = Hn. o Jr

De aqui se deduce que

H,: |J e uBy)) — | 4" (Cla)u Bulg)),

k>—n k>—n
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8s una biyveccion que preserva el orden, donde C(f) = {c,...,a} v
G(g) = {¢1,.... ¢} Ademds H, ., coincide con H, sobre este conjunto, y

seftiene que g o H,, = H,, o f. En particular existe un tinico limite

H | e uB(f) — Jg"(Clo)uBig),

nek nel

tal que H{ o=f = g o H, sobre este conjunto y H.(¢;) = ¢;. Es importante
mencionar gué en general el limite de las funciones H,, no esta bien definido
sobre todo elntervalo [0,1], véase [dMvS].

Si g no tiene infervalos errantes y no tiene intervalos que consisten de pun-
tos periddicos dél mismo periodo, entonces por el lema tenemos que
el conjunto de preifnggenes de los puntos de doblez y de puntos que son
eventualmente enviados™a By(g) es denso en [0, 1]. Como esto ocurre, para
todo = € [0,1] existe Wn&/sucesién mondtona x, que converge a x, la cual
permite extender de manetfafinica la funcién H, a una funcién mondétona y
suprayectiva en el intervalo([B 4], definida por

limeH . (x,) = Ho( lim (z,,)) = Ho(x).
TL—*DC, TL—D0

Asi las funciones f y g sof semiconjgadas. Si estas mismas propiedades se

satisfacen para f entoncessH/se extienide de manera tinica a un homeomor-

fismo y [y g son conjugadas. [ |

1.3. Dinamica Simbélica

En esta seccion analizamos la teoria combinatoria«esarrollada por Milnor y
Thurston para las funciones con un ntimero finito de puntos de doblez.

1.3.1. Itinerarios

Como veremos mas adelante, es posible caracterizar la dindamicasde una fun-

cion casi por completo por una cadena de simbolos.

Definicion 1.3.1. Sea S = {11, L, ..., Ii1,¢1,¢0, .. ., 1} €l espaciode simbo-
los y ¥ = SN donde N son los niimeros naturales, es decir, ¥ es el éspatio de

sucesiones infinitas tales que cada x € ¥ es de la forma x = (xgy, 21, 29, o),

donde cada x; € S.
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Definicion 1.3.2. Sean s = (8q,51,82,...) yt = (tg, by, ta,...) € B. Defi-
witnos la funcion d . X x X — R como sigue:

b} PO
d(s,t) = Z (52 donde §(s;,t;) = {[1) :: “;r_%:x_

1=()

Proposieion 1.3.1. La funcion d es una métrica en 2.
Demostracion.
1. Veamos.que d(s,t) = 0.
o

1
Es claro que 6(5;.t;) = 0, por otro lado tenemos que Z 7= 2y
i=l)

<ot i) < Z 6(5“."1') =d(s,t) <2

e
21
i=()

Ahora tenemos que,

d(s, thy=0
=1
& 22—1.5(31-, t) =0

a=0
=3 6(5;‘5 f,,') =0

2. Para demostrar d(s,t) = d(t,s), observé_que d(s;, t;) = 6(¢;, s;). Por lo

tanto _
E 21- Siybi) = E 21- "L 31)

i=0 i=0
en consecuencia d(s,t) = d(t, s).

3. Por dltimo verifiquemos la desigualdad del triangulo,

d(s,t) = Z %5(5:; ti)

i=()

< i O(s4, ;) + 0(us, ty)

21’
:'=_(J
= Z 5 (8i,1 +Z 5(.’1 t:)
i=0 i=0

= d(s,u) + d(u,t).
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Por lo tanto d(s,t) < d(s,u) + d(u,t). |

Proposicion 1.3.2. Sean s,t € . Si las sucesiones s y t coinciden en al
mengs\los primeros n + 1 términos entonces d(s,t) < -.

Demeéstracion.

Sis; =t;{para { = 0,1, ..., n, entonces tenemos

1
d(s t) = —d( 8, t;
(5,1) gz ( .)
:ZQJ(‘:IJ!I)—FZ 26(‘:; !I)
=0 i=n+1
o
1
=Y 5 0(si. 1)
1'=n7|—l
=
S o
i=n+1 i
_a t
=F2 2o
1=0
= 5_
Por lo tanto d(s, t) < 5. u

Proposicion 1.3.3. Si d(s,t) < % entonces's; = t; para i =10,1,...,n.

Demostracion.

Supongamos por contradiccién que s; # t;, para algun < n.

En consecuencia d(s,t) = zi = zL = d(s, t) = zl pero esto,es una contradic-

cién, ya que d(s, t) < .
Por lo tanto s; = ¢; parai =0,1,...,n. |

En ¥ definimos la funcién desplazamiento ¢ : ¥ — X como sigue,
si s = (S, 81, S2, ... ) entonces a(s) = (81, S2,...).

Proposicién 1.3.4. La funcién desplazamiento o es continua.

Demostracion.

Sea s € ¥ y e > 0, debemos encontrar ¢ > 0 tal que si d(s,t) < § entonce§
d(o(s),o(t)) <e.
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Dado ¢ > 0 por la propiedad arquimediana siempre podemos encontrar n € N

talyque — < ¢, tomando § =
agn ! n+41

.
d(5, lj~< 4, por la proposicién s v t deben coincidir al menos en los
primeros n+2 digitos, en consecuencia a(s) y o(t) son iguales en los primeros

n + 1 didites y asi d(a(s),o(t)) <

Por lo tanfo.a es continua. |

y t = (tg,t1,t2,...) tenemos que si

1
< €.

I

Definiciéon A.3.BSec [ : I — I una funcion l-modal, definimos
iy : I — B cofnoglx) = (ig(x), ir(x),. .. in(x),...), donde

i) = {I;\ si f'(x) € I

e st M) =

2
a la sucesion iy(x) se lellama el itinerario de x bajo f.
A las sucesiones vy, vy, .., Y definidas por v; = ig(c7) = lim if(x) se les

Ty

llama itinerarios principales,sademds vo = i(0) y v = iy(1).

Las siguientes observaciongs son=ifiportantes ya que haremos uso de ellas
mas adelante. Supongamos.que [ y gson [-modales.

Observacion 1. Si [ y g sefcombingtoviamente equivalentes entonces tie-
nen los mismos ilinerarios prigtipales.

Mostraremos mas adelante, que*si”fyy g tienén los mismos itinerarios prin-
cipales y ambas no tienen atractorés periodi¢os, ni intervalos errantes y no
tienen intervalos de puntos periodicos entonces géimcombinatoriamente equi-
valentes.

Observacion 2. Si [ y g tienen los mismos itinerarios principales, no ne-
cesariamente son combinatoriamente equivalentes. Veamiod el siguiente ejem-
plo.

Ejemplo 1.3.1. Sea falz) = 2x(l — x) y fuler) = px(l 2 ) donde
0 < p < 2. Note que ambas funciones son unimodales con punto_de doblez

¢ = Yy con mismos itinerarios principales I;(3) = (I, KK\ ) pero
Opn(3) = {3} v 05,.(3) = {3.4,...}. Por lo tanto, no pueden’ s€r)combi-
natoriamente equivalentes. |

Alin cuando f y g tengan los mismos itinerarios principales y tengan el misno
nimero de atractores periddicos con la misma orientacion no necesariamente
son combinatoriamente equivalentes, como vimos en el ejemplo
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Observacion 3. Dada una funcion l-modal f: 1 — [ se le puede asociar
wita, funcion continua f : I — I tal que su modalidad es menor o igual al,
sunplemente colapsando todos los homo-intervalos de f.

Si f\ndtiene homo-intervalos que sean iguales a intervalos de monotonicidad
I;, entonges la modalidad de f coincide con la de f, ademéds f y [ tienen los
mismos ‘itinérarios principales.

Observacidn 4. A veces los itinerarios principales dan poca informacidn so-
bre la dindmicavdeniro de las cuencas de los atractores periddicos y ademds
no detectan la preseficia de intervalos errantes que estdin estrictamente con-
tenidos dentro de un_omo-intervalo.

El itinerario principal définido en este trabajo fue usado originalmente por
Milnor y Thurston, [MT]\Sin embargo algunos autores usan itinerarios prin-
cipales ligeramente diferentes. De hecho si la 6rbita hacia adelante de un
punto de doblez ¢, no contiene un punto de doblez, entonces ov; coincide
con el itinerario de f(¢,.). Eneste caso oy determina a vy, por lo tanto, al-
gunas veces se usan logdfinerarios principales alternativos i;(f(cx)) en lugar
de los itinerarios principdles obténidos por limites.

Proposicion 1.3.5. La'\fungion ibinetario iy es continua, exceplo en las
x € I tales que f"(x) = ¢ pard algunan >0 yk=1,...,1

Demostracion.

Sea € > ( existe n € N tal que 5~ < ¢. Buscames una vecindad de = € I de
tal manera que todos caigan dentro de V,(i(x))

o T e . . - L R o ]
Supongamos que f*(z) # ¢ y k = 1,...,0. Entences f*(x) = I;, donde
Como i;(x) = I; es abierto entonces [~/(i;(x)) también es abierto por ser f
continua, en consecuencia

A= ﬂ f7(i;(x)) es abierto.
a=0

Asi existe § > 0 tal que Vs(z) C A, luego Vy € Vi(z) cumiple que
f(y) € i;(x), lo cual implica que i;(y) = i;(x) para j = 0,...,n. El=Conse-
cuencia, iy(y) € Vi(iz(z)).

Por lo tanto, iy es continua.
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Note que esto falla cuando f™(x) = ¢, para alguna m, ademas m < n va que
si'e,es muy pequena entonces n es muy grande.

Come
{7 () = e = ip(x) = (o), .. vime1 (), e yin (), ... )
pero
i () = (o), o i1 (1), Ly oo i), )
o bien

r@s) = (io(x), . o vim—1(2), Tpst, -« in(x), .

Lo cual hace imposible’ encontrar la 8, ya que i,,(x) # im(a +) yara m < 1.

Por lo tanto iy né=€s eéntinua en aqnellah x tales que f™(z |

Definicion 1.3.4. Definithos el orden lexicogrifico < en X de la siguien-
te manera: Asociamos a ciday intervalo I; un signo €(I;) = £1, tal que
(=1)€(I;) es constante y (). =0, para j = 1,...1. s <t si existe n > 0 tal
que s; = t; para toda i =0,1,% . ,n—1y

HE(‘:J) sf< He(f.j) by

JeF ged
donde J={j:0<j<n—1%els;) #0Sin =1y J=0sin=0.

La razén de excluir en J los enterpos fales qué efs;) = 0 es que < no seria un
orden total en ¥ puesto que

HF(SJ) = He(!,j) =10
Jed Jed

v no se podrian comparar cualesquiera dos elementos qlie estan en 3.
Denotaremos s = ¢, sis <t o s =t. Podemos definir un“orden natural < en
S como sigue:

—hpgh<—g<-L< o <—<—1 <[)<I]<C1<"'2£{\<L+1.

Asimismo, para una funcién /—modal podemos asignar a cada intetyalo I,
un signo €; como sigue

1 si f es creciente en [;
—1 si f es decreciente en [

vep(ej)=0paraj=1,...,1L
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Afirmacion 1.3.1. Sean s,t € X, si s = ig(z) y t = ip(y) para algunas
w7y € I. Ademds si s =t en los primeros n términos y s; € {cy, ..., ¢} para
alguna j =0,1,....,n— 1 entonces s = iy(x) = i;(y) =t.

Demostracion.

Sean .y € I v s = if(r),t
j =098 . — 1y existe k
esto ocurre fenemos que

)= 1Y) = fla) = (@) = " Ha) = ).

Es decir, in(x) £ iglfy) para n > k € N y de aqui concluimos que s =¢. N

= is(y), sabemos que i;(x) = i;(y) para
n — 1 tal que i (z) = ix(y) = c, como

Proposicion 1.3.6¢ Sea = el orden lexicogrifico en ¥, [ wna funcion
l-modal y sea if(x) el’itinerario de x bajo f.

1. Six <y entonced Mylr) = ip(y).

2. Sidgp(x) <ip(y) entonges x < y.
Demostracion.

a) Notemos que sief £ y e if(z)=is(y). entonces 1 se cumple.
Supongamos que @ < y y due if(x) # i;(y). Sea n > 0 tal que
ij(x) = 4(y) paral j= 0,1{ . an — 1 e i,(x) # in(y). Como las
primeras n entradas de-os, itieatios ;(x) v 4;(y) son iguales, tene-
mos que los puntos f7 (¥ f7(y) éstdn en el mismo intervalo I;, para
j=0,1,...,n—1, es deciy no existenpuntos de doblez en los intervalos

[z, 9], f([x, y] %t ([, 0]0, €73 f7 ([, 1))

Por otro lado, como in(x) # i.(y) existe un punto de doblez
¢ € f*([z,y]). Por lo tanto [ es mondtoma en el intervalo [z,y].
Ademas si e(ip(x))e(ir(x)) - e(in_1(x)) es poditivo entonces f™ es cre-
ciente y decreciente si es negativo.

En el caso positivo: si # < y entonces f*(x) < f"(y) de aqui tenemos
que ig(x) < is(y).

En el caso negativo: si # < y entonces f"(z) > f™"(y) y tehemos tam-
bién que ip(x) < iy (y).

En cualquiera de los dos casos concluimos que ip(x) < i (@

b) Ahora supongamos que if(x) < ip(y), de aqui tenemos qué ' # y vy
mos a demostrar que r < y. Como x # y existe una n > 0{tal que
() =i(y) para 7 =0,1,... .n =1 e iy(x) # in(y). Ademds

(He(-ﬁz,-,-(:rn) in(2) < (He(-ﬁz}-(yn) in(y)

jed Jjed
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donde J = {j:0<j <n—1ye(i(x)) # 0}

En el caso en que
T <is (@)

jeJ

€s positivo se tiene que f" es creciente en el intervalo [a,b], donde
afe {r, y} v existe un punto de doblez ¢, € f*([a, b]). De lo anterior
tenfmes, que i,(x) < i,(y) en consecuencia f"(x) < f™(y) vy de aqui
concliimos que & < y.
En el ofrgrcaso en que

[T et

JeS
es negativo f” s decreciente en [a, b, es decir i,,(x) > i,(y) en conse-
cuencia f"(x) > fA(yI"y obtenemos que z < y.

En cualquiera de 168 gdsos tenemos que si i y(x) < i(y) entonces z < y.
|

Definimos I{z) = {y : iy(y) =% }.
Afirmacion 1.3.2. I(T)7es conexgd!

Demostracion.

Sean w,z € I(z), w # z y supéngamos sin_pérdida de generalidad que w < z,
vamos a demostrar que (w, z) € (@),

Sea y € (w, z), como w, z € I(x) ‘entonces i;(#0)= is(z), por la proposicién
tenemos que y < z entonces if(y) < i,(£f y*por la misma proposicién
ip(w) = iy(y). En consecuencia

if(w) =1ip(y) =ir(z) es decir y &.L(x).

Como la y fue arbitraria concluimos que (w, z) € I(z)\Por lo tanto I(x) es
conexo. |

Afirmacion 1.3.3. Si I(z) es un intervalo no trivial, es degi, contiene al
menos otro punto distinto de x, entonces es un homo-intervalo.

Demostracion.

Sea I(x) = [a,b],a # b. Por definicién iy(a) = i;(b). Supongamos ahonalpor
contradiccién que existe n € N tal que f™ no es monétona en [a. b, entén-
ces existe ¢ € f"([a,b]), pero esto es una contradiccién, porque f"(z) ¥
f™ 1 (y) estan en el mismo intervalo ya que i,.1(z) = i,11(y).
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Por lo tanto I(z) es un homo-intervalo.

Més.adelante probaremos que si f y g tienen el mismo itinerario principal
v sifmojtienen periodicos atractores y no tienen intervalos errantes entonces
son conjugadas.

1.3.2. Itinerarios admisibles

En esta parte veremos que para conocer la dindmica simbdlica de una funcion
[ es suficiente com’trabajar con los itinerarios principales, si nos restringimos
en las funciones quedio tienen periédicos atractores ni intervalos errantes y si
no nos interesa la dinémiea en la cuenca de atraccion de periddicos atractores.
Antes de seguir sean vy, .. ., vy los itinerarios principales de una funcién

l-modal v vy = iy(0) vy igr=is(1).

Definicion 1.3.5. Sea MW py, o, ... 4, 1) el espacio de sucesiones

o € X que safisfacenglas “swguientes condiciones para cada n = 0y
E=0,1,...,1

oo =if(cy) st on = c,
ovp = 0"l gl ST wpn= T y €r(les1) >0, (1.2)
n+l

ovprr < 0" e Lot st =T y (i) <0.

El conjunto ligeramente mds gradde)X(vo v v, . -, V1, V1) se define como

Teorema 1.3.1. Sea f : I — I una funcion Fmadal. Si [ tiene itinera-

rios principales vy, v, ..., 1 € Do Yy VY, Vo1 son los gdinerarios de los puntos
[frontera de I, entonces para cada j =0,...,1, k=07....lyn=20,1.2,...
uno tiene v; = (Lizq,...) y si 6™ (v;) = (I, .. .) entofices
ov < 0"y < o si €f(fra) = 15 (1.3)
TV j G'n+lf/j j T s1 (-.f(fk+1) = —1. "

1. La funcion iy manda a I en X(vg v, v, ..., U, Vis1).

2. En intervalos errantes, intervalos de puntos periddicos y en imlerva-
los que se encuentran en la cuenca de algin atractor periddico; ig\es
constante.

3. El conjunto ip(1) D X(vo, ..., Vis1).
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O Si f no tiene intervalos errantes y no tiene atractores periodicos en-
/ tonces iy es una biyeccion que preserve orden.

;&yyg tienen el mismo itinerario principal, no tienen intervalos erran-

no tienen atractores periddicos, entonces son conjugadas.
Demoéts\ i6n.
1. Si f”@;lkﬂ = (¢, cps1) v €(Ips1) = 1 entonces

flew) < f*H(z) < flersr),

cuando e[+ —1 entonees f(cp1) < f*7H(2) < flex).
Por la proposicitn la funcion i preserva orden, es decir, si

@;‘(Ck) < ["Hx) < fleps)

entonces
is (% ) 2 ip(fles)): (1.49)

Por otro lado

].ll‘ll IiJr(fn+1®-- F — n+1,|iJr (cj—) — G’n+1b'j:

ademds como [(e) € { algl tenemos que

i (F(e)> ”(Q@: o

\ 4
v andlogamente se tiene que i;(f(crs1)) =001
Asi tomando el limite cuando # — (’j en la desigualdad II obtenemos

+1 ; _
oV 20TV =R OV si ey .+1i =1.
Similarmente obtenemos

oV 20"y 2o si€p(les1) = —%

Por lo tanto se cumplen las desigualdades de , en @ecuencia
ir(I) CE(I/{; VL Vo oy Uy Vs )

2. CASO 1 >S\
Supongamos que J C I es un intervalo errante. Sean z,y € on
& # y, como J es errante tenemos que i, (x) = 4,(y) para todo n €
Por lo tanto is(x) = if(y), como = y y fueron arbitrarios entonces iy es”,
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constante.

CASO I1

Supongamos que A C [ es un intervalo de puntos periédicos. Por la
afirmacion |1.2.1] existe n € N tal que f*(A) = A. Sean =,y € A con
'y asi tenemos que [ (x) y f™(y) estdn en el mismo intervalo Iy, por
lo quesin(r) = in(y) para todo n € N en consecuencia iy(z) = if(y).
Con est0 tenemos que iy es constante en A.

CASO IIT

Sea p un perigdico atractor v J C B(p), ast dados x,y € J tenemos
que existe n € N tal que f*(x) v f™(y) estan en B(p), asi tenemos que
a partir de esta fi_se¢'tiene que i,(z) = i,(y), ademas ya eran iguales en
los primeros n sintb6los. Por lo tanto i;(x) =i,(y) y como x y y fueron

arbitrarios tenemos que s es constante en J.

Vamos a mostrar’ahora que_ipld) D X(vy, ..., Eygeq).

Supongamos por certradiccion que no existe algtin punto x € I tal que
if(z) = o, @ € I, ef décir, ver€mos que la funcién en este conjunto es
suprayectiva. Veamossprimero quefilo podemos escribir como la unién
de conjuntos disjuntos.

Sea ] = AUB, donde A=4{z € I"df(z) <alyB={rel:a=<
if(x)}. Por la proposicién [163.6| A y B/Son intervalos.

Sean a = sup A v b=mfB Sia¢ Alyb ¢ B tenemos una contra-
diccién, ya que A y B son intervalos disjufitod no vacios y por lo tanto
constituyen una separacion de [ el cual es conexo.

A continuacién probaremos que a ¢ A y la prugba de que b € B, se
sigue de manera similar.

Supongamos por contradiccién que a € A, entondes

irla) < a (L.5)

¥y
a =<ip(a”) (1.6)

Por la proposicién iy es continua en x a menos que f¥(x) sea

un punto de doblez para alguna n. Observe que como a < a™ “enton-

ces ip(a) < if(a™) y por las desigualdades (1.5) y (1.6) tenemos gftie

f™(a) = ¢, para alguna n > 0y alguna k. Sea n el entero mas pequeénig
~ TN T ity — o A

con esta propiedad. Entonces i;(a) = i;(a™) = a; para j =0,1,...,n—1
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v i,(a) = ¢. Dado que f"(a) = ¢, se tiene que f"(x) € [, o
fr(x) € I, para cada x > a suficientemente cerca de a.

Supongamos que f*(x) € I, entonces ip(a®) = (cp,Cps1) = L ¥
por v % Loy < Iper. Sioy, = ¢y como o € By, ..., Uie1),
pon la definicién [1.3.5) tenemos que ¢"a = ip(cx) y por la afirmacién
7la) = a, lo cual es una contradiccién, por lo tanto a, = liiq.
Porsotra parte, o™if(a) = isf(cr) y amif(a’™) = is(c) = v Asi por el
orden_en’X (v, ..., 141) ¥y por (1.6), 0" < o™ij(a’) = vi. Pero vea-
mos queesto es imposible, si el signo de [..; es positivo tenemos que
o™ o < @iy si el signo es negativo entonces ov, < 0" o, Puesto
que o™(e)' = (Ir1,... ) ambos casos son contradictorios de acuerdo a
la deﬁnicién v tenemos la demostracion.

4. Por 2 tenemos que i es inyectiva, si f no tiene intervalos errantes,
ni intervalos de puntes~periédicos, ni atractores periddicos, y por 3
tenemos que i; es suprdyectiva, por lo tanto tenemos que i; es una
biyeccién que preserva orden y ademads if(f) = X(vo, ..., Y+1).

5. Del tltimo inciso tehemos que la biyeccion -rl;‘ oij : I —+ I es una
conjugacion entre f(wg. |

Finalmente, en el resto de esta geccién'caracterizaremos las sucesiones en 3
que pueden ser itinerarios pringipales dewatfuncién [—modal.

Sea Sy ={I,,..., [;1;} v 8 una cadéna finita de sibolos con elementos en Sy,
es decir 8§ = (1;,, 1}, ,1;,) donde I;, € Sy pavel j3=1,..., n. Denotaremos
por ¥y = Si v por

' :Ijn:"') € Eﬂ

como la repeticion infinita de la cadena 3.

Sean s, t € ¥, diremos que s ~ ¢ si cumple una de las siguienteg®€ondiciones:
1. s=1t,

2. s= (Ik-*—l:sl:SZ:' ) ¥ t= (Ik:sl:‘gZ: nr '):

3. 5= (Ik—lzslz“i“Z:' ) ¥ t= (Ik:‘qlz“"Z: o )

Ejemplo 1.3.2. i(c¢)) e i(c;) estdn relacionados.
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Solucién

Observe que i(¢)) = (Lpi1, 51,50, ) e i(c, ) = (I, 81,80, -+ ) y por la defi-
nicigh de la relacién ~ concluimos que i(e)) ~i(cy ). O

A contintaeion probaremos un teorema muy importante que nos dira cuando
sucesiones e 2y son los itinerarios principales de una funcién I—modal.

Teorema 1.3.2. Considere ¥y y el orden lexicogrdfico < en X. Ademas,

sean vy, .. ., ylas-sucesiones en Xy de la forma v; = (Ljisq1,...) y defina vy
Y Vis1 COMO Sighes
vy = E: 5’!)-1 = I£+1_ si 18 1) =1, E£+1) =1
Ly = Il: &\"ﬁ IH.]I[ si 1) = 1: E(IH_]) =-1
w=nhhug et =hah si e(l)=-1 ¢el1) =-1

vy =Ny, v z=dia si e(l)=—1, e(li1) =1

Si vy, ..., e satisfacen las condiciones de admisibilidad entonces exis-

te una funcion f : [0, 1= [0;1] I-modal con puntos de doblez ¢y, ...c; y con
itinerarios principales #(GF) = 17,

Demostracién.

Tomemos N € N fija, paran =0,.... N—-Av j=0,...,[+ 1, le asociamos
a o"vj un punto pj en el intervalo [0, 1] detal manera que el orden de estas
sucesiones respecto a < coincida,_con el ofdemynatural en [0,1] y tal que
p? = ¢;. Ademés tomamos a cqg =0y ¢ = It

Los puntos del intervalo [0, 1] los elegimos de tal manera que:

pi<pl st d'n<oTvyy oty (1.7)
TL T Sy T T
pi=p st d"vi~d"y (1.8)
T T Sy T T T T
pl>p;t st o"yy <oty y o"vyxo'v (1.9)

Antes de continuar probaremos el siguiente enunciado

Proposicion 1.3.7. Sio"v; = (Ii,...) entonces v_1 = a"v; =< # y por lo
tanto el punto correspondiente pj € [cx 1, cx].

Demostracion.

Como o™y = (I,.. . ), de las condiciones de admisibilidad Il tenemos que
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D,
/

®/\ o < 0"y < ovy sie(lq)=—1 (1.11)

Por otrg‘}loJ de la definicién del orden lexicografico, se tiene que para cua-
lesquier /ﬁ EXconayg= 8y=1I

ovy 1 20"y 2oy, sie(lq) =1, (1.10)

oé g implica o(a) <o(F) st e(lp) =1, (1.12)

a4 g implica  o(8) <a(a) si  e(ly)=—1. (1.13)
De tenemos
oo @(«-ﬁ) = a0 si €l,)=1, (1.14)
v de se obtiene ”~
a(B) = ol a=3 st oe(ly)=-—1 (1.15)
Sie(ly)=1 aplicamo@ a @y obtenemos

15 "<1/k.

En el otro caso en que ¢(I}) —/fl‘ aplig@»‘l.w a (T.11) y se obtiene

ka:l v ' Q

Y en cualquier caso se tiene que  © %
Y_q j G'nyj j V. (116)

De (1.16) y de (1.7) tenemos que ;
RSP <= aa1<p<a ®
Lo cual implica que p} € [cp_1, ¢]. ) ]

Continuando con la demostracién del teorema, si una de las c%dades

en (1.3) es estricta, se tiene que €([;) = 1 si y s6lo si ove_q < o1y fecto
es claro que si €(I;) = 1 entonces ovp_y < o, ahora supongarios) que

oV_ = oy, por el orden lexicografico se tiene vy < vy sie(f) = 1.

De la misma manera si Py <pte [¢h. Cpoq], entonces por la definicidn ((D\

se tiene que Fy(p}) = pi™' < pi"™' = Fx(p}") si e(Ix) = 1, esto se dedu

FP o T TR T N T, g : n+1 .
facilmente observando que p} < p" sio"(v;) < 0™(v;) implica que ¢ (v;) <7,
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O’”H (v:) si e(I) = 1. Andlogamente se cumple Fy(p}) = p}‘“ >ptt =

p) sie(I) = —1. Asl tenemos que Fy preserva orden en [c; p,c;) si
= l e invierte orden en el otro caso, como el signo de I, es alternante esto
im@g:e Fv es una funcion [—modal con los puntos de doblez ¢1, ¢, . .., ¢.
Cons 108 Fiyy inductivamente eligiendo nuevos puntos p:'r en el intervalo
asociadeﬁ\r‘fvj, i=12..., [, entre los puntos que escogimos previamente,

asl obteneﬂf ; una sucesion de funciones Fiy que converge en la topologia v,
esto debid e no estamos haciendo modificaciones bruscas en el compacto
I. Ademas logritinerarios principales de Fx coinciden con 14, s, ..., 14 hasta
la. n—ésima pos @DOI‘ otro lado la posicion de las primeras N — 1 iteradas
bajo Fj. de ¢; es 1@ misma para cada k = N ya que no cambiamos la posicién
de los puntos p}"gé> N, de esto se concluye que la funcién limite f
tiene los mismos itinerarios principales vy, vy, ..., ;. |

SR |




Capitulo 2
Familias Completas

En este capitulo definimos lo que es una conjugacion esencial entre dos fun-
ciones [—modales y ¢liando una familia de funciones {—modales es completa.
Ademds damos las condicionies que deben verificar una familia para que sea
completa. En particularestramos que una familia de polinomios de grado
I+1 es una familia completade funciones [—modales. Esta teoria de familias
completas puede ser consultada‘en .

2.1.

Conjugacion esencial

En esta seccidn consideraremos familias de funciones suaves l-modales, de
tal manera que cualquier otraflincion l4nodal tenga un representante en la
familia, dado el representante via eierta conjugacion. Para ello daremos las
siguientes hipotesis generales.

Hipdotesis 1.

.Sea ACR", peAy f,: I — I una funciom{+modal.

fu depende continuamente de p en la topologiass € inducida por
la métrica d(f, g) = In&i-fc( f(z),g(x)) v donde los puntos de doblez de
x<

f. dependen continuamente de p. Por simplicidad,ssupongamos que
I'=1[0,1] y denotemos los puntos de doblez de f, por

0<e(p) <...<q(p) <1
Por Sl.lpl.lestﬁf s estrictamente mondtona en cada uno de lgs\inter-

valos I = (0,e1(n)), I(p) = (ea(p), ea(p))s - - - Tua(p) = (ea(A), Dy
f.(01) C Al

29
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3. La norma de Lipschitz de f, estd acotada uniformemente, es decir,

| fulz) = fuly) |

sup ————"r . oo
TFY |z —y|

v paxa cada € > (), existe § > 0 tal que paracada i =1,2,..., I v cada

s | fu@) = fule() | .
(1) — fule(p .
[ 2 —¢(p) | <

4. Para cadald 50, si p(n) es una sucesién en A que converje a g, con
jt(n) € A y'si lagorma Lipschitz de f, tiende a 0 en algin subintervalo
de I;(;(n)) @€ lofigitud 4 entonces la norma Lipschitz de f,,) restrin-
gida a I;(p(n))i€nde.a 0 (note que A no necesita estar cerrado y por
lo tanto f, puedelndestar definida).

|2 —¢;(p) |<d=

Definicion 2.1.1. Decimos, gue dos funciones l-modales f,g : I — 1
tienen la misma orientacion”si.fsy g ambas son crecientes d decrecientes en
los intervalos I;, i = 17,1 +1 correspondientes.

Definicion 2.1.2. Unsulractor periddico es esencial st contiene un punto
de doblez en su cuenca imnediata de_géraccion.

Ejemplo 2.1.1. En la familiadogistica ff (&) = px(1 — ) donde pu € (1,3),
el punto fijo p = f‘;—l es atracforyy By(p)-= (0,1). Como el punto critico
¢ = % € By(p) se tiene que p es un abractordpepiddico esencial. [ |

Por otro lado, definimos una relacién de equivaleficia’ de la siguiente manera:

L
& ~ y slempre que [z,y] C U H; donde H; es un hemo-intervalo. Ademaés
. .. II:I .’ .
los intervalos H; son disjuntos de las cuencas de los atréctores periddicos

esenciales.
A continuacién mencionaremos los intervalos [z, y] con = ~ ys

= La cerradura de una componente de la cuenca de un atractorperiodico
que no es esencial.

= Una componente de una preimagen de un intervalo que consisté én
puntos de periodo constante.

= Un intervalo errante.
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De hecho por el lema las clases de equivalencias son la union de los
imfervalos que mencionamos arriba y ademas dichos intervalos son cerrados
vor lo tanto podemos definir la funcion cociente g/ ~: I/ ~— I/ ~ de
tal manhera que sea continua.

Sin embargo, en general g/ ~ no es [-modal.

Ejemplo 2:1.2. Consideremos la funcion tienda

L oz size0,3
T(z)= {1 —z siz€[3,1]

Note que T"(x) siempre es mondtona en [0, 3] para toda n >0 y [3.1] es la
preimagen bajo Tde 0, 5] y como [0,1] = [0, 3] U[5.1] porlo que 0 ~ 1 y en
consecuencia tenemossque L'/ ~ consiste en un solo punto y obviamente no
es unimodal. O

Definicion 2.1.3. Dos funiciones [y g, l-modales, son esencialmente conju-
gadas, si existe un homeomorfisino h que preserva orden, tal que el siguiente
diagrama conmuta.

Fi~
_—

1)< I/~

fa
[N~ .

Por otra parte, decimos que f y g son esencial*v.€ombinatoriamente equiva-
lentes, si la funcién

h:JU e ~—JU 9" (2.1)

i=1ln=0 i=1n=0

definida por h[f"(c;)] = g™(¢;), es una biyeccién que preserva el orden.

Claramente, si f vy g son esencialmente conjugadas entonces son .esencial y
combinatoriamente equivalentes.

La otra implicacién también se cumple siempre y cuando cada atraetop pe-
riodico unilateral de f corresponde de manera linica a un atractor periddico
unilateral de g, (ver el corolario del teorema(1.2.1).
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2.2. Familias completas

Definicion 2.2.1. Sea A T R" conexo y p € A. Una familia de funciones
[-modales [, es completa, si dada una funcion l-modal g : I — I tal que

1. ngngin intervalo de monotonicidad de g estd contenido en una clase de
eqitivalencia de ~,

2. cada punte de doblez periddico de g es atractor,
3. g tiene lagnigma orientacidn que las funciones de la familia f,,
entonces eziste | €A ’tal que g y [ son esencialmente conjugadas.

Ejemplo 2.2.1. Si tomames la familia ﬁjx] =px(l—x), conp € A =10,4]

Yy
) Z 2z si x € [0, %]
T(x) & {2(1 —z) sixe€[3,1]

existe un valor p' € [0, 49 tal que T y f» son esencialmente conjugadas.

Solucién

Note que g tiene un tinico=pimto, de deblez en ¢ = % asi los intervalos de
monotonicidad de T son I = J07 3) e I, & [5,1].

En este caso las clases de equivalencias sefiypuntos ya que para cualquier
r € I no existe y # =z € [ tal que z ~ y pordo que 1 se cumple. Como el
punto de doblez ¢ de T no es periddico, entoneges.2 no es necesario y clara-
mente 3 se tiene, por dltimo dado p' = 4 confo sé vid en el ejemplo
fa(x) = 4x(1 — ) es topoldgicamente conjugada cen T'(x) en particular son
esencialmente conjugadas. ([

La razén por la que imponemos la primera condicién sebre g es que de otra
manera la funcién g/ ~: I/ ~— I/ ~ podria no tener lalmodalidad [ como
vimos en el ejemplo La segunda condicion excluye funcionesique tengan
puntos de doblez periddicos repulsores.

Ejemplo 2.2.2. La funcion g(z) = —s | —% | +5 con s = %'5 tiene un
punto de doblez repulsor de periodo 3.

Solucién
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Note que g(z) tiene un punto de doblez en z, = L. Haciendo los cilculos

2
obtenemos que

1 1+5 Vi -1 1

3 T T 1 'y
Por le"que xy = % es un punto periddico de periodo 3. Ahora observe que si
damos un §,> 0 cumple que para todo x # 2y € (zy + d, 2y — &) existe un
n € N tal'gue, f"(x) € (zo + &, kg — 8). Asl tenemos que zp es un punto de
doblez repulser de periodo 3. ([
Excluimos esteytipo de funciones porque ninguna funcién suave se puede
conjugar esencigdlmerite a g dado que un punto de doblez periddico de una
funcién suave es necegariamente un atractor esencial. Se puede verificar que
no es necesaria lavedndicién 2 cuando se busca una conjugacién entre f, y g

[ANGS).

2.3. Funciones persistentemente suprayecti-
vas

Necesitamos dar una condicion que permita identificar las familias completas,
para ello se da la siguiente ‘definicion.

Definicion 2.3.1. Sean W, Z "R", una funcion continue G, : W — Z
es una deformacion m.tenrr deGsi Gy “sesextiende continuamente a una
Juncidn de la cl(W) alael(Z), (h'é Gy Gé)? sobre G Y0Z) y ademds
G, depende continuamente de t.

Definicion 2.3.2. Diremos que F' : A — V' es pérsistentemente suprayec-
tiva, si cada deformacion interior Fy: A — V, t &0/ 1] de F' es suprayec-
tiva para cada t.

Teorema 2.3.1. Supongamos que f, es una familia de finciones l-modales
que satisfacen la Hipdtesis en 1. Si f,, es persistentemente suprayectiva, es
decir, F : A — V es persistentemente suprayectiva (esta cofidicidn se sa-
tisface si F' es un homeomorfismo), entonces f, es una familia @orhpleta.

La demostracion de este teorema es constructiva, el primer paso e§ probarlo
bajo las hipétesis adicionales de que F' es un homeomorfismo y que cada punto
de doblez de g es eventualmente periddico. Lo segundo es demostrar el teore-
ma con las hipétesis adicionales de que F es un homeomorfismo y que céda
punto de doblez de g es eventualmente periodico o bien pertenece a la cuenca
de atraccion de un atractor peridédico esencial. El tercer paso demostramos el
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teorema sdlo con la hipotesis adicional de que F' es un homeomorfismo y por
ultimo demostramos el teorema omitiendo las hipdtesis adicionales sobre F'
v dos-puntos de doblez de g. Por supuesto, podemos colapsar cada una de las
componentes de las cuencas de los atractores periddicos no esenciales de g,
los intetvalos que consisten en orbitas periddicas de periodo constante y to-
dos losintervalos errantes. En consecuencia, podemos suponer que g no tiene
atractoressperiodicos no esenciales, no tiene intervalos de puntos periodicos y
no tiene infervalos errantes. Ademads cada punto de doblez periddico de g es
atractor. Dehidojal corola.riodel teorema(l1.2.1} es suficiente demostrar
que para cada flicién ¢ existe un pardmetro p tal que las siguientes dos
propiedades se cutnplen.

1. La funcién

WA fied/ ~— YU 9@ (2.9)

==l w20 i=1n=0
definida por h[f"(eg)] ="¢"[¢] es una biyeccién que preserva orden.

2. Siempre que ¢;, ¢; estan contenidos en la cuenca de un punto periédico p
de periodo n atractaryentonceg loanismo ocurre para ¢;, ¢; y viceversa.
Ademas este atractor=periodico p"es unilateral si v sélo si el punto
periddico atractor corréspéndiente/p también es unilateral.

Paso 1: F': A — V es un hemeomorfismo y cada punto de doblez
de g es eventualmente periddieo.

En este caso los conjuntos

U e/~ y U @)

i=1n=0 i=1n=0

son finitos. Por simplicidad supongamos que los puntos de doblezde g no son
enviados en la frontera de /. El pardmetro p para que f,, sea_gémbinatoria-
mente equivalente a ¢ se encontrard mediante un limite de una.sncesion de
pardmetros p(n). Una manera de construir estos pardmetros es‘golng sigue,
dado que F' es un homeomorfismo, entonces existe un tnico parametro p(0)
tal que los valores en los puntos de doblez de f, ) coinciden con lod valores
correspondientes a los puntos de doblez de g. Porgp tanto existe un inigo ho-
meomorfismo hy que preserva orientacion tal (‘11.1e£{n} = gyohy donde gy = g,
escribiendo g, = hg' o gy © ho. De manera inductiva construimos homeomo
fismos h,, y pardmetros p(n) tal que fum) = gn 0 hn ¥ g = hitognoh,
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y por construccion son topolégicamente conjugadas a g. El problema se pre-
sefita cuando f, es una familia polinomial ya que en este caso no se sabe si
lassueesion p(n) converge, véase [dMvS|. Debido a esto es necesario construir
un gautino diferente, donde se pueda garantizar la convergencia de la sucesion.

Por hipotesis, las érbitas hacia adelante de los puntos de doblez de ¢ consisten
de un nuwrerg finito de puntos, digamos & puntos distintos

D<yy<m<-- <z <1

v [ de estos puntogCorresponden a los puntos de doblez de g.

Sea m: {1,2,...,k} #= {1,2,... k} tal que g(zi) = 2,5 ¥y sea 0 < zy) <
Zyoy < o0 < zy <71 los puntos de doblez de g, note que 7 guarda la
posicién del punto z;#después de aplicarle ¢ v ¢ guarda la posicién de los
puntos de doblez de g, en'otras palabras la grifica de g pasa por los puntos
(2, 9(2:)) = (21, 2nqey) € [0 1)< [0,1] para i = 1,2, ..., k. La informacién estd
realmente contenida en los puntos (z;, zx(;)) que puede ser considerada como
la grifica de 7. La tnica informacién que usaremos es que g es [—modal y que
pasa por estos puntosgSiconectamoes-estos puntos consecutivos por segmentos
de linea obtenemos una fancion [—modal que contiene la misma informacion
combinatoria de g. Por définicion (z,ru(m, Ze(t(D)s - - - Zee)y) € V), los puntos

z; corresponden a las iteradasg'de los puntes de doblez de g y suponemos que
para esta funcién todos sus atpdctores périddicos son esenciales.

Afirmacidn 2.3.1. Para cadavmpre {1,2,. 4, k} existen se i =1,2,...,1,
de manera que

7 (m+1) < (i) < 7°(m) o v*(m) < NS 7°(m + 1)

v una de las desigualdades es estricta.

Demostracion.

Como los puntos de doblez de g son eventunalmente periddicos,%el intervalo
correspondiente [z,,, 2,,.1] es enviado eventualmente en un hemeo-intervalo
periodico. Debido a que todos los puntos atractores periddicos desgson esen-
ciales, esto es imposible. |

Mostremos que existe un pardmetro p para que f, es esencialmente.gombi-
natoriamente equivalente a g.
Para esto sea

W ={(z1,29,...,24) € RFi0<cao <an<- - <ap < 1}
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19 es un simplejo pero desafortunadamente no es cerrado, definimos

L (91(1/ { 21, Ty o) ERF IO <2y <y < "Sﬁ?kél}

v al menos una igualdad se cumple

Est ijunto es la frontera de W por lo que W U W es cerrado. Ahora

tomem f-, (:rl To,...,x) €W,

Como (oo 256 - 22e0))s (=), Tr@)), - Tea) € V¥ ya que
—&s un homeomorfismo, entonces exlste un tnico pardmetro

po= (e, o, @n) tal que

wlci(p)) = Ty parai=1,2,... 1. (2.3)
El punto p1 = ;L(:rl ..... , T) existe porque la funcién
F:A H@i\ 1), fulea(pe)), ..o, fula(p)) € V
es suprayectiva y por lo tar ma como valor a (T.((1)), Tr(e(2)) (1))
v es lnico ya que hemos supu jue F'es un homeomorfismo y por esta mis-
ma razon ji(aq, ¥, .. . %) depende continuamente de (ry,xe,...,2;) € W,
Ademas existe un tnic rﬁ; oY) € Woque depende continua-
mente de (z1,xa,. .., @me C
a) la t(j)—ésima coorde ]f esté vector, v, es el j—ésimo punto de
doblez de f, (y por lo é&(p(n‘ o) (Ye)) = Te))
sii & {t(1),t(2),..., (D}, e ces e G tal que xyj_1) < 25 < 24(j).
Entonces definimos y; como el tinicd punto ta.

fp(:cl‘:czw.‘:rk)(yi)) = T% (24)

de modo que y; estd en el j—ésimo intervalo de monotonicidad de f, (2, 20, 20
es decir, y(j—1) < ¥ < yj). Esta eleccion es posible ya or definicién del
orden Tr(i) € (Lx(1(j-1)): Tr(1(s)))-

La funcidén )\
T(ml:mQ:"' ;ﬂ':k) = {('.-',v'l;'.-',v'Q;---- ) € W fp(_cl‘.cz‘ T ) -'J:)) %}

es una funcién continua de un solo valor de W7 en si mismo. Llamm@a
funcién de Thurston asociada a la familia f,.

Para terminar basta probar que T tiene un punto fijo (21, @, ..., x;) €
Asi existe un pardmetro p tal que f,(x;) = 2@ y fp(r;(p)) Lr(u(i))-

la eleccién del retorno (pullback) se deduce que xy;) = ¢;(p) y las iteradas™,




02.3 Funciones persistentemente suprayectivas 37

acia adelante de ¢,(p), ca(p), ..., ¢;(pe) se ordenan de la misma manera en
y como las iteradas hacia a,delante de los puntos de doblez de g, por lo
t Ju ¥ g son combinatoriamente equivalentes.
Ali&ando no estamos interesados en encontrar el mejor parametro g, la
biisc radica en encontrar una buena “estructura espacial” realizable para
la “estruetura ordenada” de la érbita hacia adelante de los puntos de doblez.
Desafortt nente la existencia de tal punto fijo en W no se sigue derecta-
mente del ‘Ina de punto fijo de Brouwer ya que W no es cerrado. Incluso
si T se extielQ?ontinuamente al simplejo cerrado W U W, para aplicar el
teorema de pt vo aparece el problema de que estos puntos fijos de T
pueden estar en rontera de W v por lo tanto no sirven como solucién.
Por simplicidad (M nos por & = (r1,a,...,2%) € W,

-d1V) = min |:rt Ti_1|.
=2,

tiene un punto fijo en W entonces no eriste
[ — W para un mapeo no suprayectivo.

Afirmacidén 2.3.2. Si TA

wna deformacion interior i

Para demostrar esta afisthacion usaremos los siguientes lemas.
Lema 2.3.1. Para cu ler suv;on x(n) € W converge a algin punto

e IW, ®—

Demostracion. ‘ ’ é
onngamos por contradiccion que esto es fal%nces existe una sucesién

x(n) — dW y una constante K < oc tal que

[T (x(n) —z(n)| _
“d(z(n), 0W) < K, para to@, (2.5)
Esribiendo S BB - =Gt

v usando se tiene la desigualdad
Tr(i)(n) — Tx() ()] 2 [Yx@)(7) — ¥x() (W)] = |22y (n) — !zuﬁ%l)l

—|zr) () — Yy (n)] .
> [yetir(n) — Ya(i(n)] — 2+ |2(n) — T(s% (2:6)
> yr)(n) — Yn() (n)| — 2K - d(x(n),0

Por definicién, fum(yi(n)) = zq)(n). Ademds como z(n) — x € %\]e

(2.5) tenemos que y(n) — x. Por el teorema de valor medio se tiene qu (\

() —y) 1 24D

[y () — 2oy ()] [ D frumy(2(n))] .

W
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Oar alguna z(n) que esta entre y;(n) y y;(n). Por lo tanto tomando
C = mix|D f,(x)].
JIN

obt&s

C o yi(n) —yi(n)] 2 =@y (n) — zzgy(n)] (2.8)
para tc}!;} De manera que combinando ill v ill se obtiene una cons-
tante hl oo tal que

IE@)@ Yr(i) (M) < C - lyi(n) —y;(n)| + k1 - d(z(n), OW).
Repitiendo esteQ{} se obtienen para cada s € N constantes Cy y K, < oc

tal que
Y (i) (1) — Yra(is) s |yi(n) — yira(n)| + K - d(z(n),OW)  (2.9)
para cada n € N. /\
Tomando m € {1,2,. tal que |ym(n) — Yymer(n)| = d(y(n), 9W)
(m podria depender de n) x(n) = x € OW, por tenemos que
y(n) — W, Asf algu unt s colapsan en el limite. Mostraremos que esto
1mpllca que uno de los 08 d lez, vy una vecindad del doblez también
colapsan en el lllllltP ro s correspondiente a m como en
la ahrmamon 10% 0 que estamos usando el hecho de
que todos los puntos pE‘I‘lO] 0 ‘trac r de g son esenciales, ya que de lo

contrario el entero s podria 1 stu" tanto g,ra(m)(’n) N y,rs(mH)('n)
se encuentran en diferentes lados Om pt 1t de doblez de f,,) v asi existe

re{l,2,... ,.‘,’Fsal que

B () = 8y 2(0)] < Bioim(2 @(mm(nn
o bien 9
Y1) (1) = Yoy -1(0)] < [Ys(amy (1) = Ynonsy(m I.

Supongamos que estamos en el primer caso, asi obtene de que,

y(n)) nyn(n) Ym+1(n)|
o U ) (1) = Y ()| — K- d(ﬂr )
o e (0) = e +1(n)l—h d(z(n), 3W®

K,

VIV

r 1
donde C| = P K, =
Como x(n) — x € OW y por (2.5) tenemos que y(n) — dW. Por \SNO
usando ill se tiene que (\

Y\ ) — Yir n
Yty (n) = ey (n)| SIS o
[Yr(er)) (1) = Yr ey £y ()] .
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ya que yy,y(n) es un punto de doblez de f,(,. Entonces
W), W) o) = wma @ dm),ow)
dlzn), W) = % |zrpe)p(n) — Treeysy(n)] * d(z(n).dW)
que eontyadice .

Lema 23251 T : W — W no tiene puntos fijos en el conjunto abierto
W, entoncess€xiste una deformacion interior H; de la id : W — T tal que
Hj no es suprayectiva (en otras palabras, la funcién identidad id : W — W
no es persistentémerte suprayectiva).

Demostracién.

La idea de la demostracidn-de este lema es mostrar que la direccion del vec-
tor T'(z) — x “apunta haeta.adentro de W7 si 2 € W cerca de 9W. Debemos
recalcar que no usaremos el heeho de que 1" se extiende continuamente a 91V .
Para construir una deformaegién, interior como lo requiere el lema, vamos a
construir las curvas en Wausando las “geodésicas correspondientes a la métri-
ca hiperbdlica™ en W9 eStag curvag=son usadas para deformar la funcion 7.
Podemos construir estas€uryas mapeando W difeomorficamente en una bola
v las curvas en W corresponden a laimagen de segmentos de linea en la bola.
Mas explicito, sea p la proyegeion estereografica que manda la cerradura de
W homeomorficamente a la bela cerrada B centrada en (0 con radio I. Esta
funcién se define como sigue, como W C B entonces existe z; en el interior
de W N B. Para z € dW, sea p(2) &'0dB lafdnterseccién con B del rayo infi-
nito que pasa por zy y por z y luegorinterpolayp linealmente en cada uno de
dichos rayos.

p M (W(2)

Figura 2.1: La funcién ¢» de W a dW cuando T no tiene puntos fijos.
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Del lema[2.3.1| tenemos que si v € R* es un limite de
1

i P (m) — pla(n)
e(n)—z |p(T(z(n))) — p(z(n)))

para alguna sucesién x(n) € W que converge a x € dW, entonces v es tan-
gente a\dB»d bien apunta hacia adentro. Como T no tiene puntos fijos en
W, entonces p(F(z)) # p(z) Vz V. Sea ¢(z) € 0B de manera que p(z) se
encuentra eir’la<linea recta entre p(7(2)) vy ¥(z2).

Ahora definimes 3y : W — B, t € [0, 1] por ¥x(z) = p(z) + t(¥(z) — p(2)).
De sabemgosque el vector de p(z) a p(T'(2)) apunta hacia el interior
de W, por lo tanto [p(Z) — ¢ (z)| — 0 cuando z — OW. De manera que 1, se
extiende continuamente a dW y ¢ (t) = p(2) + (V(2) — p(2)) = ¥(2) = p(2)
en JW. En particulay; Hy-= p o1y : W — W es la deformacién que
necesitamos ademds se muteve en W sobre la geodésica que conecta x y T'(x)
en direccién a la frontera®de /. |
Del lema 2.3.1 se deduce que 8i 1" no tiene puntos fijos entonces se puede en-
contrar una deformacion interior de la funcion identidad en W a una funcion
que no es suprayectiva. Como W.esn simplejo de dimension finita esto es
imposible, ya que no existe una retraccién de un simplejo a su frontera, vedse

(AD).

Paso 2: F': A — V es un Homeomorfismo y cada punto de doblez
de ¢ es eventualmente periddico o pertenece a la cuenca de atrac-
cion de un atractor periddico esencial:

(2.10)

Vamos a generalizar ahora la situacion del paso”l ahiadiendo la hipdtesis que
g tiene atractores periodicos esenciales. Primero explicaremos la dificultad,
esto es, si uno de los puntos de doblez no es eventualinente peridgdico, enton-
ces existe un nimero infinito de iteraciones diferentes del.punto de doblez y
por lo tanto el conjunto W del paso anterior tendria que ser de dimension
infinita. Ademas, el teorema de retraccidn es bastante masidelicado en el caso
de dimensién infinita. Por otra parte, el método que usamos paraydemostrar
que la frontera de W es repulsora no funcionaria si W es de dimension infi-
nita. Por lo tanto, consideramos sdlo un pedazo finito de la érbita de cada
punto de doblez.

k

Sea C'(g) = {e1,e0,...ab vy Cil(yg) = Ug"(C-'(g)).Pa-ra. cada érbita perigdica

i=0
esencial elegimos un punto p; en esta érbita tal que la componente B; deé*la
cuenca inmediata de esta érbita que contiene a p; también contiene un punto
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de doblez z,;). Elegimos p; v z,; de manera que todas las iteradas de g
sofi, monoétonas en el intervalo que conecta a p; ¥ z,;). Mas atin, elegimos un
subgenjunto D; cerrado de B; tal que

a(j

1% ¢ada punto frontera de D; es una iterada de un punto de doblez de g;

2. lanfrontera de D; contiene dos iteradas hacia adelante de z,(;); D; con-
sisté desuna componente si p; es un punto de doblez o invierte orien-
tacione”Dy, puede consistir de uno o dos componentes si p; preserva
orientacion (precisamente tiene dos componentes si p; atrae diferentes
puntos deldgblez de cada lado);

3. la orbita hacia adelante de cada uno de los puntos de doblez que son
atraidos por pj intersecta al interior de D; a lo méds una vez y a la
cerradura de D; al'mlenos una vez;

4. el intervalo més pequetio, que contiene a Dj, z,;y v a p; es un homo-
intervalo contenido en\ld éuenca de p;.

El subconjunto D; esdlatnado el deminio fundamental de p;, por convenien-
cia, sea k(j) el periodo dé€ p; v denéte las iteradas de z,(;) en la frontera de
D; por

Zpe(RG) (a(5)) =8 Y Zplgf0k0) (q(5)) = ZrkE) ()5

(En otras palabras g7U*0) (2,0))r= 2,(;) Y29 H0 (2,5) = g9 (z,;)).
Ahora tomamos para cada puntosde doblez.¢; de g el entero positivo mas
pequeno n(i) de modo que

9""(ci) € Cugi)-1(g) o bien ¢g"D(c;) 24D, U {p;}). (2.11)

Entonces ¢, ...,¢"%e),i = 1,...,1y p,-;,g(pj)sg(@),... consiste de un
numero finito, digamos & puntos distintos 0 < 21 < 2z < < 2 < 1 tal que
[ de estos puntos son iguales a ¢; < ¢o < -+ - < ¢;. De estageleccidn, no existen
puntos en {z1, 20, . .., z;} entre D; y el periddico atractor py Wweada uno de los
puntos de la orbita periédica Q(p;) corresponde a un punto z;. Seap; = 2a),
esto define el espacio W como antes. Notemos que la funcién = definida en
el paso anterior es tal que 2., = g(z;) y estd definida sobre un&ubconjunto
de {1,2,...,k}. Sea z; tal que [z, z,(;] es el intervalo mds pegueno que
contiene a D; y a z4;. Si D; tiene dos componentes entonces z;(;y y gy} son
los “puntos externos” de D;, si D; tiene una componente entonces ung de
estos puntos coinciden con z4(;) v el otro estd en la frontera “externa”de’ Dy
Note que w(r(5)), n(d(§)) v w(I(j)) estan bien definidos.

Definamos ahora la funcién de Thurston asociada a esta familia, sea x € W
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chgemos como antes p1(x) € A tal que f,) tiene un valor extremo ..
Ahora definimos (yy, yo, .. ., yx) como sigue. Si z; & Ujint(zy;), z.¢;)) entonces
definimos y; como antes, el tinico punto que satisface f,.)(v;) = z; ¥ que se
enc@i en el m—eésimo intervalo de monotonicidad de f,). Donde m es

tal g se encuentra en el m—eésimo intervalo de monotonicidad de g. Esto
define en particular los puntos yi;) v ve;)-

Sea L; u ncion afin que preserva orientacion y que envia a zj;) ¥ a z(j)
en Yy v 1 espectivamente. Para z; € (zy), z,(;)) definimos y; = L;(z),

de tal maner
al lema I

Lema 2.3.3. Para cudlquier sucesion x(n) € W que converge a algin punto

v e oW,
C 1T sl
G dG ) -

Demostracion. ®

e (y1,y2,...,ui) estd bien definida. Probaremos el andlogo

Supongamos por contr 'cci(ﬁ que existe K < oc y una sucesién z(n) que
converge a d1 para € ‘Y
el A _ (2.12)

%m(n)s /
Como en el caso anterior _.gpﬁ]':imos @T: (zi(n),xo(n),...,zp(n)) v

T(z(n)) = (yi(n), ya(n).... . yln)). Asi en el lema para cada
§ GFN existen constantes Cy > () < oo 1e

Yo () = Yoo i) ()] < C lyi(R) = yisa (7 o d(z(n),0W) (2.13)
() parao =0,1,...,

para cada n € N, siempre que Zre (i), Zre(i+1) & U(% J

s—1. Tomemos m € {1,2,..., k—1} tal que |ym(n) 1(n)] = d(y(n), 9WW)
(esta m puede depender de n). Sino es el caso que tanto zm v zm+1 estdn con-
tenidos en alguna componente de la cuenca de un atrac eriddico esencial,
entonces da una contradiccion exactamente igual cm@n el lemam
Por lo que podemos suponer que (2, zm+1) estd contenido ;?euna com-

ponente (hla cuenca de un atractor peridédico esencial de g. Ahora tomamos

5 tal que Zragm) O Zgs(mt1) estd en (2y), Zy;)) con s minimal p@il una j.
De la desigualdad (2.13) se tiene que 6

e (1) = s ()] < Co - lym(n) = s ()] + K, - d(a(n), AV,
Por lo tanto se puede encontrar m' € {1,2,...,k} de tal maner

Zmes Zmes1 € [23), 20 ()] con O
|ywra(m'}(n) — ',","rra(-:n'+1) (?’i’)l S C,, . |ym(n) — ym+1 (n)l + KS . d(:l‘('r?) (91’1(’) i
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oor definicion ¥y, Yagj)s Y s Ymi+1, Urj) SO0 imdgenes bajo f, de los puntos
pdf espondientes 2y, Zagj), Zms Zm41. Zr(;) bajo un mapeo afin. De ello se

d nde que existe una constante universal T < oc tal que

@4 o y‘l’.((ﬁ)l < T |ym'(n) — Ym'41 (ﬁ)l

\S\ S T C |y‘m( ) y‘.r!i.+1( )l T K ($(?’L): (9”/')
7 < 7:C, - dly(n),0W) +7-Cy - d(xz(n), dW)
- (2.14)
para cada ¢, %, 2y € [2y4). 2r(3)]. Porlo tantosi (2.12) se cumple entonces
y(n) = oW y implica que

gr"(i)"(ﬁ(a(j))(n) Mﬂ‘”)"(ﬂ(a y ()] = Y () (1) — Yz (0)| = 0 (2.15)

cuando n — oo. -

*

Afirmacion 2.3.3. Si aﬂﬁ.\la,cién (12.12) se cumple entonces

i) la distancia del intervalo {4y, y-(;y] hasta el punto de doblez y,(;) tiende

a cero, o bien
i) Dfyum tiende a cero’en todo ¢l intervalo de monotonicidad de f,n) que
contiene [y;)(n), y,@i!
Prueba de la afirmacion. K -
Supongamos que el inciso ii) n%umpatonces por el inciso 4) de las
hipotesis generales dadas al prineipio de eq @ apitulo se tiene que D,
tampoco se va a cero en cualquier submtervalo%ltervalo de monotonici-

dad.
Ahora tenemos que para s =1,...,0(j) + 1, @

|f#(n)(y1r("_”"(3)(a(j))( n)) = futn) (Yo (a(j))( n))| OI
= |Trenti (a(3)) (M) — Tato+1mG) (as)) ()

@ (2.16)
< |Yromta) (o (i) (M) — Yntar it a(iyy (M| + 2 - d(z(n), )\

y por la hipétesis todos los puntos y iy (n), s =0,1,...,0(j
contenidos en el mismo intervalo de monotonicidad. De (2.1

v s =o0(j)+ 1. Como D f, no tiende a cero en cualquier subinte@:r de
este intervalo de monotonicidad se tiene que

M Y entid (@) () = Yntervmtiagyy(n)| = 0, para s = a(j). (o
TE—DC
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Continuando de esta manera obtenemos que

nl]_{lgc [y 2ts-1060) (a () (V) = Yrort (i (0)| = 0, para toda s =1,2,...,0(j) + L.
De mhanéra que todos estos puntos estan cerca del punto de doblez y,;y(n) y
va que [t p(n) — yrg)(n)| = 0, esto completa la prueba de la afirmacién. W
Continuapdo con la demostracion del lema, ambos incisos i) e ii) implican
que D f, ., (tigndle a cero en el intervalo [y,;y(n), y,(;y(n)]. En particular del
teorema del yalor medio se sigue que

&(j)(nw;})(n)l _ |16y (1) = i) ()|
[Zrain () — 2y ()] [ fum) Wi () — fuemy (e ()]

cuando n — 0, Por lotante-usando (2.14) se tiene

— 00,

d(y(n), OW) 1 [y (1) — Yoy ()] K, d(z(n),0W)

Ty = : T A gy oy 0%
d(z(n), W) — 7-Cs |zdumn) — zxeon(n)|  Co d(y(n), OW)
cuando n — oo, que coffradicé . |

Corolario 2.3.1. Existe\una funciénue preserva orientacién que envia la
Orbita finita de g a la drbita finiita de f,.

Demostracion.

De los lemas y T tiene un punto fijosen W y por construccion se
sig existe una funcién que preserva orientacidl ylque envia c;, . .., " (¢;)
en ci(p), . ... fr(ci(p) para cadai=1,...,1. [ |

Lema 2.3.4. Existe una funcién que preserva orientacidn y*ademds relaciona
la érbita infinita de los puntos de doblez de g con la drbita infinita de los
puntos de doblez de f,. Por lo que f, y g son esencialmente conjugadas.

Demostracion.

Para mostrar la construccién de la conjugacién, tomaremos en cuenta dos
€asos:

caso 1: cuando D; consta de una sola componente,

caso 2: cuando D; consta de dos componentes.

En el primer caso se sigue de la construccion que hicimos en el lema gi
T(y) =y entonces fu)(y:) = yr(;) siempre que z; # zq;). Como D, consiste
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de una componente entonces se sigue nuevamente por la construccion que
Yd(; es un punto periddico de f,¢,y con el mismo periodo de zy;), denotemos
porm este periodo. Ademas tenemos por construceion que f ity) € monotona
en ¢ada intervalo [y,(;), 4:]. De aqui se deduce que cada y; es atlaido por un
puntapericdico ;;;U.) en este intervalo con el mismo periodo m o con periodo
5 (este_ultimo ocurre solamente si u(y) nvierte orientacién en Ya(j))- En
general y;m no tiene que ser igual a yu;) pero entonces -_.',rfi( i) ™~ Ya(j) donde
~ es la relacién de equivalencia que definimos anteriormente, por lo que se
sigue que fuf) W'y son esencialmente conjugadas.

Caso 2. En estefcase se supone que D; consiste de dos componentes por lo
que Yq(;) ho neq@@ariamente es un punto periddico de fuq) ya que T'(y) =y
no implica que () = Y= cuando i = d(j), debido a que yq;) se define
como la imagen bajo._algiin mapeo afin y no como alguna preimagen bajo
Juyy como en el caso 1.(Sea n(j) el periodo de zy(;y. entonces como D; consta
de dos componentes, se arinple que g™} preserva orientacién cerca de 24(7)
v g™ (z;) > 2 para z en ufia_ omponente y g™ (z,) < z para z en la otra
componente de [J;. Ademds §2lilno tiene puntos de doblez en el intervalo de
conexién de estas dos géinponéntes. Por lo tanto, como 1'(y) = y entonces se

tiene lo mismo para f’ {(;)), es decir, f;((;}) (y:) > y; para z; en una componente
v p((;}(ui) < y; para z; en lajotra compenente de D; y f "(7) es mondtona en

el intervalo que conecta estos;puntos. D€ esto se sigue que existe un atractor
periddico Jq(;) que atrae a losspuntos y{ para los z; que estdn en una com-
ponente de D; y un periddico atractor yaugf (tal vez diferente de ;) que
atrae a todos los puntos y; que cdrrgspondefi a=z; en la otra componente de
D;, ademés [ ”(“’ es monétona en [Gag), Jag;)| “Borlo que f.,) v g son esen-
(.‘1a,lmente (.‘OIl_]l.lga,da,S.

Por lo tanto en cualquiera de los dos casos se tien€ que f,q) ¥ g son esen-
cialmente conjugadas. [ |

Paso 3: Prueba del teorema|2.3.1] bajo la hipétesis, F: A — V es
un homeomorfismo.

,
Primero construimos una sucesién g, de funciones /—modalesfue convergen
a g en la topologia de funciones continuas tal que g, satisface las\siguientes
dos propiedades:

1. las primeras n iteradas de los puntos de doblez de g v g, coinciden,;

2. cada punto de doblez de g, es eventualmente periddico o bien e&ta
contenido en la cuenca de un atractor periédico esencial.
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3i g ya satisface la propiedad 2, entonces podemos simplemente tomar g, = g,
eif’ otro caso, sea C(g) ={e1, ¢, ...}y

Cilg) = Ug"(C(g))-

Ya que estamos suponiendo que la propiedad 2 no se cumple entonces al
menos un punto de doblez, digamos ¢;, no esta contenido en la cuenca de
un atractor periddico esencial y ademds tiene la propiedad de que g*(c;) ¢
Cr 1(g) para toda¥%s> 1, va que si ¢*(c1) € Cyr 1(g) entonces cada punto de
doblez que no esta contenido en la cuenca de un atractor periddico que es
esencial tiene unawdrbita finita y en consecuencia es eventualmente periodico.
Elegimos 4 > 0 tan peguéna que puntos distintos de €, (g) estén separados al
menos por 4, es decir, [ y| > & para toda x # y € C,(g) v sea i el entero
mas pequeno para el cuallavd—vecindad de g*(c;) contiene un punto z de
Cs 1(g). Como la sucesion ¢n,g(c1), g*(c1), ... tiene puntos de acumulacion,
tal entero n existe y por definicion de § se tiene que n > n. Elegimos una
funcién § que coincideon g éxcepto en la d—vecindad de g™ (c;), asi que
g"(c1) = g(g™ — 1)(e1) €FAgual & aldiin punto r € C;_;. No olvidemos que
las primeras 1 — 1 iterad@syde lospuntos de doblez de ¢ y g coinciden.
Repetimos este argumento de manera sicesiva para cada punto de doblez
que no esta contenido en la cliened de unsatractor periodico esencial para los
cuales ¢*(c1) € Cir_1(g) para todak > wEn este proceso reemplazamos n
cada vez por el entero 1 v ¢ pordayfuncion.g. De esta manera, finalmente
terminamos con una funcion g v un'entero n talique

§"(c) € Cia(g)

para cada punto de doblez ¢ que no esta contenido enda cuenca de un atrac-
tor periodico, es decir, ¢ es eventualmente peridédico. De"8sto se deduce que
g satisface las propiedades 1 y 2.

Al tomar n suficientemente grande y 4 suficientemente peguena, se puede
construir una sucesién g, de funciones [—modales que convergeya ¢ en la
topologia C? con las propiedades requeridas. Puede ser que’g, tenga o no
intervalos errantes, pero esto no representa un problema y ademagmeres ne-
cesario que g, sea diferenciable.

En el paso 2 se probéd que existen pardmetros p(n) tales que las érbitashacia
adelante de los puntos de doblez de f,,) v g, son esencial y combinatdria-
mente equivalentes. Sea y/ un punto limite de la sucesién p(n), este limite
existe por compacidad del espacio de pardmetros y sea [ = f. Debidt a
que las primeras n iteradas de los puntos de doblez de g v g, coinciden ¥
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)| hevho que fum) ¥ g. son esencial y combinatoriamente equivalentes im-
c n que si ¢;1) ¥ Ciz) son puntos de doblez y g¥(c;1)) < g™ (¢i(2)) entonces
f sy (p(n)) < fi, (cie)(u(n)). Por lo tanto tomando limites tenemos
que
A5 gM(ew) = lim gi(ein) < g™ (e) = 1im g7 (cio)
esto imﬂ}a que
I O }ggo P () < () = L F2 (e ().

Por lo tanto qu nostrar que f*(c;n)) # ™ (ci2)-
Primero probem s qt (eiy) # J[™(ciz)) cuando 1) o ¢y2) esta en la

cuenca de un atr rp; con periodo k(j), en efecto, g, = g en la cuenca de
los periédicos atract i f*(einy) = f™(ci)) entonces debe ocurrir que
lim | fp(n)

Tim (1)) = ity (i) ()] — 0
de esto se concluye que las @) as de estos puntos de doblez se acercan uno
al otro, pero esto es i%ﬂbl debido a la eleccion de D;.

Ahora supongamos ques€;q1; 0 biell’ ¢;2) no esta contenido en la cuenca de

o )
un punto atractor periéd&iupon@m por contradiccion que f*(c; ) =

=

(i), va que g*(ciy) Ci2) tehemos que gr(ciny) # gi'(ci) para

n suficientemente grande. Co né~ (ﬂ) v on esencial v combinatoriamente
equivalentes se tiene también que n)(clmﬁé fp(n)( Ci(»)) mientras que por
hipotesis

lun f(n)(c,(l)}— llm (2))-

Sea J el intervalo abierto que conecta g*(c;1)) cOn g™ (c;o)), como g no tie-
ne intervalos errantes y Ci(1) 1o esta en la cuenca un periodico atractor,
entonces existe k&’ > 0 tal que g*'(.J) f:onthEe unﬁt de doblez. Asf si
Jn denota el intervalo abierto que conecta g (Q(l) @ (Cz 2)), entonces
g¥ (.J,,) también contiene un punto de doblu para n suhv mente grande.
Ya que f,(.) ¥ g son esencial y 00111b111ator1a1nente eqmv es,'se tiene que
el intervalo correspondiente J, que conecta f* Pyt ) Ci(1y) con f.%,z(z) tam-

bién cumple que f (ﬂ)(]n) contiene un punto de doblez.
.o

Como la longitud de este intervalo tiende a cero cuando n — to im-
plica que f¥**(c;p) = f¥ ™ (¢ (3)) es un punto de doblez ¢ 1(;) de

110
Fhon (i) # f;(,,)(qa) y lm f ro(c) = lim fit,)(ciz), para §\T\ﬁ
3.+m,

grande ya sea que f* 7 () (1‘(1)) 75 ¢i(3) 0 bien ) (1‘(2)) # ¢i(3) v ademds

as (\
lim [l (o) = 1im i () = c)- (2-17Q

TL—O0

2
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Por la primera parte de la construccion del paso 2, g""“"(r_‘i (1)) = Ci(3) implica
guie para toda n, gﬁ'”‘(cﬂn) = r;(3), respectivamente g"!+”°((;,-(2}) = Cy(z) impli-
calgue gt ™ (ci)) = ). Como f "F(ein)) # eizy 0 bien [t (cio) # ei)
"JH((:T-“)) # €(3) 0 bien gk’“”(ct-{-z)) # cy3). Por lo tanto asi

. . . S . . . . .
como“antes, el intervalo que conecta er{n,} (€i(1)) con ¢z o bien el intervalo

esto 1mplica que ¢

que coneeta f;:}”‘ (¢i(2)) con ¢y, es enviado después de un niimero finito de
iteraciones fa un’punto de doblez ¢;4y. Por resulta que esta iterada de
[ envia ¢;3 ‘enjin punto de doblez ¢;4y. Continuando este proceso se obtiene
que uno de estog-puntos de doblez de [ es periddico, y como [ tiene “deri-
vada” cero en logspuntos de doblez se tiene que es atractor. Ademds ;) y
€2y estdn contenidos’en la cuenca de este punto de doblez atractor, lo que
es una contradicclony |

Paso 4: Idea de la demestracién del teorema

En este caso ya no hacemosiel’ supuesto de que F' es un homeomorfismo. La
principal diferencia con la prueba en los pasos anteriores es que pueden exis-
tir muchos pardmetroS guessatisfacen : es decir la funciéon T : W — W
resulta ser una funcién miultivaluada en 1. A pesar de esto estamos buscan-
do un “punto fijo” de T.

En el caso que todos los putitos'de doblez de g son eventualmente periédicos
entonces tomamos z; como ensél_paso 1.

Para empezar sea V el conjunto de puntés vy, ve,...,u) € V que estdn
ordenados de la misma manera quUe/Zx(,(1)), Z(i(2)); - - - » Zx(e(1))- Esto significa
que valores de los puntos de doblez#ienen el orden correcto.

Sean Ay = F~H(V}) y Fy la restriccién de F en Vi, 8ntodos los enteros 7 (¢(i))
son distintos (o de manera equivalente, si todos los"puntos z. ;) son distin-
tos) entonces 1 es un subconjunto abierto de V' owsino es un subconjunto
abierto de un subespacio lineal de V. En este 1iltimo casedenotamos por dVj
la frontera de 14 como un subconjunto de este subespacia lineal de V.
Ademas definimos

{X:(xh:::Q:...:mk):D<x1<:1:;_.<---<mrél}

“““ Y Tru) = v paral <i <1

9: {(p,x) € Apy € Zpp}-

Note que para cada p € A; obtenemos Xp,y C Wy para cada p ¢ (A,
la definicién de ¥ g, ni siquiera tiene sentido, es decir, Xp(,) es vaclo. La
funcién multivaluada T : W — W puede ser considerada como una funcién




2.3 Funciones persistentemente suprayectivas 49

dontinua de un solo valor de Z a W. En efectosi (1, ) € Z entonces x € Xp(,
ywhor lo tanto

fulei(l) = Trieiy)-
Esto implica que T : Z — W puede ser definida exactamente como antes
por

intervalo de menotonicidad de f,, cuando z; estd en el j—ésimo intervalo de
monotonicidad de~y.

Si algin punto de doblez de g no es eventualmente periddico pero esta en
la cuenca de un atrattor periddico esencial entonces z; se define como en el
paso 2, tomando Z dome antes y definiendo T : Z — W de nuevo como en
el paso 2. |

donde (y1, 2,477, yx) € Wes tal que [, (y:) = ) y ¥ pertenece al j—ésimo

Un resultado importante gie’surge inmediatamente de este teorema es el
siguiente:

Corolario 2.3.2. Séija.= (ageerRaic1) € RF2 Si Po(z) = ag + ... +
a2ty A= {a € R¥ P, es modal }, entonces la familia Pa, a € A,
es una familia completa.

Demostracion.

Mostraremos que la funcién F' esgiiyhomeomorfismo y en consecuencia por
el teorema es persistentementé suprayedtiva.

Por hipotesis
Pa(x) =ag+ ... +apq 2!

y Supongamos que
Pa(0) =0y Pa(1) = 1. Estoimplicaque ay =0y a1 = 151 —ga— ... —ay.

Asi
g o— A T
Pix)=ar+... v+’ + (1 —ay —az — ... —ag)z" %
Como P, es un polinomio I-modal de grado [+ 1 y todos sus puntes<riticos
son puntos de doblez v por lo tanto son raices simples del polinomio DEy'= (.

Denotemos a los valores criticos de P, por v;(a) = Fa(c:i(a)).
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Por otro lado podemos ver a la familia de polinomios como,
N el 1o N e L i
Pi(x): R — R, donde(a,z) es enviado en P,(x).
La derivada esta dada por,
[ SRR NS T R A | [ A -
DP,=(x—a 2" =2 . o — a2 Pl(x).
Tomemos.&
¢ 4R = R a cada a la enviamos en (a, ¢;(a))

la derivada de‘estafuncion es

1 0 0
0 1 0
DC]_ = : : :
0 0 el
iy day day

Como vy (a) = Pa(ei(a))

Du(a) = DPalef(a))esD (ci(a))
= (e1 — TMef =T 4 od — &7 0) - Dey
1 0
. 0 1
= (¢ — f."El+1;(."f — (_.,£1+1: e s :_"El — C!1+1; 0) - 0 0
oo oo
iy das

= (a-d"d-d". 4 =M.

De aqui tenemos que

E)Vl I+1
i S|
()ﬂ.]

in 2 _ A
f}ﬂ.g ! b
f)Vl 3 [.,£+1
f)ﬂ.;; 1
din I 1+l
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En_general
v,

a)=c — 1,
f)ﬂlj ( ) 1 1

Como E(a) = (11(a),...wv(a)), la derivada estd dada por

) I+l 2 I+ 1 I+1

c—c g=d -4

cp— bt -t o d =
DFfa),=

N S G S S B S o8

g—cdtt ¢ -d d—d

restando a cada columiha la primera se obtiene una matriz equivalente a
DF(a)

A -y d—a
e E—cy - ch—cy
_41 =

g—ctYe2—c¢ - d-q¢

por lo que @ = Jac(F(a)) =!|A;| essiinepolinomio en (cq, ..., ¢) de grado
1{i+1

[+
Factorizando ¢; en el i-ésimo rewglon, consf = 1, ..., obtenemos la matriz

a(l —cb) et — 1) (T -1)
ol —d) eld —1) - "L‘g((i‘-iz_l -1)
ol — (:E) (:;(CE -1 ... r:;(cﬁ_l —1)

si ¢; =1 0 ¢; =0 entonces el rengldén i-ésimo de la matriz As es cero y por lo
tanto () = 0. De igual manera si ¢; = ¢;, ¢ # j entonces ¢l #€€simo renglén es
igual al j-ésimo renglén por lo que @ = 0.

Factorizando se obtiene que

T 3 T
Qe) = (HEH(@ =] =e))ale),

i<j

donde g(¢) es un polinomio.
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Como el grado de la primera parte de la derecha es

— 2.
I 1):l+3£:£+£(£+1)

20+
2 2 2

= deg(Q),

tenem6s gue ¢(c) es constante.

Como log puntos criticos de P, son distintos y estdn en el intervalo (0, 1)
concluimet gue Q@ = Jae(F(a)) # 0y por lo tanto F(a) es un difeomorfismo
local. Probaremos que F' : A — V es una cubriente y mostraremos que 1 es
abierto y cerfado, y dado que V' es conexo se obtiene que V;, = V.

Como F' es unA deformacién se extiende continuamente a la frontera y
F(0A) C V. Ademds " es un difeomorfismo local asi tenemos que para cada
y €V, F7'(y) es wirconjunto finito, sea n la cardinalidad mixima de F~(y).
Definimos a V, = {y.€V : # F'(y) = n}. Tomemos a y € Vj; y sean
Ty, Xy, ..., € F7y), €omo F es un difeomorfismo local existen vecindades
abiertas V; C A de z;i =A% n con F(V;) C V, obtenemos un abierto que
contiene a yy C Vi por lo qieJf es abierto, (véase la Iigura.

Figura 2.2: Vecindades de las preimagenes de .

Ahora, sea yg € Vo y yn € VAV y v : [0,1] = V, con v(0) = yo v v(1) = yy
Sea s = min{t : y(t) € dVy}, como F es un difeomorfismo 7 : [0,5) — 1§
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Oene n preimagenes, es decir y,%,,... 7, ¢ [0,s) = A (véase la ﬁgura.

*

12; € F71(v(s)), como F es continua el ljm'y.,-(t) pertenece a F~1(y(s)),
—8
y ser F' un difeomorfismo local consiste en exactamente n puntos por
que(zy no puede ser igual a x;, i # j. Esto implica que F~'(y(s)) € A, con
esto teliemos que 1}, es cerrado ya que contiene a sus puntos frontera. Por lo
tanto t )06 que Vp=V.

Figura 2.3: Preimégenes d

Sean y € V' v x1,29,...,1, las preimagenes de y y ts a W, una ve-

cindad abierta de x; tal que W; N W; = @ con i # j. Qés cada TW; es

enviada difeomdrficamente a F(1;) v note que, como ¢ %&S abierto
n

entonces F(W;) es abierto, asi tenemos que U = m F(1V;) esabi
i=1

U es el conjunto abierto Blés pequeiio contenido en cada F(IV;

F~YU) c W,. Definimos W} = W; N F~1(U) y claramente F(W/)

es decir U tiene exactamente n preimdgenes. Por lo tanto F~HU) =

i=1
En consecuencia F' es una funcién cubriente y como V' es simplemente con%

concluimos que F' restringida a cada componente conexa de A, es un homeo
*
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morfismo y por el Leoremam obtenemos que P, es una familia completa.ll

2.4."« Renormalizacion en un intervalo

En esta'séceion introduciremos el concepto de renormalizacién. En particular,
mostraremgs que muchas funciones I-modales de una familia completa son
renormalizables’

La idea de la'wenermalizacién es descomponer una funcién multimodal en
funciones de menor I-modalidad. Para formalizar esta idea introduciremos la
nocién de intervalos a€strictivos.

Definiciéon 2.4.1. Set f .. I — I una funcion multimedal. Un intervalo
cerrado J & I se le llamayrestrictivo con periodo n > 1 para [ si

L. Los interiores de J, ... N1 (J) son disjuntos;
2. fr(Jyc Jy frad) C oJ;

3. al menos uno de s _intervalos,J, ..., f*7'(J) contiene un punto de
doblez;

4. J es mazimal con respecto ‘a la ‘sigitiente propiedad: si J O J es un
intervalo cerrado estrictanfente contenido en I vy tal que las propiedades
(1 — 3) también se cumpleg”para J fpara algin entero n) entonces
J =J.

Definicion 2.4.2. Si J es un intervalo restrictivo, n la funcion [ J — J
se le llama funcion retorno o renormalizacion de f=en J. Si ¢ J — I es
wna funcion afin que envia a J sobre I entonces al operador que envia

=R T)=¢of (flog™ I =T,
se le llama operador de renormalizacion asociado a .J.

Si existe un intervalo restrictivo de periodo = 2, entonces [ es renounalizable.
El siguiente ejemplo muestra que la funcién renormalizacién asocidda a un
intervalo restrictivo de una funcién I-modal no necesariamente es lrfipdal.

Ejemplo 2.4.1. Sea [ : [0,1] — [0,1] una funcion bimodal, como se muedtra
en la ﬂgm‘a Alli se puede observar que existe un intervalo restrictivo J
de f de periodo 3, es decir, f3(J) C J. Ademds f3:J — J es una funcién
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O-m‘odal (véase la figura , Como en este caso la renormalizacion resulto
ym r una modalidad mayor que la funcion inicial, se podria sospechar la
existencia de una funcion que al renormalizarle, la funcion obtenida tuviera

mo ades muy grandes con respecto a la modalidad de la funcion original,
PETD no puede pasar porque la modalidad de las funciones obtenidas por
renor cion estd limitada por 2! — 1, ver , FEn este caso | = 2, por
lo que Eaﬂﬁ lidad es a lo mds tres. O

O)O"

aa—— [ S _—. VNN —

f() i d

Figura 2.4: Grafica Qf e inter@ restrictivo .J.

o
O
%

‘©

+
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f() () I

Figura2.5: Gréfica de f3.

En la figura
funcién 3-mod
unimodal.

5| se muestrar quedaTenormalizacién en el intervalo J es una
al, mientrfs que en ¢l intervalo f2(.J) y f(J) la funcién f3 es

2.5. Renormalizacion en-la familia cuartica
folx) = bax? + ot

En esta seccion daremos algunos ejemplos de pardmetros reales en la fami-
lia cudrtica fy(z) = bx? + x! donde se presentafi intervalos restrictivos y
una renormalizacion. En primer lugar observemos que la famila cuartica es
completa en el intervalo de pardmetros b € [—3, 0] (véage la ﬁgura.
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O Diagrama de bifurcacidn para la familia cudrtica bz®+z*
/ * T T T T T

ok —

o
C/\: o8l |
& o

=

- :

.1{4' ]

.2 g 1 L 1 L

A 25 . 2 15 -1 05 [

b

Figur i: Bifurcacién completa

Es importante mencior qwﬁonjunto de puntos que aparecen aproxima-
damente a partir del etr —2.6 en la figura [2.6] corresponden a
diagramas de bifurcacion def pe periodos méas grandes de tal mane-
ra que si hacemos una cion lor de estos pardmetros de nueva
cuenta se pueden observar H&mas e bifurcacion, por ejemplo alrededor
de b = 2.6014 se tiene un di 6530611 de periodos dos para f

grama de
(vedse la ﬁgura. Em‘o
. O

-1.1 T T T T T A

//_‘ T
2f @ |

D
| %
| (9\5‘

28021 2802 28019 26018 26017 26016 26015 26014 (\

Figura 2.7: Diagrama de bifurcacién alrededor del parametro b = 2.6014.

+
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Antes de continuar con algunos ejemplos de renormalizacién, debemos men-
cibnar que la familia cudrtica f,(z) = bz? + x* es un caso especial de la fami-
lig_ cudrtica Py, (x) = Py(P,(x)) = z* + 2ax® + (b + a®)2? + bax, a,b.z € R,
quefse obtiene de la composicion de dos polinomios cuadraticos de la forma
P.(1)="az + 12

Los puntos criticos de Py, (x) son:

1. g = —%,
R —
2. ey = u+312u.§ 2{.1:

- W —a—y 2
3. g = —a-voezsib

2
Note que cuando @ =0, P, (x) = fi(x) v es cuando el punto critico ¢, de
Py.(x) se queda fijo. Por_le-tanto los puntos criticos de fy(z) son:

1. g = U

9 . _ V=%
2. Cy = 5,

3. 3= —=2%
D, Cs 5 -

Observe que fi(co) = filcghy-cono @ ya es fijo, entonces f, solo presenta
una dindmica. Precisamentevel diagrama de bifurcacion se genera al seguir la
orbita de ¢y bajo fj,.

A continuacién daremos algunosejemplos de intervalos restrictivos de periodo
3,5 v 7 para algunos pardmetros ben donde s¢'ptesenta una renormalizacion
de Jr b

Para encontrar estos intervalos restrictivos resolvemos\la siguiente ecuacion

. (—\/——Qb) V=2
2

b 2

donde n es el periodo del intervalo restrictivo, es decir, estamos,interesados
en los parametros donde el punto critico ¢g sea periddico.

Para el caso n = 3 resolvemos

(—\/——zb) el

b 2 2

que es equivalente a resolver una ecuacién polinomial de grado 4% = 64)
numéricamente se puede resolver usando el método de Newton, para esté
caso analizamos solo tres de estas raices que son:
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L. b= —2.36857358,
by —2.60144304,

: —2.65900055.
L\

Fstos 1etros coinciden respectivamente con los verdaderos valores en al
menos 9 eiffas significativas.

Caso I: b= @)6857358.

En este caso f, —2.36857358x% + 2 v ¢3 = —1.08824941. El intervalo
restrictivo de perfodo fres correspondiente a f; es J3, = [—1.1152, —1.0606]
(ver ﬁgura. lﬁzéénalizacién de fen .J;, semuestraen la ﬁgura alli

podemos observar qu en el intervalo restrictivo es una funcién unimodal
-
(véase la figura|2.10). @

-0.4- 4-\\}
A
Sk
>
o |\ COL/ )
-1.44 @

o T T T T T r T T T 2
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Figura 2.8: Grifica de f, e intervalo restrictivo J;, para b = —2.36857358.
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2,
Z
%
.
7

-0.84

Ny

F=1.000

F-1.005

Figura 2.10: Gréfica de fi? en el intervalo restrictivo Js,, b= —2.36%.

Ademas, variando el pardmetro b en valores cercanos a —2.36857358 se %
tienen intervalos restrictivos, los cuales generan una familia completa de fun
*
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Oones renormallzables el cual su diagrama de bifurcacion tiene tres ramas

e hgura

\DW o

27
-13F O —

18 .‘( , ¥ 1
-2.378 23?? 237\ -2.374 23?3 23?2 23?1 23? 23- -2.368

Figura 2.11: Dlagram@furc alrededor del pardametro —2.36857358.

coincide con el diagrama de bi rtam wun polinomio cuadréatico acorde
con el teoremau 2.3.1 Ademaés, c ma yramas coincide con el diagrama
de bifurcacién de un cuadratlco O

. O

Haciendo una ampllamm a r 1tral (ver figura [2.12)), se ve que
eé ;:u.
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.
7
Q.

]

4

L
-2.378 -2977 -

—2.36857358.

Caso II: b — —2.6[)1@
Para este caso c3 = —1.

restrictivo de periodo tres
La renormalizacién de [ en
fi en el intervalo restrictivo

)

Figura 2.12: Una mnpliac®

@ispm@

L L L L L 1 L
2375 2374 2373 2972 -2370 -237 -2369 -2.360

del diagrama de bifurcacién alrededor de

=
,

= —2.60144304x2 + z*, el intervalo
a fyes J;, = [—1.1585, —1.1222].

?e mu%m la figura se observa que
: Cn‘ fun 6nimodal (véase la figura [2.14]).
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2,
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0.54
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x
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Figura 2.14: Gréfica de fi? en el intervalo restrictivo Js,, b = —2.60%.

Variando el parametro b en valores cercanos a —2.60144304 se obtienen ;p

tervalos restrictivos, los cuales generan una familia completa de funcion
L
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Oanormahzables el cual su diagrama de bifurcacién tiene tres ramas (ver

%‘ﬁﬂ
Q.
\S} sl i

!
%

&
IicH

1 L L L 1
-26021  -2802 % -26018 -26017  -2B016 26015 26014

Figura 2.15: Diagram @furc alrededor del pardametro —2.60144304.

Haciendo una ampllamon ma L%z[&lll&‘i (ver figura ), asi como

en el caso anterior coincide 11 I dia; e bifurcacion de un polinomio
cuadratico, mas ain cada 111 la.s 6comclde con el diagrama de

bifurcacién de un cuadratico.
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2.
% :

%

1,69

L L L 1
:I 26019 -26018  -26017 26016 -26015 -26014

Figura 2.16: Una mnpliac® del diagrama de bifurcacién alrededor de

—2.60144304. \

Caso TIT: b — —2.65@
En este ultimo caso = :} ne > que ¢ = —1.15303958 y fy(x) =

—2.659000552% + x* 0 re 0 de periodo tres correspondiente
a fyes Jy, = [—1 1566 1 que en los casos anterioresla
renormalizacion de [ en )’;‘ e r el ura- 2.17} allf podemos observar
que f en el intervalo restrlctl una on unimodal (véase la figura
2.18]).
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O . 15

7
®\S\

/0

0.5

Q

L

-5®'-1""-0'5"'0 o L5
Figura 2%1?&0& de f} para b = —2.65900055.

<- D IQ
=113 -1.155 - . -

. o L-1154

Py
0
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Figura 2.18: Gréafica de f} en el intervalo restrictivo Js,, b = —2.65%.

Ademas, variando el pardmetro b en valores cercanos a —2.65900055 se ob p

nen intervalos restrictivos, el cual genera una familia completa de funcion
L
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Oanormahzables el cual su diagrama de bifurcacién tiene tres ramas (ver

%‘2“

%n:

)

L
Ak

A

v

N

-2
2658125581255{

L 1 L L 1 L
-2.6591 -2 659 -2 659 -2659 -2B59 -2659

Figura 2.19: Diagram@furcav alrededor del pardametro —2.65900055.
Haciendo una ampliacién@ ram%‘(ﬂ] (ver hgura 2.2 ) se observa que

coincide con el diagrama d un polinomio cuadratlco mas
ain cada una de las ramas iagrama de bifurcaciéon de un
cuadrético.
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L 1 L L L L L 1 L
-2 6591-26691-2.6591-2 6591-2 6591 -2 B39 -2.659 -2.659 -2B59 -2659

Figura 2.20: Una ampliaciém, del diagrama de bifurcacién alrededor de
—2.65900055.

Para el caso n = b resolvemos

—/=2b —/=2b
5 2t
ff’( 2 ) -9

que es equivalente a resolver ufia écuaciénspelinomial de grado 4° = 1024.
Numéricamente se puede resolvef usando el” método de Newton, para este
caso analizamos solo tres de estas raices que sou:

1. b= —2.34294788,
2. b= -2.39310235,
3. b= —2.57741082.

Estos parametros coinciden respectivamente con los verdaderos alores en al
menos 9 cifras significativas.

Caso I: b= —2.34294788.

En este caso ¢; = —1.08234649 v f,(z) = —2.34294788x% + 2, elvattervalo
restrictivo de periodo cinco correspondiente a fy es J5, = [—1.0948, —1.0698].
La renormalizaciéon de f en Js;, se muestra en la figura alli podemos
observar que f{ en el intervalo restrictivo es una funcién unimodal (véasg la

figura :
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=09+

Z
Q.
S

N4

Figura @r ca de f} para b= —2.34294788.
o 4&5 Q}K -L075  -107

;/ \o— S -1082

2%, 3

N
P,
L

. O

Figura 2.22: Grafica de f;’ en el intervalo restrictivo J5,, b = —2.34%.

Variando el parametro b en valores cercanos a —2.34294788 se pueden obte%
intervalos restrictivos, los cuales generan una familia completa de funciones
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normalizables, cuyo diagrama de bifurcacién tiene cinco ramas (ver figura

¢ st g

®/\ 08
&

23445 \ 234% 234
Figura 2.23: Diagram@furc i61 alrededor del pardmetro —2.34294788.

Haciendo una ampliacic’n@ la ra%ltral (ver figura , se ve que
coincide con el diagrama d gﬁn‘cac D@-un polinomio cuadratico, mas
alin cada una de las ramas ¢ i(ﬁ‘le co iagrama de bifurcacién de un
cuadratico.
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02 .5 Renormalizacién en la familia cuartica f,(x) = bx? + x*
2.
%

e

Oﬂ:ﬁs

4 L L

-2 3445 ; — -2.3435 -2343

Figura 2.24: Una ampllac del diagrama de bifurcacién alrededor de

—2.34294788.

Caso IT: b = —2. 535@

En este caso ¢ 1y : —2.393102352% + %, el intervalo
restrictivo de periodo cm espo a foes Js, = [-1.1172, —1.0701].

La renormalizacién de [ en #e m ‘m-en la figura alli podemos

observar que fJ en el mterval r»\nctl
figura [2.26]).
:? O

61& funcién unimodal (véase la
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O/ ) =

-84

(2 |
9 -
ool

QO*,
o

-1.4

=

L]

i3 -12 -11 -1 -08 -08 -07
X

-1.3 4

Figura M@Grﬁca de f} para b = —2.39310235.

111 _-‘m :Q,& 108
;/ \ W -1

Figura 2.26: Gréfica de f,? en el intervalo restrictivo Js,, b = —2.39%.

Similarmente variando el parametro b en valores cercanos a 2.3931[)23%

obtienen intervalos restrictivos que generan una familia completa de funciones
+
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Oanormahzables el cual su diagrama de bifurcacién tiene cinco ramas (ver
%‘L-

05

7~ ost 1
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G |
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W
TN -
asf A ]

V. wY

16 1 L 1 1 L 1
23935 23935 2@305 9 23933 23933 23932 -23931 -2.3931

Figura 2.27: Diagram@furcav alrededor del pardmetro —2.39310235.

Analogamente haciendo u@ npllaQ la rama central (ver hgura-

se ve que coincide con el diag 1 “de b 1 ion de un polinomio cuadratico,
mas ain cada una de las ram 1d el diagrama de bifurcacién de
un cuadratico.
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4104 L 1 L 1 1 L L
-23935 -2@935,-235934 23933 -2.3933 23933 23932 -2.3931 -2.3931

Figura 2.28: Una ampliacign, del diagrama de bifurcacién alrededor de
—2.39310235.

Caso III: b = —2.57744082.

En este caso c3 = —1.1352061 v i) = —2.5774108222 + z*, el intervalo
restrictivo de periodo cince, ¢otrespondiente a f; es J5, = [—1.1436, —1.1268].
La renormalizaciéon de f en J5, sé muéstra en la Iigm'a. se observa que
f? en el intervalo restrictivo €8 uma funcién’ unimodal (véase la Iignra..
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5.
/L ]
®\S\
e

*

=05
0

Figura 2.30: Gréfica de f7 en el intervalo restrictivo Js,, b = —2.57%.

De manera similar, variando el parametro b en valores cercanos a —2.57741 O
n

se pueden obtener intervalos restrictivos, los cuales generan una familia cor
+
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leta de funciones renormalizables, el cual su diagrama de bifurcacién tiene

pifzoramas (ver figura .

S .
S

3
%

—

15f /\

 — s —

T T I
-25774 -25774 VS 74 -25774 -2.5774 25774 25774

Figura 2.31: Diagram@furc i61 alrededor del pardmetro —2.57741082.

.,R,
BN

Haciendo una ampliacic’n@ la ra%ltral (ver figura [2.32), se ve que
coincide con el diagrama d gﬁn‘cac D@-un polinomio cuadratico, mas
alin cada una de las ramas ¢ i(ﬁ‘le co iagrama de bifurcacién de un

cuadratico. o
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0.7

10.75805 BN E . 4

0751 et 1
0751 o 4

07

07525 R

0753 L 1 1 1 I
-257T4 =25074 -2.5774 -24774 -2.5774 25774 25774

Figura 2.32: Una ampliacign, del diagrama de bifurcacién alrededor de
—2.57741082.

Por dltimo el caso n = #ré8olvernios

NEL Dy T

i
Fs 2 2

que es equivalente a resolver uda ecuacidn.polinomial de grado 47, como en
los casos anteriores se resuelve nuiméricamente usando el método de Newton,
para este caso analizamos Unicamente la rafz'b= —2.39870892.

Este pardametro coincide con el verdadero valor”en’al menos 9 cifras signifi-
cativas.

En este caso c; = —1.09515042 v fi(z) = —2.3987080222 + z*, el intervalo
restrictivo de periodo siete correspondiente a f; es Jr =.4=1.0995, —1.0908].
La renormalizacion de f en J7 se muestra en la figura|2.33)'se puede observar
que f{ en el intervalo restrictivo es una funcién unimod@h fvéase la figura
2.34)).
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5. .
73 %
e
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x

Figura 2.33pGrifica de f7 para b = —2.30870892.

- s
x
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Figura 2.34: Grifica de f7 en el intervalo restrictivo J;, b = —2.39 .

De nuevo variando el pardmetro b en valores cercanos a 2.39870892%

obtienen intervalos restrictivos que generan una familia completa de funcion
+
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Omormalizables, el cual su diagrama de bifurcacién tiene siete ramas (ver

wﬁ-

®/\ 07k
\S.> * oaf

OD.B
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j1.§|//
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1 M . Vi W 1 L 1 1 1 1
-2.393?2.353?2.353& 30EF2 IFET2 39072 30672 3007 2.39072.3987

Figura 2.35: Diagram@furcav alrededor del pardmetro —2.39870892.

Haciendo una ampliacic’n@ la racl itral (ver figura , se ve que

coincide con el diagrama d freac D@-un polinomio cuadratico, mas
ain cada una de las ramas coin€ide co iagrama de bifurcacién de un
cuadritico.
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5.
27
Q.

S

-2.39072 \JB072 39672 39572 39672 39672 39072 3907 2.39972. 3987

Figura 2.36: Una ampliacign, del diagrama de bifurcacion alrededor de

—2.39870892. \




Capitulo 3
Polinomios Cuarticos

3.1. Funcienes cuasiconformes

E!n esta seccién veremo§ hlgunas definiciones y resultados que serdn de utili-
dad en el desarrollo de esté trabajo.

Toda funcién de variable compléja [ : A C C — C se puede escribir como
Sz +iy) = u(x,y) + iwlx,y), dondeu y v son funciones de variable real.

Notacidn:
1 ¢ 1 .
Jrz = §(f1 v ""'fy): Jr? =3 5({1 -+ ""'er)
donde f, y f, denotan las derivadassparcidles’en = y y, respectivamente.

Supongamos que f € C'(A), es decir, f tiene Sug/derivadas parciales f, y f,
continuas. Se define la derivada en la direccion aw€ R como

fzo +re) — ()

re icy

O f(20) = 1_1'11(1] :

la cual existe en todo punto zp € A.
Ademés definimos el cociente de dilatacién como

mdx,, |0, f(2)|

Dy(z) = —=20
7(2) ming, |Jaf(2)]

Definicion 3.1.1. Una funcion [ : A — C es llamada conforme en z,
si existen 6 € [0,2x] y r > 0 tales que para cualguier curva v(1y @A
con y(0) = zg, diferenciable en t = 0 y satisfaciendo +'(0) # 0; la eupva
a(t) = f(y(t) es diferenciable en t = 0 y, haciendo v = ¢'(0) y v = 7v0)
tenemos que |u| = rlv| y arg(u) = arg(v) + 6 (mod 2x).

31
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Observacidn 5. Si f : A — C es una funcion analitica y f'(z) # 0,
entonces [ es conforme en zy, con 8 =arg(f'(z)) v r=|(z)].
En efecto, usando la notacién de la definicién v por laregla de la cadena
se tiéne que u =o'(0) = f'(z) - 7'(0) = f'(z0) - v.
Por Iptamto arg(u) = arg(f'(z0)) + arg(v) (mod 27) v |u| = |f'(z0)| - |v].
Usandodla definicion de coeficiente de dilatacién vamos a debilitar la defini-
cion de condorme y vamos a definir lo que se conoce como funcion cuasicon-
forme. Méas adelante veremos la relacion entre las dos definiciones.
Definicion 3.2, Si Di(z) es acotado en el dominio A, se dice que [ es
una funcion cuasiconforme en A. Ademds si

sup Dy(z2) = K,

zeA
se dice que [ es una funegion K —cuasiconforme.

La definicién de funcién cugSiconforme se puede dar més general, sin necesi-
dad de tener diferenciabilidad, antes de hacerlo vamos a introducir algunas
definiciones.

Definicién 3.1.3. Sea A C C abiérto y f € C*(A). Se define €l coeficiente
de dilatacion iy de f, poryyy = f

El coeficiente de dilatacién p ;5 tambiéin llamado coeficiente de Beltrami
de [y ala ecuacion fz = pyf. Se le conoce’como la ecuacion de Beltrami.

Definicion 3.1.4. Dados dos subconjuntos U yg'Vi de C, decimos que, U es
relativamente compacto en V' y se denota por U € V' si:

1. U es compacto,
2.UCV.

Definicién 3.1.5. Sea f: I — C una funcion continua,\ "= [a,b] C R. La
Sfuncion f es absolutamente continua en I si satisface lo siguiente;
para toda € > 0, existe § > 0 tal que

Z |Jr(.8i) - Jr((].‘i)l < €

para cualquier sucesion finita de intervalos disjuntos (o, 5;) en I cilyd ee-
rradura de cada (o, ;) estd contenida en I y la longitud total

Z(,{"J)f — (.'l’f) < 4.

i=1
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Definicién 3.1.6. Una funcion continua [ : U — C se dice que es abso-
lutamente continua en lineas si para cualquier familia de lineas paralelas en
cualguier disco D relativamente compacto en U (D C U), f es absolutamente
continia en casi todas ellas.

Es importante mencionar que si f es una funcién absolutamente continua
en lineag entonces tiene derivadas parciales en el sentido ordinario casi por
todas parteseen U, sin embargo esto no implica la diferenciabilidad de f.

Con las definicienes anteriores estamos listos para dar la definicion general
de una funcién ¢uasitonforme.
Definicion 3.1.7. Una funcion f: U — V se dice cuasiconforme si satis-
[ace las siguientes conidiciones:

1. [ es un homeomarfismo,
2. [ es absolutamentecontinua en lineas,

3. existe una constante kcon) < k < 1, tal que |fz| < k|f.| c.t.penU.

Sik= 2—1} donde K = }f—}i“ entonces se dice que [ es K—cuasiconforme.
Sea U C C un conjunto dabiérto v K < oo, una funcién g : U — C se dice
K —cuasiregular si y solo Sieg.puede setexpresada como g = [ o ¢ donde

¢ U — ¢(U) es K—cuasiconforine y [ #o(l) — ¢(U) es holomorfa.

Con esta tiltima definicién estamas listos para_enunciar el siguiente teorema
cuya demostracion puede ser consultada en .
Teorema 3.1.1 (Cirugia cuasiconforme). Sea’q : C — C una funcién
cuasiregular. Suponga que existen conjuntos disjiintes medibles F; C C,
j=1,2,... que satisfacen
1. para casi todos los z € C, la 6rbita de z bajo g pasa.& lo méds una vez
en E; para cada j,

2. g es Kj—cuasiregular en Ej,

3. K, = ﬁKJ < 00,
=1

oo
4. ¢ es holomorfa c.t.p afuera de U E;.
i=1
Entonces existe una funcién K. —cuasiconforme ¢ : C — C tal qué
g=pogop ! esuna funcién entera.
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3.1.1. Funciones tipo polinomial

Definicion 3.1.8. Sean U,V discos topoldgicos abiertos de C, una aplica-
cionholomorfa f : U — V es propia, si f~YK) es compacto, para todo
conjunto_compacto K C V.

Definicion +3.1.9 (Funcidén tipo polinomial). Una funcidn de tipo po-
linomial degrado d es una terna (f,U, V), donde U y V son subconjuntos

iertos desB isomorfos a discos, tales que U y OV son curvas C', U es
relativament@npacto en Vy f:U =V es una funcion C—analitica y
propia de gw‘adoﬁ

El conjunto de Julialleno Ky de una funcién tipo polinomial se define como
K;={»&U: f"(2) € U para todan > 0}

y el conjunto de Julia J;"=,@4 ;. En el caso que d = 2, la tripleta (f, U, V)
es llamada una funcién tipowcuadraitico.

Si f es un polinomio de/grado d.2-27 entonces satiscafe la definicién y
su conjunto de Julia llené y_su conjunto de Julia se obtienen de la definicién
anterior, tomando U = C|

El siguiente teorema de Douad¥-Hubban relaciona una funciéon tipo polino-
mial de grado d con un polinomio del mismio grado. La demostracién puede

ser consultada en [DH2].

Teorema 3.1.2 (Teorema de rectificacién)s

? Toda funcidn tipo polinomial f : U — V es hibmdamente equivalente a
un polinomio P del mismo grado.

2. Si Ky es conexo, P es tinico salvo una conjugacinepor una funcion
afin.

Donde hibridamente equivalente significa que existen, una vecindad W de
Ky en U y una funcién cuasiconforme ¢ : W — ¢(W) tal que:

L p(Ky) = Kp.

2. el coeficiente de dilatacion i, de ¢ es cero en casi todas partes é&n) Ky
y

3. pof=Popen Wne H{IW).
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3.2. Dinamica de los polinomios cuarticos

Anites de entrar con la familia de polinomios cudrticos, vamos a mencionar
algunos resultados relacionados con la familia cuadratica.

En lafamilia de polinomios cuadraticos podemos considerar la familia
pe(z) = 2%+ ¢, denotamos por K, = K, y J. = J,. Definimos también
al conjuntt de Mandelbrot como el conjunto de pardmetros ¢ € C tal que el
Julia lleno "K#€s conexo (véase la Iigm’a..

1.5

0.5

-1
-5.25 -1.25 -0.25 0.75
Re z

Figura 3.1: Conjunte’de Mandélhrot para p,.

Observacién 6. Si [ es un polinomio, los congtintos J; y Ky son compac-
tosgy

La cuenca de atraccion del infinito denotada por Af(oo) es el complemento
de K;. Los conjuntos J;, Ky y Af(oc) son completaméntesinvariantes bajo

e

La conexidad del conjunto de Julia .J; es afectado por el compastamiento de
los puntos criticos finitos.

Enunciamos el siguiente teorema de Fatou, que clasifica la cénéxidad del
conjunto de Julia mediante el comportamiento de los puntos critidos.

Teorema 3.2.1. Sea [ un polinomio de grado d = 2.

L. Si todos los puntos criticos pertenecen a Ap(oc), entonces J; es tofal

mente disconexo y J; = Ky. Ademds f)|;, es topologicamente conjugadd
a la funcidn desplazamiento oly,.
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2. Jy y Ky son conexos si y solo si todos los puntos criticos de [ pertenecen
a I\’j‘,

Si-algunas orbitas criticas, pero no todas las érbitas divergen, entonces el
conjuhfa de Julia es disconexo y por lo general no es totalmente disconexo.

3.2.1.~ Minerarios de los Julias cuarticos

Para un poliiomio p de grado d, la funcién de Green GG, se define como
G,(2) = lim —log* [p"(:)|
7p(2) = lim —log™ |p™ (2
n—oo (1

donde Eg+ x = méf{log z,0}.

La funcién de Green 'GfZ).es cero para z € K y es positiva para z € Ay(c0o).
Esto ltimo debido a qué/f es conjugada a 2% en una vecindad del infinito.
Al conjunto G=(x) con #”>"0 se le llama curva equipotencial alrededor del
Julia lleno Ky, [DHIJ.

Sea [ un polinomio cudrtico yG"= G la funcién de Green asociada al Julia
lleno K. Sean c;, ¢4 ¢35 los puntos criticos finitos de f, supongamos que
G(c1) =G(c2) =0y Glcag) > 0, es'decir, 1, 2 € Ky y ez € Ay(o0).

Sea U7 la componente acotgdiyde C\G"'(G(f(c3))). Supongamos que Uq y Up
son las diferentes componentés acotaflagide C\G1(G(e3)) tal que ¢; € Uy
v ¢ € Ug. Entonces Uy y /Uy’ son subtofijuntos propios de U. Ademds,
(flo,, Ua,U) ¥ (flug. Ua, U) sofh Tuncionestipo cuadrético (véase la figura

3.2). Definimos fi = flu, ¥ f2 = £l0k-

fles) E\NGH(G(f(cs))

C\G™(G(cs)

Figura 3.2: Funciones tipo polinomiales (f|i,. Ua, U) v (flirg, Ur, U).
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Bajo estas condiciones podemos definir el A — B itinerario principal (a,,),-q
de€’¢; como sigue: R
o, — {A 51 SMe) elUa

B s f*(e;) € Ug.

Poderfios suponer que el A — B itinerario principal de ¢; es (AAA...) y el
itinerafip) principal de ¢ es (BBB -+ +). En particular, esto implica que los
conjuntos”de~Julia lleno Ky y K, son conexos.

Sea Comp( k%) el conjunto de todas las componentes de K. Como G(c3) > 0
el conjunto de_Julia J; y el Julia lleno Ky son disconexos y tienen una can-
tidad no numerdblé-de componentes. Por lo tanto Comp(K;) es un conjunto
no numerable, el cualse convierte en un espacio métrico con la métrica de
Hausdorfl dp. Defifimos una funcién F' : Comp(Ky) — Comp(K;) como
F(K) = f(K) para K€ Comp(K;). Esta funcién F' es continua con respec-
to a la métrica de Hausdorff.

Sea ¥y = {1,2, 3,4, A, B el espacio de seis simbolos, definimos un subcon-
junto ¥ de Xg como sigue: § ='(s,,) € E siy sélo si

1. 5, = A implica s,«4 = A,
2. 5, = B implica s,41 = B,
3. 8, =Ay 5,01 # Aimplica s, ¥=8 0 s,-1 =4,
4. s, =By s,—1 # B implicass, 1 =10 5,1 =2,

5. 81 5= (s,) € 3y = {1,2,3,4}"") entoneés.existen subsucesiones (f,)>
v (un)0o tales que t, =1 0 ty=2y up =30 u, = 4 para todan > 1.

La propiedad (5) de ¥ es importante, por ejemplé uha sucesion

s =(1,1,..., 1,B.B,.. ) }<l&'xn
{ 3Ly 3Ly 1 1 n=1

TE—VEeres

converge a s = (1,1,...) € Eg, sin embargo no converge eli'Y) va que s ¢ X,
Cada s corresponde a una componente de las imdgenes inversas del con-
junto de Julia lleno K,, estas preiméagenes de las componentes€onvergen a un
punto fijo repulsor en 0Kj;. Por lo tanto podemos stiponer que
s=(1,1,...,1) corresponde a un punto fijo repulsor. Similarmentesng suce-
sién de la forma (1,2,1,2,...) corresponde a un punto periédico deperiodo
2 en OKy,.

Nuestro objetivo ahora es demostrar el siguiente teorema de Katagata [R1],

Teorema 3.2.2. Sea [ un polinomio de grado 4, suponga que:
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L. los puntos criticos ci, ¢y € Ky, ¢5 € Ay(o0) y todos son diferentes,
2. el conjunto de Julia Jy es disconezo pero no totalmente disconezo,

3. Nos A — B itinerarios principales de ¢y y ¢y son (AAA---) y(BBB--+)
respectivamente.

Entonces’eziste un homeomorfismo A : Comp(K;) — X tal que Ao F' = go .

Demostracion.

Sea W la compghiense no acotada de C\G~'(G(¢3)), note que la frontera de
W contiene a 37 Por el teorema de Bottcher existe una funcién conforme
Yy con las siguiente§ propiedades (ver [[M1], pag. 92]): existe r > 1 tal que
Yy C\D, — W es v isomorfismo conforme, donde D, ={z € C: |z| <r}.
Parat €[0,1),

Ri(t) =V ({ne C : |2| = r,arg(z) = 2wt })

es llamado rayo externo con“dgagulo t para K.

Sea R la interseccién delrayo éxterng que pasa a través de f(c3) y C\U. Dos
de los cuatro rayos f~!(R)tienen como punto limite a c3 como se muestra en
la [igma. Asi el conjumtoy(F4(R)) consiste de cuatro semirectas ex-
tendidas de d, con dngules adyacentesa 7. Hay tres semirectas invariantes
bajo la funcién z* que se extiendén désdesel=disco unitario I y sus dngulos
son 0, l; v % Ademés al menos dosyde estad tres semirectas invariantes no se
traslapan con -g-:'.lf'( JHR)), (véasela [igura..

L)

Figura 3.3: Las lineas discontinuas son f~'(R).
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Figura 3.4: Las lineas golitinuas son _invariantes bajo z — z* y las lineas
: e o Gh—1 -1
discontinuas son ¢ (f7'(R)),

Sea ﬁl la interseccion de una de estas selnirectas invariantes con C\B,. v sea
R; la imagen de ﬁl bajo v;. Extendemos”Ry/de tal manera que se convier-
ta en un rayo invariaﬁa bajo f."lemamos a”Ry como una componente de
F7H(Ry) satisfaciendo Ry N Ry # 0. Entonces RL@& Ry v f envia Jy = R\ Ry
sobre J; = Ry NU (véase la figura|3.5).
Inductivamente sea R_, una componente de f=' (R_(n_1)) que satisface
R__yyNR_, # 1. Entonces R_(,,_;y C R_, y ademas f envia J_,, sobre
J_(n—1) donde

J- R MNR_ (1) sin>0
e RNU sin=—1.

El limite de esta construccién es el rayo f—invariante

R.= EJ R_,=RU D T

n=( n=[)
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Figura@.5: Imagen de §1 bajo 1.

Antes de continuar con l&demostracion del teorema, enunciaremos el siguien-
te lema cuya demostracién?puedeSer consultada en }

Lema 3.2.1. Sean F una, funcionsracional y X la cerradura de la union
del conjunto posteritico y posibles domintos de rotacion de F. Suponga que
v 1 (—00,0] = C\X es una dugva tal que”B™(v(—oc, —k|) = y(—00,0] para
todo entero k > (. Enlonces €l Lh’m V) seziste y es un punto periddico
g 0C

repulsor o parabdlico de F' cuyo periodo divide-a n.

oC

Podemos aplicar el lema|3.2.1]a R.\ R, = U JZ,, ajustando v de tal manera

n=I(
que v(—(k+ 1), —k] = J_; para toda k > 0. Por logaito R, aterriza en un

punto fijo repulsor o parabdlico de f. Si R aterriza en un punto de Ky,
entonces describimos R, con R4 , similarmente si R__(aterfiza en un punto
de Kj,, describimos R, con Rp, (véase la figura|3.5).

Denotamos por R4, v Rp, las componentes de f~'(Ra, )by [(Rp), que
satisfacen lo siguiente Ra, N Us # 0 y R, NUg # 0 y difierensde R4, v Rp,
respectivamente.

Sean V4 = U\(K;, URa,) y Vg = U\(Ky, URp,), ademds définiinos las
ramas Iy, Iy, I3 e I; de @“ tales que

1:Va= U, I:Vy—= U,
Iy Vg = Us, I Vg — Uy,

donde U; y Uy son componentes de Us\(Ky, U Ra, U Ra,). Similarmente U
y Us son componentes de Ug\ (K, U Rp, U Rp,) (ver figura|3.6).
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Figura3,6: Ramificaciones de f~1.

Definimos una funciénds Comp(K),— X como sigue, para K € Comp(Ky).

i st 1K) CU;
NI )= { A (K) = K,
B Si k) = Ky,

donde j € {1,2.3,4} yn € N,

A continuacién demostramos algunos lemas y“entconsecuencia se tendra la
demostracién del teorema.

Lema 3.2.2. La funcion A : Comp(Ky) = X es conlinua.

Demostracién.

Para cualquier € > 0, existe N € N tal que 2% < e. Tomamos K &\Comp(Ky)
de manera arbitaria y s = A(K) = (S0, 81, ..., 8w, ... ), primere€onsideramos
el caso en que s € XM Xy. Por la continuidad de [ existen &y, dazs ), oy = 0
tal que f*(K[8;]) C U,, parak =1,2,..., N, donde K[&] es la df=>+ecindad
de K.

Sea § = 111}21'11 N d1, asi cualquier componente K’ de Ky con dy (K, K" < d

satisface que K’ C K[6] por la definicién de la métrica de Hausdorfl. Adetnds
cualquier componente K’ C K[6] de K por la proposicién del capitulg
1 satisface que A(K') = (sg,51,...,5n5, tne1,... ). Por lo tanto si alguna
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gomponente K’ de K satisface que dy(K, K') < ¢ entonces

aa)AE) = Y Al o L L

k=N+1 k=N+1

Donde d 'es'la métrica de la definicion del capitulo uno, de esta manera
A es contifiua.en K.

Cuando s € 2X%, se tiene que s, = Ay s,_1 # Ao bien s, =By s,_1 # B,
entonces s es(iim punto aislado en ¥, como el correspondiente K es también
un punto aislade”en.Comp(Ky), por lo tanto A es continua en K. |

ae[inimos la funcign Ao ¥ — Comp(K ;) como sigue: para s = (s,) € X, si
Sp =AYy s,1# A, éntences

AMS{J © I-“l G0 I-"n—l(f{fl)'
Sis,=Bys,1# B, entoncés
K(S) = I-'in e 131 o e 0 I-"n—l(f(.h)'

Si s € X4, entonces existe lna subsucesion (snq))2; tal que s, = 16
© I.wl o OI.%n(g)_l({"A) Y

l 141 . T -
entonces K" > K" En est€ caso definizhos A(s) de la siguiente manera

- & - L2 F4 - A % E}
Sn(y = 2 ¥ Sniy—1 = 30 Sn(lf2r= 4. Sea I\g =1

LN

A(sy= (N KO
I=1

l iy . . .
Como K. ) es una sucesion anidada de conjuntos ‘cpnipactos cuyo didmetro
e

en la métrica de Poincaré tiende a cero, se tiene que ﬂ KE“ es un solo punto
=1

K1].
Lema 3.2.3. A es la inversa de A.

Demostracién.

Primero vamos a probar que A o A es la funcién identidad en X, paralesto
consideramos dos casos. Primero cuando s = (sg, 51,...) € B\ X4 Si &, =04
Vv sn-1 # A, entonces por definicion se tiene que

Als)=1

S0

ol 0.0l [(Kyp).
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fk(K(s)) = -[sg- O 0-[3“,1( rfl) C Us;_.-
anto [A(K(@))];_ = s, vy se concluye que_A(K(s)) = 5. Similarmente se

2 8i s, = By s,_; # B, entonces Ao A(s) = s.
caso es si s € &, entonces también por definicién se tiene que

(m K(i)) c mf K(E)

Por lo tanto @f]k = s v entonces A(A(s)) = s. En consecuencia Ao A
es la identidad en
Para completar la déin
identidad en Comp(K;

stracion del lema, notemos que A o A es la funcién
ctamente de la definicién de A y de A. |

/\

Lema 3.24. A7 : X — C@fo) es continua.

Demostracién.

entonces K = I, oI, o- Ya que K es un punto aislado en

ol
Comp(K;) se tiene que A‘fmﬁtlm Q
De manera similar, si s, = By &,y # onces A~! es continua en s
La parte interesante es cuando ¢ 64: en@ caso

e,
= ﬂKi”.%
=1

Como K > K+ y A7!(s) es un conjunto de uh solo punto, entonces

existe Iy > 1 tal que O
—1 (lo) —1 ®
A (s) C K™ C A (s)[e]. )\

Para cualquier s = (s, 51®TE ; g A(s). Sis, =Ay s, # A,

1
Proponemos § = one)=t Y consideramos t € ¥ con d(s, t) < 4. @nces por

(
la proposlclondel capitulo 1,

L= (SG: 81y -y Snflg)—1s Sn(ly): tn(i{])-l—l: s ) @\p

Tenemos dos casos para t, el primero es cuando t € £\X,, por dehmclol(ﬂe\

A7) se tiene que o

*

AN ¢ K ¢ A7Y(s)]e).
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¢l segundo caso es cuando ¢ € ¥, por definicién
AT = (K.
=1

# N . (1 A1
Ademads ¢omo s y t coinciden en las primeras [ entradas entonces K ;{ ) = K| )
para l =1,2,... 1.

Por lo tantp también se cumple que

4
ATN(t) ¢ K1 ¢ A7 (s)[e).

Como A~1(s) es'uh conjunto de un solo punto, para t € ¥ con d(s, t) < 4, se
tiene lo siguiente

dp (A (sJCA®) = inf{e’ : A7H(t) C ATV (s)[€]} < e

Por lo tanto A™! es contintiaren s. |

Lema 3.2.5. Aol =g A.

Demostracién.

Para K € Comp(Ky), sea A(K) = (sir's¢. . ). Entonces o(A(K)) = (s1, 52, . ..
Por otro lado A(F(K)) = A(f(K)) = (syrse. ). |

Con este iltimo lema se concluyeda prueba del teorem:

3.2.2. Renormalizacion compleja

Definicion 3.2.1. Decimos que la aplica&;’n I™ es renormalizable si existen
discos topologicos abiertos U y V en C y [* : U —= V' e§ una funcion de tipo
polinomial con conjunto de Julia conexo.

Una pregunta interesante es encontrar aquellos pardmetros dondé.el Julia de
un polinomio cudrtico presenta copias de dos Julias cuadréitices, es decir que
el cuartico admite una renormalizacion en la que localmente lafdindmica es
como un polinomio cuadrético.

En particular demostramos el siguiente resultado usando las ideas de[K2].

Teorema 3.2.3. Para cualquier par de conjuntos de Julia de polinomios
cuadrdticos, existe un polinomio de grado cuatro cuyo conjunto de Julia(in-
cluye copias de los dos conjuntos de Julia cuadrdticos.

Es decir, dados ¢y, ¢y € C
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existe un polinomio [ de grado 4,

/é existen dominios simplemente conexos acotados Uy, Uy y V' tales que

@]CV@TUQCV

y Ia. ones (f,U, V) y (f,Us, V) son de tipo cuadratico e hibridamente
eqmv a los pohnomws cuadrdaticos p., y pe, respectivamente.

ala de@ﬁamon del teorema es necesario el siguiente lema cuya
emostracié de ser consultada en .

Lema 3.2.6. Q& N, 0 < R1 < R y p;(2) analitica en una vecindad de

|z| = Ry tal que MJ da la vuelta al origen k—veces para j =1, 2.
i

g2 (Rae') Ry ,
. : <4 3.1
%s R amen) | <™ .
z—lo <6, z=RjeY, j=1,2 (3.2)
se cumplen para mdé{[) 2 pam algunas constantes 8,01 > 0 que

satisfacen
= + %—Hﬁ >0, (3.3)

entonces existe una funcion (’uas.law

H:{zEC:R1§|Z|§R2} \ {0}
sin puntos criticos tal que H = @; en |z| = R; pa?‘a@ 1,2 y satisface que

®

Ky <

Q-

Notacion.

Sea R>r>0, Ac C\ {0} yceC. )
= # e %
. g(e) =B = 424 < (9
w h(z) = —2RY:2 4+ RS \S\(\
e hy(2) = h(z— R?) + R? = 2* — 4R?2% + AR* + R? @

*
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hy(2) = h(z+ R?) — R? = 2 + 4R?2® + AR* — R*

s I'={zeC:|z|=r}
s U ={zeC:|z+R}=r}
s TgSMzeC:|z— R =r}).

El polinomio ¢uadritico g. es afinmente conjugado al polinomio p.. Los po-
linomios cudrtices hy y ko son afinmente conjugados a k. Los puntos criticos
de h son 0 y"#R% En efecto: I'(z) = 42 — 4R'z, asi h'(2) = 0 implica
que 42° — AR A0, l'actoriz-@o tenemos que z(42%2 — 4R*) = 0 cuya so-
lucién es z = 0y z#£ +R? Por lo tanto los puntos criticos de h; son 0,
R? y 2R?. Similarmefite, los puntos criticos de hy son 0, —R? y —2R*. Por
cuestiones de convenieneidynos ocupamos de los polinomios cuarticos iy y hiy
simultaneamente como

ho(2) @ FAR S + 4R 4+ R

Notemos que si R es sufiCientemente grande la 6rbita critica h™(0) = h"*1 (£ R?)
tiende a infinito. Por lo {ahto, G(0)y G(£R?) con positives, donde G es la
funcion de Green asociaddial Julia Heno K. Dado que las preimdgenes del
valor critico R® = h(0) san/0 y +¥2R?, entonces la curva equipotencial
® = G7'(G(0)) es una figutaen forthard¢ ocho a través de 0y +v/2R%
Ademas es simétrica con respecto al origefiya que h es par. Ya que los pun-
tos criticos £ son las preimagenés del punte critico 0, tenemos que la curva
equipotencial G} (G(R?)) = G~ (E(—R?)) tlené dos componentes O; y O,
que son cuadrifolios congruentes (de cuatro hoja$)con centro en R? y —R?,
respectivamente. Los cuadrifolios @, y ©, son rodeados por la forma de ocho
de ®. Como la érbita critica h*(0) = A" (+£R?) & b para R suficiente-
mente grande, el conjunto de Julia es totalmente disconexo y esta rodeado
de 61 v 62: .

Demostracién del teorema [3.2.3]

Tomando r = % y A = 4R* para R suficientemente grande sé€ citmplen las
hipdtesis del lema por lo que existen funciones cuasiregulares

R
HJ-:{ZEC:?SLZ'SR} — C\ {0}, j=1,2
sin puntos criticos tales que

R
H; =q. en |2| = 5V Hi=hjenl|z|=R
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v satisfacen

1 .
Kn, < 7 =2paraj=12.

Tomgamos R suficientemente grande tal que T" rodea a los conjuntos de Julia
lleno* Aoy v K, . Definimos una funcién cuasiregular como sigue:

(s + R) =R en o+ RY < &
Hi{(z+R?*)—-R? en Z <|24RY<R,

2

I@5 S Go(z—R)+ R en [z— R <%
Hy(z—RY)+R?* en Z<|:—R <R,
h(z) en otro caso .

Hay que verificar que“se cumplen las hipdtesis del teorema de cirugia cuasi-

conforme [3.1.1]
Sea
R )
}.’
R :
E, & zEC:Eng—RlSR )

Si R es suficientemente grande, entoneés
EiUESC{ze @ )| < R’}
Paraz =re? F R2 €Ty UT,,
lg(=)|

lg.,(z £ R?) F R?| = [AR*(2£ R*)* + & F R?|
i () + g7 1)
R — 3 —R*> R* > 1+ VI LA

v

IV

Esto indica que
g(EyUEy) C {z€C:|z| > R%}

v la drbita de cualquier punto en E; U Ey bajo g tiende a infifitto, lo cual
implica que la hipétesis (1) del Leoremam se cumple. Adem4s, las hipdte-

sis (2), (3) y (4) del teorema|3.1.1 se cumplen de manera inme “por la
definicién de g. Por lo tanto existe una funcién 4—cuasiconforme @ € — C

tal que f = pogop ! es una funcién entera de grado 4, por lo tafito,)f es
un polinomio cudrtico.

Normalizamos ¢ de tal manera que ¢(0) =0y ¢(1) = 1. Entonces los punfos
criticos finitos de f son 0 y p(R?).

Sean U; y U, las componentes acotadas de C \ G7'(G(0)) tales que




3.2 Dinamica de los polinomios cudrticos 98

$(—R?*) € U, y p(R*) € Uy, donde G = G es la funcién de Green aso-
cgidida al conjunto de Julia lleno K.

Si/ llamamos V' a la componente acotada de G~!(G(f(0))), entonces
(S50, V) v (flu,, Uz, V') son funciones tipo cuadréticos.

Por elteorema de rectificacion E la funcién tipo cuadrética (f|y,, U;, V)
es hibridamente equivalente al polinomio cuadratico ¢, que a su vez es
aflnmentesConjugado al polinomio cuadréitico p., para j = 1, 2. |

Un resultadogdhinediato es el siguiente:

Corolario 3.2(1,/5: ¢; y ¢y pertenecen al conjunto de Mandelbrot, entonces
el polinomio cudrticobtenido en el teorema[3.2.5 satisface las hipdtesis del
teorema

Demostracién.

Sea ¢; = ¢(—R?), ca = (R*Y ¢3 = 0. Si ¢1 y ¢, pertenecen al conjunto de
Mandelbrot., los conjuntos de Julia lleno K floy ¥ Kfluz son conexos. Ademas,
o € Ky, CKjyeediy, C Ky, estoimplica que el A— B itinerario prin-
cipal de ¢; es (AAA .. .dv7el A = Bjtinerario principal de ¢, es (BBB ... ).
Como ¢, ¢y € Ky y ["(0)r==f"(¢3)#~ oo cuando n — oo, el conjunto de
Julia J; es disconexo perownoftotalmefitedlisconexo.

Por lo tanto el polinomio cudrtied obtenide-en el LE‘-OI’E‘-III&S&LL‘;[&CE las
hipdtesis del teoremam |

Para terminar este capitulo daremes algunos/@jemplos en donde se cumplen
los teoremas ¥ para esto trabajaremes-con la familia cudrtica

a(z +2)%(322 =82+ 8)
F, u(z) = .

3

Note que P!(z) = daz® +4az* — 8az, resolviendo P.(z) =0 se obtiene que
los puntos criticos de P,(z) son —2, 0 y 1. Por lo que éstes\puntos criticos
no @ggpenden del parametro a. Ademas se ve claramente queel punto critico
—2 es un punto fijo de P,, por lo tanto P, siempre tendra la diwédmica de un
punto fijo super atractor.

Recordengg que el Julia lleno Ky de un polinomio f es conexosi y#8dlo si,
cada l.ma.ﬁ las érbitas de los puntos criticos es acotada.

Debido a que —2 es un punto fijo su 6rbita siempre es acotada indepetidiente-
mente del valor de a, de esta manera para determinar el lugar de conexidad,
hay que checar para qué valores de a, la 6rbita del 1 y la del 0 son acotadas
simultaneamente.

— 2, a): € C.
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En la figura se muestra el espacio de pardametros para los cuales la érbita
del punto critico 0 es acotada y en la figura se muestra el espacio de
patametros donde la drbita de 1 es acotada. En la figura se muestra el
lugatide conexidad de P,, es decir, la érbita de cada uno de los puntos criticos
de P;eS-acotada.

0.2

01

0.2 -04 0 01 02 03 04 05
Re z

Figura 3.7: Espacio de parametro cuéindo la 6rbita del cero es acotada.

0.2

0.1

-0.
-%,2 -0.1 0 0.1 02 03 04 05
Re z

Figura 3.8: Espacio de pardmetro cuando la orbita del uno es acotada’
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0.2

0.1

-0.
-%.2 =0.1 0 01 02 03 04 05
Re z

Figura 3.89~Lugar de conexidad de P,.

2| entonces dos

Como queremos que se_efimplan las hipdtesis del teorema (3
de los puntos criticos de=f, debén tener orbita acotada y uno no acotada.
Se observa en las figura® ¥ (ue'si existen pardmetros en los cuales la
orbita del critico 0 es acotada y la éebite del 1 no es acotada, cuando esto
pasa, se tiene que el Julia de/F_es distonexe. pero no totalmente disconexo.
A continuacién daremos alguniossparametroes en donde se cumplen las hipdte-
sis del teorema|3.2.2] Ademds se pedra observar que el Julia cudrtico de P,
incluye copias de dos Julias cuadraticos comaoloymenciona el l.eoreunlm

Si el parametro es @ = 0.32 4 0.037, entonces coexiStén un punto fijo atractor

v un super atractor (véase la figura .
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-1.
-%.5 -37-25.-2 15 -1 -05 0 05 1 15 2
Re z

Figura 3.10: dulia de P, con a = 0.32 4 0.03i.

Si el pardmetro es a =40.2821014054 + 0.07080539396i, entonces coexisten
dos superatractores und-fjd y otr6 de periodo dos (véase la figura [3.11)).

1.5

-13‘5 -3-25-2-15-1-05 0 05 1 15 2
Re z

Figura 3.11: Julia de P, con a = 0.2821014054 4+ 0.070805393964.

Si el pardmetro es a = 0.3452797503 + 0.03640107983i, entonces coexisten
dos superatractores uno fijo y otro de periodo tres (ver figura(3.12).
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1.5

-1.
-%.5 -37-25.-2 15 -1 -05 0 05 1 15 2
Re z

Figura 3.12: Julia de Bg~on a = 0.3452797503 + 0.03640107983:.

Si el parametro es a = %+ %&]s entonces coexisten dos superatractores uno

fijo y otro de periodo sieteA(véaseTafigura [3.13)).

1.5

-13‘5 -3-25-2-15-1-05 0 05 1 15 2
Re z

Figura 3.13: Julia de P, con a = % + %&]s

Si el parametro es a = 0.34473, entonces coexisten dos puntos fijos, un su-
peratractor y un parabélico (ver figura [3.14)).
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1.5

-1.
-%.5 -37-25.-2 15 -1 -05 0 05 1 15 2
Re z

Figura 3.1dsJulia de P, con a = 0.34473.




Conclusion

En el caso real pudimos determinar intervalos restrictivos de periodo 3, 5 y
7 para la familia de pélinomios cudrticos fy(x) = ba? + 2% b, x € R. En estos
intervalos restrictivog! fi., f¢ v f;, son funciones renormalizables y se pueden
ver en el intervalo come, funciones unimodales. En consecuencia, tienen un
comportamiento cuadraticoe Mds ain se genera toda una familia completa
de funciones unimodales cuando se varia ligeramente el parametro, alrededor
de aquellos pardmetros en deiide se tienen los intervalos restrictivos.

En el caso complejo utilizamos la familia de polinomios cudrticos, analizada
por Katagata,

N2 a9 200
P(2) :n.(z+2) (iz 82+8)

) 2 a, zeC.

En este caso, se muestra que cualesquiera.dgs dindmicas cuadraticas se pue-
den obtener via renormalizacion de un polinomio cuartico. Mostramos a
través de ejemplos, algunos polinomios cudrticos con dindmicas cuadréticas
especiales.
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