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Cuando Newton y Le@u inventaron el cdlculo, na enorme gama de problemas de las
ciencias naturales, sociale leégicas quedaron bajo el dominio de la teorfa de funciones
de una variable real. Las prificipales componentes de este invento fueron el uso de la dife-
renciacién para describir razJ cambio, el uso de la integracién para pasar al limite en
la aproximacion por sumas y el&ema fundamental del célculo, el cual relaciona ambos
conceptos y hace mds accesible lo putos de estos limites de sumas (integrales). Esta
teoria dié lugar al concepto de ecuacibnes diferenciales ordinarias, y la aplicacién de estas
ecuaciones para modelar fenémenos de {élo real revela el enorme potencial del cilculo.

necesidad de dar sentido a ecuaciones diferenciales
eru s matemaéaticos mas realistas del fenémeno
a era de ilustracion considere el siguiente

El calculo estocastico surge de
ordinarias que, con la finalidad de
en cuestién, involucran procesos estetasticos.
modelo sencillo de crecimiento de pol&

—\

dX, = a z»%d\ %o,

?)nde X, es el tamano de la poblacion al tien v ru? tasa relativa de crecimiento al
1lempo t. Podria ocurrir que dicha tasa de crecimiento n é completamente determinada
debido a su dependencia de algunos fenémenos ambientale atorios, de manera que se

tendria
a(t) = p(t) + Ry, @

gonde la funcién p(t) es determinista y se desconoce el comportaerxacto del “ruido”,
R;. Formalmente el proceso R; es definido como la derivada de un p@ﬁo estocastico Wy,
es decir, R, = dW, /dt, y asi, formalmente, se obtiene la ecuacién diferenc%tocéstica

dX, = () X,dt + X,dW,. Q) 5

En embargo, la mayoria de los procesos esgmcasticos importantes, tales com rOCeso
de Wiener (seccion 3.8), no son diferenciables. Por tal motivo, el cdlculo estocdsti ael
camino opuesto al del calculo ordinario; primero se define la integral estocastica ( ’

*

3
Y, — / X, dW,
0

v




VI INTRODUCCION

de cie@ﬂoce&o estocastico {X;};>0 con respecto a cierto proceso estocastico {W;}i=o ¥
luego se J?c\ sentido a la diferencial estocastica a través del “teorema” fundamental del
céalculo. Es yfeorema” es en realidad una definicién en el cdlculo estocastico, debido a
que la diferen¢ial no tiene mas significado que el que se le asigna mediante una integral
estocdstica, est si {X;}i>0 es un proceso estocdstico que satisface la ecuacion integral

estocdstica >
t t
\.S).!Q_Xﬁ/ ;L(S,X,g)dﬁf o(s, X, )dW,,
0 0

gonde u(t,x) v alt, :r:) ciones dadas, se escribe

& w(t, X,)dt + a(t, X,)dW,. (1)

Existen muchos textos que considefan el caso donde {IW; }-, es una semimartingala (para su
definicién véase por ejemplo. [18]pag. 211), sin embargo, en este trabajo de tesis se considera
solo el caso en que {1V, };>0 es un 1@%0 de Wiener (capitulo 4).

Las ecuaciones diferenciales estocdstitas (1) son el andlogo probabilista de las ecuacio-
nes diferenciales deterministas, y com jemplificd arriba, aparecen cuando se presenta
aleatoriedad en los coeficientes de lag ecii@ciones deterministas. Hoy en dia, la teoria de las
ecuaciones diferenciales estocastieds/constituye-un tema bastante desarrollado de la teoria
de los procesos estocdsticos, con aplie ,10119"-.»1% mportantes en varios campos del conoci-
miento tales como la economia, inge f1=,1 edicina y biologia. En particular, en la
biologia el cdlculo estocdstico se usa p 1oglelar efectos de la variabilidad estocdstica
en la reproduccién y evolucién genética c o lamo @ véase por ejemplo, [6] v [18]).

En este trabajo se consideraran dos ejer de sélueiones (difusiones) de ciertas ecua-
ciones diferenciales estocasticas como modelos icos p ] crecimiento de poblaciones y
evolucidn genética. Se abordard en primer lugar la difusién mificacién de Fellerganodelo
para el crecimiento de cierto tipo de poblaciones, que com rerd (seccién 5.1) tiene un
crecimiento medio exponencial; y se encontrara ademas su pro?lidad de extincion. Este
tipo de procesos, aparte de ser de interés por si mismos, surg bién como limite de
sucesiones de procesos de ramificacién simples cuando el tamaﬁo& poblacién crece a
infinito y la escala de tiempo se comprime de una manera especifica ( e por ejemplo, [3]
pég. 262). En segundo lugar, se abordard la difusién de \r\’right—Fisher,?{elo util en la
aproximacién de frecuencias alélicas en genética de poblaciones. En este niodelp se considera
una poblacién de tamano 2N en donde cada individuo tiene dos copias d%gen: v se

asume ademds que un rasgo es determinado por un solo gen en un sitio (loc rarticular
v que este gen tiene Unicamente dos alelos diferentes, A; y As. Con estas suposi
ausencia de la mutacién v de la seleccidn, se encontrara la probabilidad de que

ocurra en A; y el tiempo esperado para que esto suceda. (\

es y en

Este trabajo estd estructurado en cinco capitulos. En los dos primeros se presen@l
algunos resultados basicos del calculo avanzado y de probabilidad empleados en el desarrollo
futuro del mismo.




INTRODUCCION VII

Enlel itulo tercero se introduciran algunos conceptos basicos de la teorfa de los proce-
S08 estocﬁ?os a tiempo continuo; a saber, se abordaran los conceptos de tiempos de paro,
martingala€, martingalas locales, procesos de Markov y finalmente se dard el concepto del
proceso de %'Hner, el cual es uno de los procesos mas importantes en el célculo estocastico.
Se expondran twén algunos resultados concernientes a estos conceptos con sus respectivas
demostraciones. /\

Se abordara, er uarto capitulo, una construccién de la integral estocdstica, concepto
introducido a mediadds, 1940 por el matematico Japonés K. It6 v llamada actualmente
integral estocastica de@ e dard la prueba de algunas propiedades que posee el proceso
integral de Ito; se verd el pto de ecuacion diferencial estocédstica y se presentaran algunos
teoremas de existencia y u . Se finalizard este capitulo demostrando dos resultados
concernientes a ecuaciones diferenciales estocdsticas con coeficientes homogéneos en el tiempo
(proposicién 4.8 y proposicién=d.7); los cuales serdn de gran utilidad para el desarrollo de las
aplicaciones consideradas en est j

Finalmente, en el quinto capl’tulﬁesaﬂollarén dos aplicaciones del cédlculo estocastico
en la biologia; a saber, la difusién de r icacion de Feller y la difusion de Wright-Fisher.

—




Capitulo. 1

Preliminares del calculo avanzado

1.1. Foérmula de Taylor

Recuerde que si f : [a,b] — R e§ una funcién diferenciable en xy € (a,b), entonces f
es aproximadamente una funcién lineal'en' las proximidades de xg; a saber, f(x) = f(x,) +
S (zo)(x — ) cuando x estd suficientemente proximo a xg. La formula de Taylor dice que,
en general, [ puede aproximarse pot-medio deTin polinomio de grado n si es de clase C™ en
[a,b], es decir, [ tiene derivadas confinuas-hasta de orden n en [a,b]. Mds atn, esta férmula
proporciona una expresion 1itil para‘estimar elsertor cometido en esta aproximacion. Las
demostraciones de los teoremas que se eXponén a continuacion pueden ser consultadas, por
ejemplo, en [1] piginas 113 y 361, respectivamente.

Teorema 1.1. Sea f : [a,b] — R una funcionde clase Cep [a,b] y con derivada f" en
(a,b). Sea xy € [a,b]. Entonces para cada x € [@,b], x # x5, ewiste x1 en el intervalo abierto
con extremos xy y x tal que

(i) ) (n+1) T
flx) = Zf (In (x — :r:n)'—l-fi(l_)(:r—:rg)”l.

Un caso particular de la férmula de Taylor multidimensional que esde ghan iIIlI'JOI’La.I'l(‘ia.
en el calculo estocé.qmﬁes dada en el siguiente resultado.

Teorema 1.2. Sqem U un subconjunto abierto de R™ y f : U — R una fi m de clase

C? en U, esto es:%aene derivadas parciales continuas hasta de sequndo omé'@ U. Siel

segmento de linea que une X = (xq,...,2,) conx+h, h= (hy,....,h,), estd en U entonces
)

0f — 1 ™
f(x+h) = +Z} ZZ}}Jd C)ﬂ:}() O

=1 i=1 3=1

donde z es un punto en el segmento de linea que une X con X + h.




2 CAPITULO 1. PRELIMINARES DEL CALCULO AVANZADO
1.2.1_€ondiciones de Holder y de crecimiento

La condifion de Holder es requerida como una condicién sobre los coeficientes en los
resultados codeernientes a la existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias y estocasticas.

Definicion 1.1. e
a € (0,1] si existe K&

cion [ : R — R satisface la condicion de Holder de orden
tal que para toda x,y € R

-

oy [ flz) = fly)] € K|z —y|"

Cuando f satisface la condidion de Holder de orden a = 1, se dice que [ satisface la con-
dicion de Lipschitz o que es”una funcion de Lipschitz.

Por ejemplo, la funcién f : [0, o&) 3 R definida por f(z) = /= satisface la condicién de
Hoélder de orden o = 1/2. Para ver €sto,sean x,y € [0, 00) vy note que si y = 0, entonces
[vr =yl £ Ky/|r —y| se cumple pard toda = > 0 eligiendo K = 1. Ahora si y > 0,

. - . I/ 51
dividiendo por /. es suficiente cofidlemostrar.gue el cociente —;{Lll es acotado para toda
v

r > 0; o equivalentemente, que pard teda-z > 0 la funcion
l—x’z .
z—1 st~z <1
Q'(Z) _ |\/_ | :{ V1-E

[2—1] Vst 2> 1

es acotada. Observe que g(z) es continua en toda z = 1 \y/debido a la regla de L Hopital
lim__,; g(2) = 0 pues

N o V) e
me(z) =l 3@ e ~ = A0

W

1/2 —1/2 -1 1/2
limg(z) = lim (1/2)2 = lim (2= 1)

AR S I
211 A1 (1/2)(z —1)-V2 o 212

Ademas lim._ ... g(z) = 1 va que
! yaq

Vol 1=

lim g(z) = lim = lim

z—roo z=oe 42— 1 F—H00 m

Por lo tanto g(z) es acotada, y en conclusiéon f(z) = /& satisface la condicién de Holder de
orden av = 1/2.




1.2, CONDICIONES DE HOLDER Y DE CRECIMIENTO 3
Deﬁn@ 1.2. Una funcién f:[0,0¢) x R = R es localmente Lipschitz en x unifor-
memen? t si para cada N > 0 existe K(N) > 0 tal que para toda x,y con |z|, |y| < N

y para todd 120
Z (b a) — f(ty) < K|z .

Q

Igual que en{\ so de la condicién de Hélder, la condicién de crecimiento lineal se
presenta como una )«Hcién sobre los coeficientes en los resultados sobre la existencia y
unicidad de soluciones@puaciones diferenciales.

Definicién 1.3. Una fu f R = R satisface la condicion de crecimiento lineal
si existe K > 0 tal que par@ﬂx eR

=

)= K ([ +1).

T

Teorema 1.3. Besigua.ldad de wall) Sean f, g :[0,T] — [0, 0¢) funciones y o > 0

tales que ®
Jp< g.&- +ao | f(s)ds (1.1)
0

para toda t € [0, T]. Entonces para @'T]

+ - EG(( -

F(t) < g(t) €amf g(He 0 ds. (1.2)
@,

O

Demostracién. Debido a la desigualdad (1¢1) se tiene

w — e f(1) — ae~ /0 f(s)dé@g(t)e_“*.

—

Luego, integrando de 0 a ¢ y después multiplicando por e* se obtien@

/ﬁlf(S)ds < /;9(3)3“(*—3)(13_ g‘é

De este modo, empleando nuevamente (1.1) se llega a que @

f) <g(t)+ crllf(s)ds < g(t)+ crltg(s)e““_s)ds. %

Por lo tanto la desigualdad (1.2) se satisface. A




4 CAPITULO 1. PRELIMINARES DEL CALCULO AVANZADO
1.3.\_C€ontinuidad por la izquierda y por la derecha

Recuerde”que una funcién f : [a,b] — R es continua por la izquierda (derecha) en
xg € (a,b] (zgtefu, b)) si el limite por la izquierda (derecha) de f en xg es f(xg), esto es,

lim f(x) = f(xg) (h[il%] flx) = f(xo)).

xlay
La version continua pet la izquierda (por la derecha) de f es definida en (a,?] (en [a, b)) por

Fo—) =1 f(y)  (f(a+) = lim f(y)).

Definicién 1.4. Sea [ : [wb] — R una funcién. Un punto x € (a,b) es llamado una
discontinuidad de primer.dipo o discontinuidad de salto de [ si f(z+) y [f(z—)
eristen y no son iguales. El saltowde” [ en x es definido como la diferencia, f(x+) — f(x—).
Cualquier otra discontinuidad se diceyser de segundo tipo.

Notacién. En algunas ocasiones sefusara A f(z) para denotar el tamano del salto de f
en x, esto es, Af(x) := f(z+) — f(z—), y=en otras, serd usado para denotar el incremento
de fen [z, z+ A], es decir, Af(z)=/f(x+ A) =f(x). La interpretacién de A f(x) serd clara
del contexto.

La demostracién de la siguiente ptoposicién (puetle. verse, por ejemplo, en [27] pag. 107.

Proposicién 1.1. Sea f : [a,b] = R una fuhcion. "Bl egnjunto de discontinuidades de salto
de [ en [a,b] es a lo mds contable.

El resultado que sigue dice que la derivada™inita de una/funcién no puede tener discon-
tinuidades de salto.

Proposicién 1.2. Sea f : (a,b) = R una funcion. Si [ esdifecenciable con derivada [’

finita en (a,b), entonces, en cualquier punto, f' es continua o ti€ne una discontinuidad de
sequndo tipo.

Demostrag®n. Sea x; € (a,b). Suponga que f’ no tiene una discontinigad de segundo
tipo en zg. Asi f'(wg—) = Wy f'(2) v f(2o+) = Uy e, f/(2) existen. L , como f'(zq)
existe, por el teorema del valor medio se tiene que \

0’
f'(zg) = lim M = I =) %'

lo cual prueba que f’ es continua por la izquierda en xy. Andlogamente se ve q% es
continua por la derecha en x, v asi f’ es continua en r. A

Una clase de funciones de gran importancia en el calculo estocastico son las llamadas
funciones regulares.




1.4. VARIACION%E UNA FUNCION 5

Deﬁn@ 1.5. Sea [ :[a,b] = R una funcion.

a) Se dice gite f es una funcién regular si tiene limites por la izquierda y por la derecha
en cada x € (alb) y si los limites por la derecha en a y por la izquierda en b existen.

b) Si f es una funeidn regular que es continua por la izquierda en cada x € (a,b], se dice que
[ es una funcién caglad.

¢) Si f es una funcion”regular que es continua por la derecha en cada x € [a,b), se dice que
[ es una funcién cadlag.

Note que si f es una fuficiént regular v tiene discontinuidades, entonces por definicién,
éstas son de salto. Asi, por la'propesicion 1.1, el conjunto formado por estas discontinuidades
es a lo mas contable.

1.4. Variacion de una’funcion

Recuerde que una particién P de [a, b] &sh conjunto finito de puntos P = {zg, 21, ..., 2,
con a=xy < < <, =b AlhGmero JPIE max; <;<n(x; — x-1) se le llama la malla
de la particién P.

La variacién de una funcién f : [ay0] & R sobfeatna particion P = {xy,...,z,} de [a,b]
es el nimero

V(£ P) = S8 fha) — PRI
i=1
v la variacién de f sobre [a, ] se define como
V(f.a, b)) :=sup V(. P),

donde el supremo es tomado sobre todas las particiones P de [a, b]. S¥V (f, [a,D]) es finito,
se dice que f es una funcién de variacién acotada sobre [a,b]. ObSebve que si Py es un
refinamiento de una particién P, es decir, P C Py, entonces V(f,PY < Vi(f, P;). Por lo
tanto, se tiene que

V([ |a,b]) = |'.!’f|13n V(f,P).

Definicién 1.6. La funcidn variacion de una funcicn [ : [0,00) — R es(definida en
[0,00) por Vi(t) =V ([, [0,t]). La funcion [ es de variacion finita sobre [0, 00) si Vi(t) <
oo para cada t € [0,00), y es de variacion acotada sobre [0, 00) si Supcp ) Vy (1)< .

Proposicién 1.3. Sea [ una funcidn continua en [0, 00). Si [ existe y es acotada en (0, 00),
entonces [ es de variacion finita.
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Demostracién. Sea P = {{j,t1,...,t,} una particién de [0,¢]. Usando el teorema del
valor medi6 se tiene que para cadai = 1,... n, existe s; € (t,_1, ;) tal que f(¢;)— f(t,_y) =
(i) (t: — 1 oo), Luego, tomando M = 0 tal que |f'(s)| < M para toda s € (0, 0) se obtiene
que

VIR =D 1/ (i) (ti — tima) S MY (ti— tiny) = tM < o0,

de lo cual se sigue que” Vp(t) < oo para cada t € [0, 00). A

Teorema 1.4. (Descomposicion de Jordan) Una funcion f : [0, oc) — R es de variacion
finita si, y solo si, puede ser’edpresada como la diferencia de dos funciones no decrecientes.

Es sencillo ver que V; y V= fson funciones no decrecientes. De modo que, una descom-
posicién en el teorema 1.4 estd daded por.f = Vy — (Vy — f). Para una demostracion completa
véase por ejemplo, [1] pag. 132.

Como consecuencia de la proposiciontlyl v el teorema 1.4 se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 1.4. Sea [ :[0,00) = R una funcidn de variacion finita. El conjunto formado
por las discontinuidades de f es a lo-mis comtable. Mas ain, todas las discontinuidades son
de salto.

Definicién 1.7. Sean f,g:[0,00) — Refunciones,

a) La variacién cuadrdtica de [ sobre 0ft] es definida. como el limite (cuando exista)
A = 1 t) — fEIR.
(. 110 l,;gn;j[f( ) — F(EZAR,

Qonde el limite es tomado sobre las particiones P = {ty,t1,...,tap e [0,1] con |P| — 0.

b) La covariacidon cuadrdtica de [ y g sobre [0,t] es definida mediante la identidad de
polarizacién
1
[Fo9l(t) =5l +9. f+ 9 () =[], F1(8) = [g.9] ()}

Note que la variacién cuadrédtica de f, que serda denotada simplemente pér Jf], es una
funcién no decreciente en [0, 00), v asi por el teorema 1.4, ésta es de variacion finita sobre
[0,00). En [18] pdg. 8 se demuestra que si f es de variacién finita y continua, entonces |} = 0.
Ligeras modificaciones se pueden realizar en esta prueba para obtener el siguiente resultado.

Proposicién 1.5. Sean f,g : [0,00) — R funciones. Si f es continua y g es de variacion
finita, entonces [f,g](t) = 0.
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1.5.Cl'ntegral de Riemann-Stieltjes

>
Sean P’ [a,0] — R funciones acotadas. Para una particién P = {zg,xy,...,2,} de
[a, b] y una eléeeitn de puntos y; € [z;-1, ], i = 1,2, ...n, se define una suma de Riemann-
Stieltjes de f ,)Eto de F por

\D'S(ﬂ F,P) = Z J (i) [F(x:) — F(xi1)] -

Definicién 1.8. Se dice f es Riemann-Stieltjes integrable respecto de F' en (a,b]
si existe un nimero real, do por ff fdr o por ff f(x)dF(x), con la propiedad de que,
para cada € > 0, existe & >w que |S(f, F,P) — ff JdF| < € para cualquier particion
P ={zp,z1,.. ., 2.} de[a, b cm@ <_5 y para cualquier eleccion de puntos vy; € (21,24,

i = 1,2,..n. El nimero ff fdF mado la integral de Riemann- Stieltjes de [
respecto de F en (a,b], y en este cas wr?‘ibf’

b

hm S(f, F,P).

@

Observe que en el caso particu

a@'ﬁue :r' = 1z se tiene la definicién de que una
funcién sea Riemann integrable.

La siguiente proposicién brinda una icion @ ente para reducir una integral de
Riemann-Stieltjes a una integral de Riem du puede verse, por ejemplo, en [7]

pag. 232.
Proposicién 1.6. Sean f.F : [a,b] — R funca’ones acot Si ' existe y es Riemann
integrable en [a,b], entonces [ es Riemann-Stielljes integrable sespecto de F en (a.b] si, y
solo si, [F' es Riemann integrable en [a,b]. En cuyo caso,

/HF /fp Oé

Considere una funcién F : [0,¢] — R de variacién acotada. Se ha meneionado que F =
Vi — (Vg — F), donde las funciones Vi v Vi — F son no decrecientes, Us@ el teorema
14.16 de [7] se puede deducir que si f : [0,¢] = R es una funcién acotada y

ve - [ FE| = / Vi < . C%\

entonces [ es Riemann- Stieltjes integrable respecto de F' en (0,¢] vy se tiene que [o

/atfd‘”:/;fdvp—f;fd(vp—m_ .
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Cuando la#funciéon f es Riemann- Stieltjes integrable respecto a la funcién de variacién
acotada F{a V(1) se le llama la variacién de la integral.

Puede derfigstrarse (véase por ejemplo, [1] pag. 159) que la integral de Riemann-Stieltjes
de una funcidét-eontinua respecto de una funcién de variacién acotada existe. Desafortunada-
mente, ésta no neggsariamente existe cuando se integra respecto de una funcién de variacion
infinita. Esto es mfostrado por el siguiente teorema, cuyas ideas generales de su prueba son
dadas, por ejemplojen’[25] pag. 145.

Teorema 1.5. Sean FE¢"[a,b] — R una funcion y P = {xp,x1,...,2,} una particidn
de [a,b]. Si Umypjo Yo S 1)[F () — F(xi1)] existe para cualquier funcion continua
f:la,b] = R, entonces F es_dée"variacion acotada.

Las demostraciones de las [orufulas dadas en los teoremas que se presentan a continuacion
pueden ser consultadas, por ejemplo, e [25] pag. 6.

Teorema 1.6. (Integracion por partes) Sean f,F : [a,b] — R funciones de variacion
acotada y continuas por la derecha. Se biene que

/f 2)dFT. )+f (z=)df(x)+ Y Af(x)AF(x)

a<x<h

FOF(®) - f(a)F(a)

/ fe—HEk?) + ] R(x)df (1). (13)

Note que por la proposicidn 1.4 la suma en=(1.3) esta Bieh definida. Observe ademéds que
si f es continua, esta igualdad se reduce a la formula usual dévintegracion por partes

FOF(b) — fla)F(a) :/ f(x)dF(z) —|—/ E(p)df ().

Teorema 1.7. (Cambio de variables) Sean [, F : [0,t] = R fun€iones tales que [ es
diferenciable y F' es de variacion acotada. Si f' y F son continuas, enfonced

F(t)

FIF@) = O] = [ £ IF@ ) = [

F(0)

Con la hipotesis mds débil de que F' sea de variacion acotada, pero continua por la derecha,
se tiene que

FIF@)] = fIF(0)] = /ntf’ [F(s—)|dF(s) + Z {fIF(s)] = f[F(s=)] — f'[F(s—)]AF(s)}.

O<s<t
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1.6._Espacios de medida

Sea 2 un/Conjunto no vacio. Una o-algebra F sobre 2 es una coleccién de subconjuntos
de Q que satigfaee

a) El conjunte vecio, (), pertenece a F.
b) Si A € F, enfonces™Q\ A € F.
¢) Si Ay, Ay, ... € Retitonces | J~, A, € F.

Al par (€2, F) se le llama espacio medible y a los elementos A € F conjuntos medibles.
Observe que de las propiedadés a), b) y ¢) se obtiene

d) Q=0\0e F.
e) SiAy,...,A, € F entonces [ A, =4, U---UA, UQUDU-.- € F.

f) Si Ay, As,... € F, entonces (7 @)=\ (U7, 02\ A,) € F, y por lo tanto,
Ay, A, € Fimplica (o, Ag= AT NA,NANAQN - € F.

g) Si A,B € F, entonces A\ B=AN(Q\'B) € F.

Es claro que la interseccién de una coleecion arbitrazia de o-algebras es una o-édlgebra.
Definicién 1.9. Sea A una coleccidn no vagfa de stwbeonjuntos de ). La interseccidn de todas
las o-dlgebras que contienen a A es llamada la o-algebra generada por A o la minima
o-dlgebra que contiene a A y es denotada per a(A).

Por ejemplo, si 2 = R v A es la coleccidn dé todos los Tntérvalos de R, entonces o(A) es
la o-algebra de Borel de R v serd denotada por B(R). Si“4d & B(R), se representara por
B(A) alag-dlgebra {B e B(R): BC A} ={ANB:BeB(R)}

Sean (€, F;), j = 1,2, espacios medibles. Un rectangulo medible en 2 = ) x 2 es
un conjunto A = A; x Ay, donde A; € F;, j = 1,2. La o-algebra producto, F; x F, es la
o-algebra generada por todos los rectangulos medibles.

Definicién 1.10. Sea F una o-dlgebra sobre §2. Una funcion yi : F — [0, 0d] e3 una medida
sobre F si es contablemente aditiva, es decir, si Ay, Ay, ... € F y A; N A= 0, para toda
i # j, entonces

P:(U Ap) = Zf‘("gln)'

n=1 n=1

Ala terna (Q, F ., p) se le llama espacio de medida.

Por ejemplo, la medida de Lebesgue en R, es la tinica medida sobre B(R) que a
cualquier intervalo le asigna su longitud.
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1.7.0 _Funciones medibles

Definicién ¥711. Sea (2, F) un espacio medible. Una funcién X : Q@ — R es F-medible
{0 medible) sitpara toda B € B(R),

{XeB}={we: X(w)e B} e F.

Por ejemplo, la funcién indicadora de un conjunto A € 2, 14 : 2 — R, es F-medible
si, y solosi, A € F. Reeuérde que 1y(w) =1lsiw e Ay la(w) =0 még’ A.

No es complicado demestrar (véase por ejemplo, [2] pag. 40) que Ia suma, la diferencia,
el producto, el cociente v la'cemposicién de dos funciones medibles es medible.

Proposicién 1.7. Una funcidn X : Q — R es F-medible si, y solo si, {X € (a,x)} € F
para cualquier a € R,

Demostracién. Note que la necesidad.se sigue directamente de la definicién 1.11. Ahora,
para probar la suficiencia, suponga que\{X & (a,00)} € F para cualquier a € R. Se puede
verificar facilmente que la coleccidng ={A C R : {X € A} € F} es una o-dlgebra sobre
R. Asi, por la hipdtesis, (a,o0c) € A-para cualfuier a € R, y por ende, A contiene a todos
los intervalos. Por lo tanto, debido & gue-B(IR) es”la o-dlgebra mds pequeiia que contiene a
todos los intervalos se concluye que B(R) C A. A

Usando la proposicion 1.7 se obtiene' qate si X, 0 — R es una sucesién de funciones
medibles, entonces las funciones max,, ., X;{'y sup, X, 860 medibles; pues para toda a € R

los conjuntos {max,< X, € (a,00)} = |J'_ {w€ Q: X fe) > a} y {sup, X, € (a,0)} =

n=

U {w € Q: X, (w) > a} son medibles, debidd a que cadasX,, es medible. En particular,
las funciones min, < X,, = — mdx, —X,) e inf,, X,, = —€up,(—X,) son medibles. Por
consiguiente, también las funciones limsup,, .. X, := inf,.{ supm;:QXm} v liminf,, . X, =
sup,, {inf,,>, X, } son medibles. Consecuentemente, si X,, converge puntualmente, por decir,
a X, entonces X_es medible; pues en este caso lim sup X, =liminf,_,__ X, = X.

T— 00

Notacién. 51 X, es una sucesion de funciones que converge puntualmente a X, se es-
cribird esta situacién simplemente como X, — X, vy si ademds X, es ne”decreciente, se
escribirda X,, T X en lugar de X,, — X. Finalmente, si X,, es no creciente y+ X, — X, se
escribird X, | X.

Dada una funcion X : 2 — R se definen su parte positiva y su parte negativa por
XT=mix{X,0} vy X :=méa{-X 0},

respectivamente. Es claro que estas funciones no negativas satisfacen que X = X+ —(X7.

Observe ademds que X es medible si, y solo si, X y X~ son medibles, y a su vez, de esto

se deduce que si X es medible, entonces | X| = X + X~ también lo es.
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1.8.(_JIntegral de Lebesgue

En estaseccion se abordard la definicién de la integral de Lebesgue de una funcion
medible. Paralello, se considerard un espacio de medida (€2, F, i) fijo.

Recuerde que tma funcion X : 2 — R es simple si es medible y toma un ntimero finito de
valores. Claramente, @, X toma valores, por decir, 1, Zs, ..., Ly, entonces X =Y " x;14,,
donde A; = {X € {¥ ¥ € F y 14, es la funcién indicadora de A;,i =1,2,... n.

Definicion 1.12. La idntegral de Lebesgue de la funcion simple X es definida como
Jo Xdp =37 2 p(A;).

Puede demostrase que cualquier funcion medible no negativa puede aproximarse de forma
creciente por funciones simples n6 negativas; esto puede verse, por ejemplo, en [2] pag. 40.

Definicién 1.13. Sea X : Q — R ‘wria funcion medible no negativa. La integral de Lebesgue
de X es definida por fn Xdy = sup {fn Ydp:Y essimpley 0 <Y < X}, (Observe que este

supremo siempre existe y puede ser oc.)

Considere ahora una funcién medible X £ R arbitraria, no necesariamente positiva.
Se vio ya que X = X7 — X~ donde lag fungiones no negativas X+ y X~
positiva y negativa de X, respectivamente.

son las partes

Definicién 1.14. La funcién X es p-integrable {o/iniégrable) si
Xtdp<oo 1§ X dpe< <.
0 )

Cuando esto ocurre se define la integral de Lebesgue de X par

/Xd;L:/X+d;L—/X_d;L.
0 0 0

Si fﬂ X*dp = fﬂ X~dp = oc, entonces fQXd,u no esta definida, enlcaso contrario se dice
que la integral de X existe. La integral de X sobre un conjunto A € F.se define como
Sy Xdp= [, 1, Xdp.

otacién. La integral de Lebesgue sobre un conjunto B € B(R) de una fulicion f : R —
R. B(R)-medible, respecto a la medida de Lesbesgue serd escrita como [, f(z)

Tres importantes resultados bien conocidos en la teoria de integracién de Leb son
los siguientes. La prueba de cada uno de estos puede verse, por ejemplo, en [2] pdgs."d9-51.

Teorema 1.8. SeagX: Y 1 Q — R funciones medibles y X,, : @ — R una sucesionde
Junciones medibles. Se tiene que
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Teo de convergencia mondtona) SiY < X, < X, para todan con'Y integrable
rg L
y X, T X entonces

lim [ X,dp= | Xdu.

TI— DO 0 0

(Lema de Fatow)«Si X, > Y para toda n con fﬂ Ydu > —oc, entonces

limin[f Xndp = / lim inf X, dp.
TL—+ 00 S] 51 TE— DO

(Teorema de convergéncia dominada) Si |X,| < Y para toda n con'Y integrable y
X, — X, entonces X es integrable y

JHm Xndp = Xdyu.

Ti— 20 0 0

Efas demostraciones de los sigulentes teoremas pueden encontrarse, por ejemplo, en [2]
pags. 102-108.
Teorema 1.9. Sea (21, Fi, 1) un espacie-de.medida con py o-finita sobre Fy, esto es, {1 =
U, A, donde A, € Fy ypa(A,) 250 para todan. Sea (Q2, F2) un espacio medible. Suponga
que para cada wy € Qq, p(wi, ) es upd medida$obre Fo y que para cadae B € Fy, u(-, B) es
Fi-medible. Suponga también que las medidas p(twr,») son uniformemente o-finitas, es decir,
Qy = U, B donde para algunas constantes ) <K, < o0 se cumple que p(wi, B,) < K,
para toda wy € (1. Entonces

(Teorema de la medida producto) Evisté una medida_inica ui, o-finita, sobre F1 x Fa
tal que u(A x B) = IA w1l B)dpy para cualesquiera A € Bty B € Fy; a saber,
pu(F) :] (s, Flw))dp, F € Fi¥X Fy,
o

donde F(w) = {ws € Q2 : (w1, u0) € F}.
(Teorema de Pubini) Sea X : Q; x Qy — R una funcidgn F, x Fy-edible.

1) 8i X es no negativa, entonces fﬂz Xlw, )dp(wy, ) eriste y es una funtion Fy-medible.

Ademdas
/ Xdp = / ( X (wr, )dpa(wn, )) dpiy. (1.4)
Ql Xﬂz Ql QZ

2) Si fnlxnz Xdp existe (resp. es finita), entonces fﬂz X(wi, )dp(wy, -) existe (resp.'es finita)

para p-casi cualquier wy y define una funcion Fr-medible si es tomada como cuealguier
funcion JFi-medible sobre el conjunto de jii-medida 0. Ademds, en este caso tambicnse
cumple la igualdad (1.4).




Capitulo. 2

Conceptos‘de la teoria de la

probabilidad

2.1. Espacios de probabilidad filtrados

Un espacio de medida (€, F, P) es llamado espacio de probabilidad si P(2) = 1, y en
este caso, a P se le llama medida desprobabilidad y a los conjuntos A € F se les llama
eventos. Observe, usando la propiedad contablemente aditiva de la medida de probabilidad
P, que

a) P(0)=0.

b) SiAy,.... A, € Fy AinA; =0 para toda i # j, ewtonces P(J", Ai) = >, P(4),
esto es, P es finitamente aditiva. Consecuentemente,

¢) SiA,Bec FyAC B, entonces P(A) < P(B).

d) SiA, B € F,entonces P(A\B) = P(A)—P(ANB) . En particular,P(O\B) = 1-P(B).

Las propiedades de continuidad de una medida de probabilidad sen demostradas en la
siguiente proposicion.

Proposicién 91. Sea (02, F. P) un espacio de probabilidad. Se tiene que
1) Si A1, As,... € F y A, C Apiy para toda n, entonces P~ Ay) = limy, 00 P04,).

2) Si Ay, Ay, ... € F y Aoy C A, para toda n, entonces P((,—, A,) = lim, .. P(A, )

Demostracién. 1) Para cadan =1,2, ..., sea B, = A, \ A,_, donde 4, = ). Es claro
que U, Ay =U._Bny B: N B; = 0 para toda i # j. De este modo, por la propiedad

13
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contablemetite aditiva de P, b) y el hecho de que A,, = |J."_, B; se obtiene que

P(D Al = P(D B,) = iP(Bn) = ,}HliiP(Bf) = r}i{g P(OB:') = ILIEE‘CP(AR)-
i=1

n=1 n=1 n=1 i=1

2) Se sigue de las lefes de De Morgan, del inciso 1) de esta proposicion y d). A
Definicién 2.1. Sea'(Q,"F, P) un espacio de probabilidad.

a) (0, F, P) es completo’si para cada A € F con P(A) = 0 se tiene que B € F para todo
B CA.

b) Una filtracién sobre (%(eguna coleccion de sub-o-dlgebras F = {Fi}yso de F con

Fs C Fipara s < t. a
1
¢) SiF es una filtracion, a (Q;J-':m‘s-e le llama espacio de probabilidad filtrado.

2.2. Probabilidad condicional e independencia de o-
algebras

En esta seccidn v en las secciones(posteriores de este capitulo se considerard un espacio
de probabilidad (€2, F, P) fijo.

Definicién 2.2. Sean A, B € F con P(B)# 0. La probabilidad condicional de A dado
B es definida por
P{AN B)

P(A|B) = SE

(2.1)

Note que para cada B € F fijo con P(B) = 0, la probabilidad condicional P(.|B) es
una medida de probabilidad sobre F. Por otro lado, para cada A €.F fijo, la probabilidad
condicional P(A|.) satisface la llamada férmula de probabilidad-tetal.

Teorema 2.1. (Férmula de probabilidad total) Sea A € F y sew By, By, ... € F una
particion contable de (2, es decir, Q =, B,, y B; N B; =0 para toda i #7). Si P(B,) >0

para toda n, entonces

P(A) =Y P(A|B,)P(B,).

Demostracion. Note que A = ANQ = AN, B.) = U,.(ANB,) y (ANB;)N(ANB;) =
AN (B;NB;) =0 para toda i # j. Por lo tanto, el resultado se sigue de (2.1) y del heehede
que P(A) =P, (ANB,) =>", P(AN B,). A

Usando el teorema 2.1 se deduce facilmente el siguiente resultado.
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Teoreémas2.2. (Regla ge Bayes) Sea By, By, ... € F una particion contable de ) tal que
P(B,) > para toda n. Entonces para cualquier A € F con P(A) > 0 se fiene que

P(A|B,,)P(B,,)

P(B,|A) = S, P(A|B,)P(B,)

Intuitivamente, patece natural decir que un evento A es independiente de otro evento
B si el saber que ha e€urrido B no influye en la probabilidad de ocurrencia de A; esto es,

P(A|B) = P(A). Por (249, esta relacién implica la igualdad P(A N B) = P(A)P(B), la

cual es usualmente tomada¢omo la definicién de independencia de dos eventos. La ventaja
prictica de ésta es que no ef neeesario pedir que P(B) > 0.

Definicién 2.3. a) Los eventos™y, . ... A, son independientes si para todo subconjunto

{o,,... e} de{l,... . n}, k=1_.n, se satisface que

b) Una coleccion arbitraria de evelitds-es indepéndiente si cualquier sub-coleccion finita es
independiente.

Definicién 2.4. a) Las sub-o-dlgebras Fyy ., F,, d€ F son independientes si cualesquiera
n eventos Ay € F1,..., A, € F, son indepéndientes!

b) Una coleccion arbitraria de sub-o-dlgebrasésyindependiente si cualquier sub-coleccion
finita es independiente.

2.3. Variables aleatorias e independencia de variables
aleatorias

Definicién 2.5. Una variable aleatoria X : Q0 — R sobre (0, F, P)_es una funcidn
F-medible.

@ distribucién de probabilidad de una variable aleatoria X es la medida)de proba-
bilidad sobre B(R) definida por

Py¢(B) := P(X € B).

La funcién Fy : R — [0, 1] dada por
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es llamadala funcién de distribucién de X. Se sigue de las propiedades de la medida
de probabilidad P que Fx es no decreciente, continua por la derecha, lim, .. Fx(x) =1y
lim,_, _ Fx (@) = 0. Debido a la monotonia, Fx es de variacién finita.

Definicién 2.6,05¢ca X una variable aleatoria sobre (2, F, P).

a) Si existe una flnciép fx : R — [0,00), B(R)-medible, tal que para cualquier B € B(R),
Px(B) = fB fx(x)dx_se dice que X es absolutamente continua y [x es llamada la
densidad de X.

b) Si existe una coleccion ‘eontable x1, xo, ... de nimeros reales con x; # x; para toda i # j
tal que para cualquier B € B(R), Px(B) = Y. P(X = ;) se dice que X es discreta

con valores 1, Ty, .. .. La funcioh fx : R — [0,1] dada por fx(z) = P(X = z) se llama
funcion de probabilidad de X.

;€8

Observe que si una variable aleatorian X es absolutamente continua y tiene densidad fx
1 o B — & B — Bl
continua en z, entonces Fx (x) = [*_ f&()dt y Fi(z) = fx(x).

Definicién 2.7. Un vector aleatorio n-dimensional sobre (2, F, P) es una n-ada X =
(X1,...,X,) de variables aleatorias.

La funcién de distribucién de un veetor aleatorio X = (X;,..., X,,) es la funcién Fx :
R™ — [0, 1] definida como

Fx(xy, .. 2n) = P(Xq £ 21, . X< ).

Esta funcién es también conocida como la funcién de distribuciéon conjunta de las va-
riables aleatorias Xi, ..., X,,.

10
Definicién 2.8. Las variables aleatorias X1, ..., X,, sobre (Q,F,P) s-n independientes si
para cualesquiera By, ..., B, € B(R), %

P(X,€By,...X,€B,)=DP(X,€ B P(X, € B,).

Note que si Xj, ..., X, son variables aleatorias independientes v f1,..., fu% @—) R son
funciones B(R)-medibles, las variables aleatorias f,(X;),..., f.(X,) son independientes.

La demostracién del siguiente resultado puede verse, por ejemplo, en [2] pagh 179,

Propositgn 2.2. Sean Xy, ..., X, variables aleatorias sobre (0, F, P) y X = (X;,.(, X,.).
Entonces X, ..., X,, son independientes si, y solo si,

Fx(xy,..,x,) = Fx,(x,) - Fx,(z,) paratoda (xq,..,2,) € R".
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2.4.(__Filtraciones generadas por variables aleatorias

Definicién2.9. a) La o-dlgebra generada por una variable aleatoria X es
a(X)={{X € B}: B B(R)}.

b) La c-dlgebra génerada por una coleccién {X,:t € I C R} de variables aleatorias es
definida por

o Xy:tel)=o (UU(X;)) .

tel

Proposicion 2.3. Sean X,,..4#X, variables aleatorias. Entonces X, ..., X, son indepen-
dientes si, y solo si, o(X1),...,c(Xy) son independientes.

Demostracién. Sean By, ..., B, & B(R). La suficiencia se sigue del hecho de que la
independencia de o(X,),...,a(X,,) impliea; en particular, que P(X; € B;,.... X, € B,) =
P(X, € By).--P(X, € B,). Ahora, para~probar la necesidad, observe en primer lugar
que la independencia de Xj, ..., Xif iinplica la_independencia de X, ..., X; para i < n; pues
P(X: € By,...X; € B;)) = P(X1.€ By,... X, € B, X;,1 € R,.,X,, € R) = P(X; €
By) - P(X, € B,). De este modo, para/demostrars«que o(X;),...,0(X,,) son independientes

basta con mostrar que P(X; € By, ..., X,€ B,) £ P(X, € By)--- P(X, € B,), lo cual es

cierto debido a que las variables aleatorias”™ X5, ..., X§, son independientes. A

E Se hablara algunas veces de independenc¢iaséntre una.variable aleatoria y una o-algebra.
e dice que una variable aleatoria X es indepehdiente (e una sub-c-algebra G de F si
a(X) v G son independientes.

Definicién 2.10. La filtracion {F, o con Fy = o(X, 0 s < £)edconocida como la filtra-
cion generada por la coleccion {X; : t > 0} de variables aleatoFias.

2.5. Esperanza ge una variable aleatoria

Definicién 2.11. Sea X una variable aleatoria sobre (Q, F, P). La esperfanza de X es
definida por

EX = | XdP
)

siempre que la integral exista.

Sean X vy Y variables aleatorias. Las siguientes son algunas propiedades que posee,la
esperanza (véase por ejemplo, [2] pdgs. 42, 46, 48 y 49).
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1) EX et finita si, y solo si, F|X]| es finita.
2) Si @EY son finitas y a,b € R, entonces E(aX +bY) = aEX + bEY.
3) Si X 5éy‘ EX y EY son finitas, entonces EX < EY.
4) Si |X| < Y goinEY finita, entonces EX es finita.

5) Si X > 0, entorices EX = 0 si, y solo si, P(X =0) = 1.

Proposicién 2.4. Sea na variable aleatoria y g : R — R una funcidn B(R)-medible
tales que E[g(X)] es fini fonces
B oa)apete) = [ oe)iFa(o) (22)

—
Demostracién. Note que (2.2) ﬂida para funciones indicadoras, ya que si g es una
funcién indicadora, g = 15 donde B € @) entonces

E[15(X)] = E(1,xef}) = P(X B):PX(B)zledPX.

R

Ahora, si g es una funcién simple, g@i o ‘@Kdonde By, ..., B, € B(R) forman una

particién de R, entonces
-~ O,

Elg(X)] = E | alp(X)| =Y a%()()]%aif lpdPy = f gdPx,
i= i= R R
1 1 .
y asi, de nuevo, (2.2) se satisface. De esta manera, si g s no iva y g, es una sucesion de
funciones simples tales que 0 < g, < gu+1 v gn T g, entonces p teorema de convergencia

mondtona se tiene que

TE—r O

Elg(X)] = E[lim g,(X)] = lUm E[g,(X)] = lim /gndPXd gdPx.
n—oo n—oc R

P
Finalmente, si g es una funcién de Borel, entonces g = g7 — g~ y se obti¢hie que

ﬂmxnzEwwxn—Ewwxnzj@wwx—j&wmxszM%.(5 R
i1 1 R
Proposicién 2.5. (Destigualdad de Chebyshev) Sean () <r <oc y0<d < oo\%( es

una variable aleatoria no negativa, entonces

E(XT)
ar

*

P(X >5) <
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Démostracion. E(X") > E(X"1(x=s) > E(0"1{x>5) = 0"P(X = J). A
La priieba del siguiente resultado puede ser consultada, por ejemplo, en [10] pdg. 46.

Proposicion/2.6. Sean X...., X, variables aleatorias independientes. Si X; = 0 para toda

i osi EX; es fifita para toda i, entonces E(X, -+ X,,) existe y

E(X) - X,) =EX, EX,.

Sean X y Y variables/aleatorias. Si éstas tienen esperanzas finitas y XV tiene también
esperanza finita, se defin€ la covarianza de X v ¥ por

Cov(X,Y) :=E[(X - EX)(Y — EY)] = E(XY) — (EX)(EY).

La varianza de X es la covarianza consigo misma, esto es, Var(X) = Cov(X, X). La
desigualdad de Cauchy-Schwarz (E|XY[)? < E(X?)E(Y?) garantiza que la covarianza existe
para variables aleatorias cuadrado intégrables. Note de la proposicién 2.6 que si X y Y son
independientes, entonces son incorrelacionadas, es decir, Cov(X,Y) = 0.

2.6. Esperanza condicional

Definicion 2.12. Sean X wna variable=aleatoria conesperanza finita y G una sub-o-dlgebra
de F. La esperanza condicional de X dada G{ E(X|G), es una variable aleatoria G-
medible tal que para cualquier A € G,

/AE(X|g)dP:/AXdP.

Si X y Y son variables aleatorias con EX < oo, la esperanzZa#ondicional de X dada Y,
E(X|Y), es definida como E(X|a(Y)). La existencia y la unicidad casisegura de la esperanza
condicional son garantizadas por el teorema de Radon-Nikodym (véasepor ejemplo, [10] pag.
412). Que una condicién se satisfaga casi seguramente, lo cual se abreviaed como c.s., significa
que existe un evento A con P(A) = 0y la condicién se satisface en 2\ A.

La esperanza condicional satisface un nimero importante de propiedades; algunas son
dadas a continuacién. Debido a que la esperanza condicional es tinica casi segurimente, todas
las igualdades y desigualdades que se presentan enseguida deben entenderse emel sentido
casi seguro. Las respectivas pruebas pueden ser consultadas, por ejemplo, en [5] pdgd."29-31.

Proposicion 2.7. Sean X y Y variables aleatorias con EX < oo y sea G uwna sub-o-dlgebra
de F. Se tiene quﬁ

14
1) Si EY < oc ya,beR, entonces E(aX + bY|G) = aE(X|G) + bE(Y|G).
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2) Si X >0, entonces E(X|G) = 0.
3) SiY es GEmedible y E(XY) < oc, entonces E(XY|G) =Y E(X|G).
4) Si X es independiente de G, entonces E(X|G) = EX.
5) SiH es una suho=dlgebra de G, entonces E[E(X|G)|H] = E(X|H).
6) Si X es G-medibles entonces E(X|G) = X.
7) E[E(X|G)] = EX.
En 2] 1){1@253 se demuestra que si g : R — R es una funcién convexa, es decir, para
cualesquiera z,y e Ry A € [@,%[Az + (1= AN)y] < Ag(x) + (1 — A)g(y), entonces existen

sucesiones a, y b, de ntmeros véales tales que g(x) = sup{a,x + b, : n € N} para toda
r e R.

Teorema 2.3. (Desigualdad de Jénsen) Sean g : R — R una funcidn convera y X una
variable aleatoria con EX < oo tales 'que E[g(X)] < oo. Entonces para cualquier sub-o-
algebra G de F se liene que

E[g(M1G] > ¢(BX|G]) c.s.
Demostracion. Sea G una sub-g-algebra de F ~Como ¢ es una funcién convexa, existen
sucesiones a, y b, de nimeros reales talgs"que g(x) = sup{a,x + b, : n € N} para toda

x € R. Entonces, para un n fijo, g(X(w)) = @, X(w) +bg'para toda w € €; esto es, g(X (w)) —
(a, X (w) +b,) = 0 para toda w € Q. Luego, perd) v 2)°dela proposicidn 2.7 se obtiene que

Elg(X)|0](w) = ElanX + bu|0](w) = a, B[ X4G])(w) + bn

para toda w € Q\ A,, donde P(A,) = 0. De este modo, debida/a que P(A) = 0, donde
A=, A, se sigue que para todan =1,2,...

Elg(X)|Gl(w) 2 a, E[X|G](w) + b, paratoda w € {2\ A.

Asi, tomando el supremo en el lado derecho de esta ultima desigualdadse ‘concluye que
E[g(X)|G] > g(E[X|G)) c.s. N

2.7. Funcién generadora de momentos y funcion-.¢arac-
teristica

Sean X una variable aleatoria y r > 0. Si E(X") < oc, es llamado el r-ésimo momento

de X. Si existe § > 0 tal que para toda u € (—4,d), E(¢"X) < oo, se define la funcién
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generadora de momentos de X por

mx(u) = E(e"Y), u€ (=6,0).

oo gt

Debido a que @ = = &y haciendo uso del teorema de convergencia dominada se tiene
que

oo oc
unXmn u™
mx(u) =E () sl ED DA O
n=>0 n=0

De esta manera, diferenciando término a término, n veces, en esta tltima suma y evaluando
en u = 0 se obtiene E(X™)Ba _existencia de la funcién generadora de momentos de X en
una vecindad de 0 implica la‘eXistencia de todos los momentos de X. Si algtin momento de X
no existe, entonces su funcion_generadora de momentos no existe. La funcién generadora de
momentos determina univocamefite la distribucién, como lo muestra el siguiente resultado.
Su prueba puede verse, por ejempl@;‘en [4] pag. 408.

Proposicién 2.8. Sean X y Y variable§ aleatorias. Si mx(u) y my(u) existen y my(u) =
my(u) para toda u € (—=6,8), para alguno.0, entonces Fx(u) = Fy(u) para toda u € R.

La funcién caracteristica de uma varidble Aleatoria X es definida por
hy(u) := E(¢™ Y% E(cosaiXy + iE(sen uX).

donde i = \/—1. Andlogamente a la funciéh generadorasde momentos, la funcién caracterfsti-
ca determina univocamente a la distribuciény yarque sé puede demostrar (véase por ejemplo,
[2] pédg. 295) que si Py y P, son medidas dé=probabilidad)sobre B(R) y [, e™*dPy(z) =
f[m e dPy(x) para toda u € R, entonces P; = P. La ventajd. de la funcién caracterfstica
sobre la funcién generadora de momentos es que existe parastualquier variable aleatoria,
puesto que las funciones cos x y senr son acotadas en R, mientras que la funcion ¢* no es
acotada, y asi, la funcién generadora de momentos pudiera no existirs

2.8. Distribuciones gaussiana, gamma y exponencial
Una variable aleatoria X tiene una distribucién gaussiana con par{ﬂ% pelRy
a2 > 0, denotado por X ~ N(y, a?%), si tiene densidad dada por
1 —(z—p)?
r) = ——e 27
JrX( ) cr\/%
Usando que [,e *'de = /1y [ 2% “dr = \/7/2 resulta sencillo ver que EX =T y

Var(X) = o?. Note ademés que Z = (X — p) /o tiene una distribucién normal estédndar,
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esto ed, Z N (0, 1); pues haciendo el cambio de variables y = (x — ;1)/o se obtiene que

zoO+p

P(Zgz):P(XSzJ—I—,u):/

e ONV2W

(z—p)® ‘ 1 —y?
T d:f::/ ez dy.

G

so V2T
No es dificil verigue.la funcion generadora de momentos de X es

wleo

My (u) = E(e"Y) = / e fy(z)dr = e+ 32 -
R

Una importante propiedad de la familia gaussiana es que una combinacién lineal de
variables gaussianas independientes resulta en una variable gaussiana. Esto es establecido en
el siguiente resultado, cuya pruebd puede verse, por ejemplo, en [8] pag. 156.

Proposicién 2.9. Sean X, X, X, variables aleatorias independientes. Si X; ~ N(jt;,0?)
para todai=1,2,...,n, entonces a1 Xgtas Xo+-+ -+0a, X, ~ N(aipun+aspio+- - +a,ji., n.fcrf—l—
nﬁaﬁ + -+ a?o?

nnd

Se dice que una variable aleatoria X {iéfie una distribucién gamma con pardametros
a >0y 8 >0, escrito como X ~Gamna( a8Y751 posee densidad dada por

—r

—1
i (aD o =),

donde T'(«a) = fnx' r* e *dx, es la funcién gammasTiitegrando por partes se puede ver
que I'(a + 1) = al'(«), v consecuentementepusando eliéeho de que T'(1) = 1, se tiene
por induccién que I'(n 4+ 1) = n! para n = 1,2, ... Tambiénshaciendo uso de la propiedad
(o + 1) = al'(o) se obtiene facilmente que EX = af ¥ Var(X) = af% La funcién
generadora de momentos de X es

my (u) = E(e*Y) :/

R

» , _ 1 (a3 ] l
e fy(x)de = (l - -u,B) S < 7

La distribucién gammanm o = 1 es mejor conocida como la distribdcién exponen-
cial. En este caso, se dice que una variable aleatoria X tiene distribucién exponencial con
pardmetro 3 > 0, denotado por X ~ Exp(3), si tiene densidad dada por

1 —=
fx(x) = 3¢ Lo, ().
En este caso particular se tiene que EX = 3, Var(X) = 82 y mx(u) = 1/(1—uB) siu <{/83.

Ademads, es sencillo verificar que esta distribucion tiene la propiedad "sin memoria”, esto es,
P(X>a+bX >a)=P(X >b)paraa>0yb=>0.
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2.9.(_Convergencia de variables aleatorias

Las demestraciones de los resultados mencionados en esta seccién pueden ser consultadas,
por ejemplo, én-las secciones 2.4, 2.5, 2.8, 7.1 y 7.2 de [2].

Definicion 2.13.Sean X, X, Xy, X;,... variables aleatorias.

a) X, converge cast sequramente a X, escrito como X, — X c.s., si

P& lim X, (w) = X(w)) = 1.

b) X, converge en pmmm@a X, denotado por X, Rt X, si para cualquier € > 0,

P(|X, ¥ >¢) = 0 cuando n — cc.

La convergencia casi segura implita la convergencia en probabilidad y la convergencia
en probabilidad implica la convergencia ‘¢asi segura de alguna subsucesién, esto es, si X,
converge en probabilidad a X, entonces existe una subsucesion X, de X, que converge casi
seguramente a X,

Definicién 2.14. Sean X, X, X5, X5y, varidbles aleatorias. X, converge en distri-

. : d ; :
bucidn a X, escrito como X, — X, =si-Fx, (x) gonverge a Fx(x) en cualquier punto de
continuidad de Fx .

Se conoce que X, converge en distribucion a/X si, yvSole,si, sus funciones caracteristicas
(o funciones generadoras de momentos) convergen a la fan€ién caracteristica (a la funcién
generadora de momentos) de X, es decir, si hx, (1) (0 mx, (u))€onvergen a hx (u) (a mx(u)).
La convergencia en distribucion es también equivalente a que’E[g(X,,)] converja a E[g(X)]
para todas las funciones g : R — R continuas y acotadas. Es conocido también que la
convergencia en probabilidad es mas fuerte que la convergencia en distribucion, y que la
convergencia en distribucidn a una constante es la misma que la convergencia en probabilidad
a la misma constante.

Definiciéon 2.15. Sean X, X, X», Xs,... variables aleatorias. X, converge a X en L7,
r > 1, denotado por X, = X, si E(|X, — X[") = 0 cuando n — oc.

Recuerde que L = L7 (2, F. P) es el conjunto de todas las variables aleatorias @definidas
sobre (Q;Fﬁ) tales que E|X|" < co. f\
Se sabe que la convergencia en L es més fuerte que la convergencia en probabili@, es

. . P
decir, si X,, = X, entonces X,, = X.




Capitulo. 3

Conceptos‘de la teoria de los procesos
estocasticos

3.1. Procesos estocasticos a tiempo continuo

Un proceso estocastico a tiempo cantinuo es una coleccién X = {X;};>q de variables
aleatorias definidas sobre un espa€ig de, probabilidad (€2, F, P), las cuales toman valores en
un espacio medible, llamado espacio_de_estados. En este trabajo, el espacio de estados
considerado es (R, B(R)). El indice t &[0, o) es inp€rpretado como el tiempo. Para cada w €
2 fijo, la funcién ¢ — X;(w), que mapea [0, 20) en R, esuna trayectoria o realizacién del
proceso X . El proceso estocdstico X se dice gemcontinuo.por la derecha si sus trayectorias
son continuas por la derecha. Similarmente se define queé un proceso estocastico sea continuo
ﬁor la izquierda, cadlag, caglad vy de variaeion finita.

efinicién 3.1. Sean X = {X,},;20 y Y = {Vi} =0 procesos estacdsticos sobre (2, F, P).
a) X es una modificacion de Y si, para cada t > 0, P(X, = Y{)'= L.
b) X yY son indistinguibles si P(X; =Y, para todat >0) = 1.
Evidentemente si dos procesos son indistinguibles, entonces uno eswuna modificacion del

otro. El reciproco de esta afirmacién no es vilida en general (véase por gjeniplo, [17] pag.
2). No obstante, se cumple un reciproco parcial.

Proposicién 3.1. gean X ={Xi}i=0 y Y = {Yi}iz0 procesos estocdsticos sobre/(S2, F, P).
Si X es una modificacion de Y y ambos son continuos por la derecha c.s., entofices X v Y
son indistinguibles.

Demostracién. Sean A y B los eventos nulos donde las trayectorias de X v Y, regpee-
M- - M - . N . . . — s N N — -
tivamente, no son continuas por la derecha. Sea C' = ULEQ{Xt # Y, }, donde @ = [0, 00) MQ.

Entonces, dado que X es una modificacién de Y, P(C') = 0. Sea D = AU B U C'. Luego,

24
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P(D) = 0#/Ademas, sobre O\ D, X, =Y, para toda t € Q. Sit € (), por la densidad de Q@
existe ¢, £ €) tal que {,, | t. Por lo tanto, debido a que tanto X como Y son continuos por
la derecha®sgbte €2\ D se concluye que X; = lim,, |, X,, = lim, , Y, =Y. A

Corolario 3.1, sSean X y Y procesos estocdsticos cadlag. Si X es una modificacion de Y,
entonces X y Yssonindistinguibles.

Sea (2, F,F, P) wr'espacio de probabilidad filtrado. A partir de ahora se hace la conven-
cién de que el espacio desprobabilidad (2, F, P) es completo y que la filtracién F = {Fi}50

‘ompleta, esto es, Fy @ontiene a todos los eventos nulos de F. Se acuerda ademés que F
es continua por la derecha, €s detir, F; = s>, Fs para toda t > 0.

En el contexto de los procesos estocasticos, la filtracion [F especifica como la informacion
es revelada en el tiempo. La propiedad de que [F es creciente corresponde al hecho de que la
informacién no es olvidada. Asi, patarcada tiempo ¢, la g-dlgebra F; representa la informacién
acumulada al tiempo ¢.

Definicién 3.2. Un proceso estocdstico-X ‘= { X, }i>0 es adaptado a lu filtracion {Fi}iso
si, para cada t = 0, X, es F,-medible:

La filtracién mas pequena respectetata cualain proceso X = {X,},. es adaptado es la
generada por si mismo, {FLX}Qm dada_por ]-’LX = g{X, : s < t). Esta filtracién es conocida
como la filtracién candnica de X y eg interpretada gomo la informaciéon generada por el
proceso X. .

Note que un proceso estocastico X = {X Ji>0 puédg=ser visto como una funcién X :
[0,00) x @ — R, dada por (t,w) — X;(w), tal que toda ¢t-S€ceidn sea F-medible. El proceso
X es medible si X : [0,00) x 2 — R es B([0,00)) x F-medible)En este caso el teorema de
Fubini garantiza que

1. Las trayectorias de X son B([0, oc))-medibles c.s.
2. Si M(t) = EX, existe para toda t > 0, entonces M es B([0, oo))-medible.

3. 511 es un subintervalo de [0, 00) tal que [, E|X,|dt < oo, entonces la@);ctorias de

X son integrables c.s. ¥
/EXL(M =EfXLd!,.
I I

Definicién 3.3. Un proceso estocastico X = {X,},o es progresivamente mediblesres-
pecto a la filtracion {F,}i>0 si, para cada t > 0, la funcion (s,w) — X(w), que mapea
[0.t] x € en R, es B([0,t]) x F,-medible.




26 CAPITULO 3. CONCEPTOS DE LA TEORIA DE LOS PROCESOS

Propasicién 3.2. Sea X = {95}520 un proceso estocdstico adaptado a la filtracion {F; }i=o.
Si X es gontinuo por la derecha o continuo por la izquierda, entonces X es progresivamente
medible respeeto a {F,}iso.

Demostracién. Se dard un bosquejo de la demostracion para el caso en que X es continuo
por la derecha. Ratatd >0, n>1, k=0,1,...,2" =1y 0 < s <, defina

kt E+1
<s< S t.

Xp(w)=Mw) v X(w) = Xpgsyyor(w) s oan on

Puede demostrarse que péra‘cada n, la funcién (s, w) — X"(w). que mapea [0, 4] x Q en R,

es B([0,#]) x F-medible. Ufandé el hecho de que £

g

tJ s cuando n — oo y la continuidad
por la derecha, se obtiene que linf, . X7 (w) = X (w) para todo (s,w) € [0,t] x €. Por lo
tanto, la aplicacion (s, w) — X, (&) es también B([0, {]) x F-medible. A

1
eﬁnicién 3.4. Sean X = { X} =0 9Y. = {Yi}iz0 procesos estocdsticos.

a) La variacion cuadrdtica de X salre)[0,t] es definida como el limite en probabilidad
(cuando exista)

(X, X2 1m 3K, - X, )
i=1

donde el limite es tomado sobre las partidiones P ="{ty, t1,....t,} de [0,¢] con |P| — 0.

b) La covariacion cuadrdtica de X y Y sobre [0, Heesedefinida por

X, Y) = 3 (X + Y, X ], - X XA v,

3.2. Tiempos de paro y procesos estocasticos previsi-
bles

1
eﬁnicién 3.5. Una variable aleatoria 7 : Q1 — [0,00] es un tiempo de pdro respecto a la
filtracion {F,}i>o0 si, para cadat > 0, {T <t} € F,.

La continuidad hor la derecha de la filtracién garantiza el siguiente resultade:

Proposicién 3.3. Una variable aleatoria 7 es un tiempo de paro respecto a {Fiyio si. y
solo si, {7 <t} € F, para cada t > 0.

Demostracién. La necesidad se sigue de laigualdad {r <t} =U,_ {r <t-1/n} &R,

n=

y la suficiencia de la igualdad {r < t} = ({7 < t+1/n} € oy Fesi/n = Fi, por,la

n=

continuidad por la derecha de la filtracién. A
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Dédosain proceso estocdstico X = {X; };>0 ¥ un conjunto A € B(R), se define
Ta(w) :=nf{t > 0: X, (w) € A}

como el primee-tiempo de llegada de X a A, donde se conviene que inf () = oc.
Proposicién 3.4¥ .Sea X = {X,}i>0 un proceso cadlig adaptado a {F,}i>0 y sea A € B(R).
1) Si A es abierto, T4l es,un tiempo de paro.
2) Si A es cerrado, T() =1f{t >0: X;(w) € A 0 X, (w) € A} es un tiempo de paro.

Demostracién. 1) Notegue {74 <t} = {X, € A para algins <t} = J,., , {X, € A}
Como X es continuo por la derecha y A es abierto, entonces para cualquier s € [0,¢) con

X, € A existe s € [s,8) N'@ tal que Xy € A Asi, {r4 < t} = U,ge[n,z){XS e A} =
U. <[ m,,@{ X, € A} € F, vy el resultadase sigue de la proposicién 3.3.

2) La demostracién de este incisoqpuéde ser consultada, por ejemplo, en [24] pdg. 5. A
Definicién 3.6. Sea T un tiempo de pawo’ respecto a la filtracion {F;}i>o.

a) Los eventos observados antes osen el tiempo-rgson descritos por la o-dlgebra
F.={Ae F:An{r <t} e F pafutodat =0}

b) Los eventos observados antes de T son.dados por ja'c-dlgebra F,_, la cual es generada por
la coleccion {AN{t<r}:AeF, t>0LdF,.

Dado que [(AN{t < THUBIN{r < s} SAAN{t <AL {7 < sHU(BN{r < s}) € F,
para cualesquiera t,s > 0, A € F, v B € F, se deduee.que F._ C F.. Como también
ﬁ < 7} € F,_ para toda t > 0, se obtiene que 7 es F,_-médible.

efinicién 3.7. Sean T un tiempo de paro y X = {X,}i=0 u?@eso estocdstico.
a) Se define la variable aleatoria X sobre el evento {T < oo} comogXy(w) = X, (,)(w).
El proceso parado en 7, X7 = {Xyx; }i>0, es definido por er(wWngr(w)(w)-
Observe que el proceso parado estd bien definido puesto que t A 7 := min{l, 7}, < oc.

Denote por L a la coleccién de los procesos estocdsticos, X : [0, o) x Q =R} continuos
por la izquierda y adaptados a {F,},;>o. La o-dlgebra previsible sobre [0, 5ohX Q, que
sera denotada por B, es la o-dlgebra generada por los procesos en L, esto es,

P=c({[s.t)xA:s<ty Ae F-}),

donde Fi- =& (Ug -t -7'_3) parat > 0y Fy- = Fy. La o-dlgebra F;- representa la informacién

disponible antes de ¢ > 0.
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Definicién’ 3.8. Un proceso estocdstico X : [0, 0c) x 1 — R es previsible si es P-medible.

Obviaménte cualquier proceso continuo por la izquierda y adaptado es previsible, en
particular, cualquier proceso continuo y adaptado también lo es.

Proposicién 3.5y Sean v un tiempo de paro y X = {X; }1>0 un proceso previsible. Entonces
1) La variable aleataria Xrlircoo) €8 Fr_-medible.
2) El proceso parado XT_es’previsible.

La demostracion de la preposicion 3.5 puede verse, por ejemplo, en [21] pdg. 13.

3.3. Martingalas, submartingalas y supermartingalas

Definicién 3.9. Sea X = { X}, un’proceso estocastico adaptado a una filtracion {F};>q
con E|Xy| < oo para toda t > 0.

a) X es una martingala si, para gdalesquiera 0 < s < t, E(X,|F,) = X, cs.
b) X es una submartingala si, part guglesquierar) < s < t, E(X;|F,) = X, c.s.
¢) X es una supermartingala si, paraguralesquiert 0 < s < t, E(X|F,) < X, c.s.

Observe que si X es una martingala, entontes su fuficién media, t — E X}, es constante
puesto que EX, = E[E(X,|F,)] = EX,. Similarmente’sg=ve que la funcién media de una
submartingala es no decreciente y la funcién media de unaSupermartingala es no creciente.
Ademas, es claro que si X es una supermartingala, entonces <X es una submartingala.

La demostracién del resultado siguiente hace uso de las hipdtesis usuales y puede ser
encontrada, por ejemplo, en [17] pdg. 16.

Proposicion 3.6. Una submartingala {X,}i>0 tiene una modificaciopeeadlag si, y solo si,
su funcion media, t — EX,, es continua por la derecha. En particularsctalquier martingala
tiene una modificacion cadlag.

Debido a que todas las martingalas tienen modificaciones cadlag, se asumird sitmpre que
se esta considerando esta clase de modificaciones.

Proposiciéon 3.7. Sean X = {X,};=0 un proceso estocastico y g una funcion comvega, tales
que E|g(X,)| < o para toda t > 0.

1) 8i X es una martingala, entonces g(X) := {g(X;) }iz0 es una submartingala.

2) Si X es una submartingala y g es no decreciente, entonces g(X) es una submartingala.
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Démostracién. 1) Note que esto se sigue de la propiedad de martingala y de la desigual-
dad de Jerisen, puesto que si 0 < s < ¢, entonces g(X,) = g(E[X,|F,]) < E[g(X,)|F.].

2) Anédlegamente a 1), usando la propiedad de submartingala y la desigualdad de Jensen
se tiene que ¢6X5) < g(E[X,|F)) < Elg(X,)|F) si0< s < 1. A

Definicién 3.10+" Una martingala {X,},~o es cerrada por una variable aleatoria Y si
ElY| <00 y X, =EYLF) para cada t = 0.

Note que la definicién 3,10 estd bien hecha ya que efectivamente {E(Y|F;)};>0 es una
martingala, pues E[E(YWE)LF] = E(Y|F,) si s < t. Las martingalas de este tipo son
conocidas como martingalas.de Doob-Lévy.

El siguiente resultado dice gie una martingala parada en un tiempo de paro es de nuevo
una martingala. La prueba puede verse, por ejemplo, en [25] pag. 71.

Proposicién 3.8. Si X = {X,}i>¢ esuna martingela y 7 es un tiempo de paro, ambos
respecto a la filtracidn {F; }i»o, entonces/@lproceso parado X™ = {Xin: Y10 €s una martingala
respecto a {Fibizo. En particular, EX i =EX).

Corolario 3.2. Si {X,}i>0 es wiabmartingal@ y T es un tiempo de paro acotado, entonces
EX. =EX,.

3.4. Procesos uniformemente integrables

Definicién 3.11. Un proceso estocdstico X =X, }>0 és uniformemente integrable si
E(|1X|1qx,15ny) =+ 0 cuando n — oo uniformemente en t, éstoles,
lim sup E(|X,|1{x,/>n}) = 0.
0

TL—00 LZ
Observe que si {X,}>0 es uniformementgsintegrable, entonces egintegrable; esto es,
sup;> £|X;| < oco. En efecto, note que E[X,| = E(|Xi|l{x,5ny) T E(K|Lxi<ny) <

E(|X|14x,>n}) +n para toda t y para toda n. Por lo tanto, por la integrébilidad uniforme,
sup;=g £|X;| < sup,~q E(|Xi|1{x,5n}) + 1 < 00 para alguna n suficientemente/grande.

Proposicién 3.9. Sean X = {X;};>¢ un proceso y Y una variable aleatoria con Y| < oc.
Si X es dominado por'Y, es decir, | Xy| <Y para toda t > 0, entonces X es uniforniémente
integrable. Asi, en particular, X es uniformemente integrable si E(sup,-,|X;|) < oc.

Demostracion. Note que | X;|1{x,>n) < |Y|1{jy>n) para toda t > 0. Asi, debido a que

[Y[1(ysny — 0 cuando n — oo, |Y|lfysny < |Y| y E|Y| < o0, se tiene por el teorema
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de conyergéncia dominada que E(|X,|1(x,>n)) < E(|Y|l{jy5n)) = 0 cuando n — oo, y el
resultadosse sigue. A

La siguierte proposicion, cuya demostracién puede ser consultada, por ejemplo, en [11]
pag. 494, da e condicién suficiente y necesaria para que un proceso sea uniformemente
integrable.

Proposicién 3.10, 'Un proceso estocdstico { X} es uniformemente integrable si, y solo
si, existe una funcion’ge=[0,0c) — [0, 0¢) creciente y conveza tal que lim,_,o[g(x)/z] = o0
Y Supsg £g(|X,[) < oo

Corolario 3.3. Si X = {Xi}4¢ es un proceso estocdstico cuadrado integrable, esto es,
sup-o E(X?2) < 00, entonces X es*uniformemente integrable.

3.5. Algunos resultades sobre la convergencia de mar-
tingalas
En esta seccidn se expondran algunos resultados concernientes a convergencia y desigual-

dades de martingalas. El tratamiento siguroso delscontenido de esta seccion puede ser visto,
por ejemplo, en [22] pdginas 61 y 64.

Teorema 3.1. (Convergencia de martingalas) Si{X,},>o es una martingala integrable,
es decir, sup,., E|X,| < oo, entonces X, =imy, . X7 egiste c.s. y E|X | < co.
Como consecuencia de este resultado se obtiene el siguiente, corolario.

Corolario 3.4. 1) Las martingalas uniformemente integrables” convergen casi sequramente.
En particular, las martingalas cuadrado integrables convergen cast seguramente.

2) Las martingalas posilivas convergen casi sequramente.

Demostracién. 1) Esto se sigue del hecho de que los procesos uniformemente integrables
son integrables.

2) 8i {X,}1>0 es una martingala positiva, sup,q E|X;| = sup,;5g EX, = BXg< co. A
Proposicién 3.11. Si X = {X,}>0 es una martingala uniformemente integrablgmentonces
converge a una variable aleatoria X, c.s. y en L'. Reciprocamente, si X = {X,};5) €5 una

martingala que converge en L' a una variable aleatoria X, entonces X es uniformemente
integrable, y asi, converge c.s. a X... En ambos casos, X es cerrada por X .

Proposicién 3.12. Sean {X;},>0 una martingala y X = supge o, | X,|. Se tiene que
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1) P(X; =) < AE(|X,|") para toda r > 1 y para toda X > 0.

2) E[(X]) L (<5) E(|X]") para toda r > 1.

r—1
Tomando T =2 en 2) de la proposicién 3.12 se obtiene que
E[(X])?] <4BE(X]),

la cual es la desigualdad mas importante de las desigualdades de Doob para martingalas.

3.6. Martingalas locales

Definicion 3.12. Un proceso estocdstico {XL}“] adaptado a una filtracion {F}>0 es una
martingala local si existe una sugesion creciente de tiempos de paro 7, llamada sucesion
localizante, tal que 7, T oo cuan\(gﬁﬁ oo y para cada n, X™ = { X, >0 €s una
martingala.

Se sigue de la proposicion 3.8 yde la proposicion 3.11, con 7, = n, que cualquier mar-
tingala es una martingala local.

Proposicién 3.13. Si X = {X,};>0 &s una magtingala local tal que |X,| <Y para toda
t >0 con EY < oc, entonces X es una martingalafuniformemente integrable. En particular,
esto se cumple si E(sup,~, |X,]) < occ.

Demostracion. Observe primero que E|Xef'< oc par@ toda t > 0, pues F|X,| < EY <
o0. Ahora, sea 7, una sucesion localizante tal que para cualquier n v para cualesquiera
0 <s <t E(Xinr |Fs) = Xinr,. Como para cada t = 01 A7, Tt cuando n — o se
tiene que lim,_, .. X, = X;. Usando esto y el hecho de quegdj,. | < Y con FY < o

obtiene, por el teorema de convergencia dominada para esperanzas condicionales que

Xi|F) = limy, oo E(Xpnr, |Fe) = limy, o Xenr, = Xi. Todo esto_miestra que X es una
martingala. La integrabilidad uniforme de X se sigue de la proposi¢ién 3.9 y con esto se
finaliza la demostracién. A

Definicién 3.13. Un proceso estocdastico {X,}i>0 es de clase Dirichlet-3i la coleccidn
{X, : 7 es un tiempo de paro finito} es uniformemente integrable.

Proposicién 3.14. 5i X = {X,}=0 es una martingala local de clase Dirichiet, lentonces X
es una martingala uniformemente integrable.

Demostracion. Elija una sucesién localizante 7, tal que para cualquier n y parajcua-
lesquiera 0 < s < t, E(Xnr, |Fs) = Xear,. Debido a que X es de clase Dirichlet y como
para cada n y para t > 0 fijo, t A 7, es un tiempo de paro finito, se tiene que {X;-, }uz1
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es uniforméimente integrable. Luego, como Xy, — X;, entonces X;,, —X; en L', es decir,
E| X, X3 — 0. De este modo, E(X,,.,|Fs) = E(X,|F,) cuando n — oo puesto que por
propiedadés dé la esperanza condicional v por la desigualdad de Jensen,

EEXinfl5)) — E(X|F) ElE(Xinr, = X Fo)| < E[E (| Xur, — X[ F)]

— E|Xi, — X,

Asi, se tiene que E(XWF) .= lim,_,  E(X, .., |F,) = lim,_,. X, = X,, mostrando con
ello que X posee la propiedad de martingala. La integrabilidad uniforme de X, y por lo tanto
su integrabilidad, se obtiend usafido el hecho de que X es de clase Dirichlet con T =¢. A

Puede verse, por ejemplo, ens21] pag. 55 que si X = {X,},>0 es una martingala local,
entonces su proceso de variacion Cuadratica {[X, X} .- existe. Mas ain, { X7 — [X, X|,} 1=
es una martingala local. Se dard yh, éshozo de la prueba de esta iltima conclusion bajo
condiciones méas fuertes.

Lema 3.1. Si X = {X,};>0 es una martingala con E(X}?) < oo para toda t > 0, entonces
{X?—[X, X]:}i=0 es una martingald.

Demostracién. Note que E[X (X, X)) | Fd =X E(X, — X |F,) = 0 para cualesquiera
0 < s < t. Luego, dado que (X2 — X¥)— (X, #X,)? = 2X,(X, — X,), condicionando
se obtiene que E(X}? — X2|F,) = E[(X¢=X.)%| A= ED_" (X, — Xi. ,)*|F.], donde
P = {tp,t1,....t,} es una particién de [s, f}. Per lo tdnté, haciendo |P| — 0 se tiene que
E(X} - X?|F) = E([X,X], — [X,X],|F,), delo cual sefsigue la propiedad de martingala
de {X? — [X, X]:}z0. A

La demostracidn de la desigualdad que se expone a contintacién puede ser consultada,
por ejemplo, en [21] pdg. 75.

Lema 3.2. (Desigualdad de Burkholder-Gundy) Sea X = {X¢}pci<r<c una martin-
gala local y sea X = suppe oy |Xs|. Si 1 < r < oo, entonces existen_sonstantes k. y K.,
ambas dependiendo tnicamente de r, tales que

ke B(IX. XT¢%) < E[(X7)'] < K, BE(X, X];%).
Proposicién 3.15. Sea X = {X,}i>0 une martingala local. Se tiene que

1) Si E[X, X], < oc para todat >0, entonces X es una martingala con E(X?) = E[X{X],.<
o para toda t > 0.

1
2) Sisup;q E[X, X]; < 0o, entonces X es una martingala cuadrado integrable.
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Démostracién. 1) Usando la desigualdad de Burkholder-Gundy con r = 2 se obtiene que
E[(supyZ7)Xi|)?] < K, E[X, X1 < oo para alguna constante K, y para cualquier T < cc.
Por consiguienite, E(supy<,<r|Xi|) < 0o para cualquier T < oo. Luego, por la proposicién
3.13, X es un@eriartingala. Asf, si E(X7?) < oo para toda ¢ > 0, entonces {X? — [X, X }e=0
es una martingalad, por lo tanto E(X?) = E[X, X|, < oo para toda t > 0.

2) Ahora, por 1) (e esta proposicién, X es una martingala con E(X?) = E[X, X]; para
toda t > 0. Debido as@ue ambos miembros de esta iltima igualdad son no decrecientes se
tiene que sup,q E(X2)="Mm 00 E(X?2) = limy oo E[X, X], = sup,q E[X, X], < 0o y por
lo tanto X es una martingala cuadrado integrable. ) A

3.7. Procesos de*Nlarkov y procesos de Markov fuertes

Definicién 3.14. Sea X = {Xt}}!ﬂj'l@ proceso estocdastico. Si para toda y € R y para
cualesquiera ) < s <t se satisface

P(X, <yfF})= P(X, <y|X,) es., (3.1)
se dice que X es un proceso de Markov.

La condicion (3.1), conocida como la/ propiedad-de- Markov, dice intuitivamente que
el comportamiento de X en el futuro dependeyinicameénte de su estado presente y no de su
comportamiento en el pasado.

La prueba del siguiente resultado puede ser consultada.por ejemplo, en [16] pag. 112.

Proposicién 3.16. Un proceso X = {X;}i>0 es un proceso dé Markov si, y solo si, para
cualesquicra 0 < 5, < -+ < s, < § < t y para cualquier fuicidn [ : R — R acotada y
B(R)-medible se tiene que

ﬁf(Xt)lep“-:Xsn:Xs] = Elf(Xg)lXS] C.5.

Sea X = {X,}i>0 un proceso de Markov. Debido a que se estd considerando un espacio
de probabilidad completo (2, F, P), se tiene que existe (véase por ejemplopfl6] pig. 113)

una funcién P(s,xz, t, B) definida para 0 < s < ¢, x € Ry B € B(R) tal que
1. P(s,-, t, B) es B(R)-medible.
2. P(s,x,t, ) es una medida de probabilidad sobre B(R).

3. P(X, € B|FX)=P(s,X,,t,B) cs.
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4. Paracualesquiera() < s < u < t, se satisface la ecnacion de Chapman-Kolmogorov

P(s,x,t,B) = /P(-u.:-_:;:!.:B)P(s,:r:u.:dy).
R

A P(s,z,t, B) se-le'flama probabilidad de transicién del proceso de Markov X.

Definicién 3.15. Sea X = { X}, un proceso estocastico. Si para cualquier tiempo de paro
finito T respecto a {F;¥ }ezﬂ y para cualesquiera y € R yt > 0 se cumple

POy <yl Fr) = P(Xrn Syl X7) ces,, (3.2)
se dice que X es un proceso de”Markov fuerte.

Andlogamente a la propiedad de~Matkov, la condicién (3.2), llamada propiedad fuer-
te de Markov, dice que dada la histéria del proceso X hasta un tiempo de paro 7, su
comportamiento en algin tiempo futurg™T =+ ¢ es independiente de su pasado.

3.8. Proceso de Wiener

Definicién 3.16. Un proceso estocdstico W ="{W,},~, es un proceso de Wiener o
movimiento Browniano si

a) Wy =10 cs.

E Tiene incrementos independientes; esto es, pann:ualea'q&@ 0<t <ty < <ty las
variables aleatorias Wy, Wi, — Wy, ... W, — W, "son independientes.

¢) Posee incrementos Gaussianos, es decir, para cualesquiera 0 <G5 t, W,—W, ~ N(0,t—s).

d) Tiene trayectorias continuas c.s.

Cuando W es un proceso adaptado a la filtracién {F;};¢ y satisface las propiedades
a)-d) de la definicién 3.16, se dice que W es un proceso de Wiener respetto a {F; }i>0. De
este modo, si W es un proceso de Wiener, entonces es un proceso de Wieneryrespecto a su
filtracién candnica { F}¥ }1=p, donde FV = o(W, : s < ). En este caso, por b) d¢ laldefinicion
3.16 se tiene que para s < t, W, — W, es independiente de F!V.

La demostracién de la existencia de un proceso de Wiener fue hecha por el matemdtico
estadounidense Norbert Wiener en 1923, y ésta puede ser consultada, por ejemplo, en [17]
pags. 49-7T1.

Proposicién 3.17. Sea W = {W;},50 un proceso de Wiener. Se tiene que
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1) Pawéﬂesqme?‘a st =0, E(W,W,) =snt.

2) Para c@t >0, [WW], =t

3) W es una Aningala,

4) {W2 —t}>0 esatfia martingala.

5) Para cualquier 'ug)?(,' e““"—”zlf’z}ﬁzn es una martingala.

6) Para cualquier t > 0, (@s’eqwr‘amente las trayectorias de W son no diferenciables en t.

Demostracién. 1) e suponer sin pérdida de generalidad, que s < ¢. Entonces,

por los incisos a)-¢) de la defini .16 se obtiene que
¢

E(W.W,) = E|W.(W,— W.+W, (W= W)+ E(W?) = E(W,)E(W,—W,)+s = s.

2) Se dara la prueba para una su le particiones P, = {tg,t7, ...} de [0,¢] con
o L |Pul < 0. Un ejemplo de tales p 1es es P, = {0,¢/27%, 2¢/2", . (2" — 1)t/2" t}.

Sea pues X, =31 | (Wer — Wi @ote C

anz,E)[(Ifhi /o 19?%_@*% =t.

Ahora, debido a que F(X?) = 30! si X C\0[) a2 y/usando el hecho de que W tiene

7 O
Var(X va[ Wi — Win )] = 3(t;*2).* ;EZ < 3t|P,|.

i=1

incrementos independientes se tiene que

Luego, por la hipétesis, 3 7 | E[(X, — EX, 2] < ooy con%ecuente% por el teorema de

convergencia monétona, E[» > (X, — EX, 2] < oo, yasl, .00 (X X,)? < oo c.s. Por
lo tanto X, — FX,, — 0 c.s., es decir, X, — 1 c.s.
Es posible mostrar (véase por ejemplo, [24] pdg. 18) que X,, — ¢ c.s a cualquier

3) Se sigue de la dehm.l 3.16 que W, ~ N(0,t) para toda t > 0 y asi, EW, @ Ahora,
sean 0 < s < t. Dado que W, — W, es independiente de F!V se obtiene que

*
4) Esto se sigue del lema 3.1 en conjunto con los incisos 2) y 3) de esta proposicin.

sucesion de particiones P, de [0,¢] tal que P, € Ppi1 ¥ |Pu| — 0 cuando n

EW,|FY) = BW|FM) + EW, — W FY) =W, + E(W, — W) = W,.
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Gﬁ W, ~ N(0,t), entonces su funcién generadora de momentos es E(e*Wt) = ¢**t/2,
lo cual uf@a que E(e*™e=+*/?) = 1. Ahora, note que para 0 < s < £, se tiene que

7

B( f,'&bfw) _ oW E| (W= W, )l }-W] _ uWVs E[eu(m—m)] ouWs u2(t=5)/2

De este modo, l ropiedad de martingala de {evWi— ”2} se obtiene multiplicando ambos
lados esta 1iltima |

lghd por e~wH/2,
Q) m+ W, _VAZ _ Z

A VA

para una variable aleatorla nor; estandar Z. De este modo, el cociente converge a oo en

distribucién, debido a que P ( V% —> 1 para cualquier constante K, cuando A — (),

6) Se tiene que

lo que imposibilita la existencia de ivada en . A

Se sigue de d) de la definicién 3.16, @ e la proposicién 3.17 y de la proposicién 1.5 que
casi cualquier trayectoria de un proceso iener W tiene variacién infinita sobre [0, t] para

toda t > 0. Esto tiene una import (‘onsemm ia para la teoria de integracion estocdstica
que se abordard en el siguiente cap a ql ma integral de la forma

s)dV -
no puede ser definida, trayectoria por trayeg (vea@ teorema 1.5), como una integral
de Riemann-Stieltjes si las trayectorias son de v ji]?la(‘lOIl i

Teorema 3.2. (Caracterizacion de Levy) Un proceso W=H{W,}=o con Wy =0 es un
proceso de Wiener si, y solo si, W es una martingala local co@m con (W, W], =t para
toda t = 0.

ﬁmostracién. La necesidad es una consecuencia inmediata de?)é) de la proposicién
3.17 v de d) de la definicién 3.16. Ahora, se dard un esbozo de la pruel a‘;%la suficiencia
Para ello, suponga que W es una martingala local continua con [W, W], = ¢ para toda
t = 0. Entonces, puede mostrarse que para cualquier u, {e““"_“z‘/ 2}52(, es artingala
uWil/2) Fwy =
— W,

(véase por ejemplo, [18] pag. 227). Usando este resultado se tiene que E(e
e"Ws—us/2 para () < s < t, y asi, E[etWi=Wo)|FW] = ev*(t=9)/2_ Esto implica qu
es independiente de FV ya que ¢v’(t=9)/2 o5 determinista. También, tonpyado espe
ambos lados de esta tiltima igualdad se tiene que F[e*™i=Ws)] = ¢4*(=5)/2 "que es la
generadora de momentos de la distribucién N(0.¢ — s). Por lo tanto W, — W, ~ N(0,¢ = s)
v con esto se concluye la demostracion. A




Capitulo. 4

Calculo estocastico para el proceso de
Wiener

4.1. La integral de Ito

Considere un espacio de probabilidadcompleto (2, F, P), y un proceso de Wiener W' =
{W,} >0 definido sobre éste. Sea N Ja-golecciénde todos los eventos nulos de F y defina

Ko (PO

Puede demostrarse (véase por ejemplo,’ [29] pag.* 24N\que F = {F;};>¢ es una filtracién
que satisface las hipdtesis usuales, esto es, [F és completh v continua por la derecha, y que
ademas, W es también un proceso de Wiener respectosa E. A lo largo de este capitulo se
estard considerando al espacio de probabilidad filtrado (8, ,F, P) junto con el proceso de
Wiener W.

Se denotara por L% al espacio de los procesos estocésticos xﬂf {Xi}o<t<r adaptados a

F, medibles (X : [0,7] x 2 — R es B([0,T]) x F-medible) y tales que E(fﬁT XEdt) < oc.

Definicién 4.1. Un proceso estocdstico X = {X;}o<i<r €n L% es ufl proceso simple si
Xo=6& y Xi= &1l u(t) para 0 <t <T, (4.1)
i=1

donde 0=ty <t, < - <t, =T y& € L*(, F,P) con & ;| F,_,-medible,i=1. ... n.

1
eﬁnicién 4.2. La integral de It del proceso simple X dado por (}.1) con Tespecto al
proceso de Wiener W es definida como

T

X dW, = Z&_l(ﬂ’]i - Wi, (4:2)
0 i=1

37
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Coh elLsimbolo § se representara al espacio de todos los procesos simples. La integral de
[to definidé sobre & satisface las siguientes propiedades.

*
Proposiciow4.1. Sean X.Y € S ya € R. Entonces

T T
1) Linealidad: f&/‘& +Y)dW, = a/ X dW, +/ Y dW,.
0 \S\ 0 0

* T

2) Propiedad de medﬁ@E (] X;dWL) =.
0

@ T 2 T

3) Propiedad de isometria: nglfi”g) =F (/ det),
19 ”

Demostracién. 1) Esta proéd’ad se sigue aplicando directamente la definicién 4.2 y
—

haciendo uso del hecho de que un;@nbina@ién lineal de procesos simples es de nuevo un
proceso simple. o

2) Usando el hecho de que &_; es }'@1 edible, W;, — W}, | es independiente de F;, | v
E(W;, — Wy, ) = 0se deduce la pr 'eda.ﬂ- (ie media cero, ya que

E| &a(W, —w.],
i=1

:—IE 1’1’! r!, 1|‘Fr5_1)]

( E: % —-W,_)] =o0.
3) Observe que : g
E

2
S 8w, —wt,._l)] YA —wt,._@
i=1

i=1

i<y

+ QZE (€181 (We, — We._QV%WLJ 1

Ahora, haciendo uso del hecho de que &2 | es F;, -medible, (W, — W, ) @ pendiente
de Fp_, vy E[(W,, —W,_ )] =t;— ti_l, se obtiene que

iE [‘ff—we, - We,_l)ﬂ = ZE{‘Ez 1E[ (W, —W,,_, ) [Fr, 1}} \S\
i=1 i=1 %

ZE Yt =t ) = /TE(Xf)dt; .
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puest@X ¢ = &—1 sobre (t,_1,t;]. Similarmente, condicionando y empleando el hecho de
que, parad 5 j, &1, &1y Wy, =W, son F; _ -medibles se tiene que

/*.
L N B (6 (We, = W (W, =W, )] =0,

®/\ i<y

con lo cual se finaliz demostracién. A
*

1

El siguiente rest es crucial para extender la integral de Ito a integrandos mas gene-
rales en L2.

Lema 4.1. Si X € L2, e;@ existe una sucesion X" en S tal que

‘-r@(/:pq* - X1|2dt) —0. (4.3)

TE—

Demostracion. Suponga primero'(lhe X es continuo en media cuadriatica, esto es,
lim,_,, E (| X, — X,|?) = 0. En este casoles posible considerar la sucesién

L

B (|X] - X,|?) dt
=1
T iy %
Z/ E (X, , - X/} dt < T@p E (X, - X,|*) — 0,
i=1 Vi1 z

|s—£|<:"

Ahora, si X es arbitrario, por lo que ya se ha demostrado, es suﬁcienteﬁ)ar que existe
una sucesion X de procesos en Ll_‘} continuos en media cuadrética tal qie (4.3) se cumpla.
Para cada n defina la sucesién X™ por X' = X xnl [(,‘1/"]&), 0<t<T, do& simbolo *
denota la convolucidon de funciones. Con la convencion X; = 0 para { < 0, se é&escribir

¢ t ¢
Xp = n/ X.ds=n (/ X, ds —/ Xs_;ds) . \S%«lél)
t—+ 0 0 " o

No es diffcil mostrar que la sucesion X" definida por (4.4) pertenece a L%. Note ademads, de

I
=
~
e
=
I
=
I

T
E (/ |X - X¢|2dt)
0

cuando n — oc. Asi en este caso la afirmacién es valida.

(4.4), que X" es absolutamente continua sobre [0, 7] y asi, por el teorema de convergencia
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dominada.X™ es continua en media cuadratica. Haciendo uso del hecho de que la sucesién
nlp,1/m forfna un kernel positivo y por propiedades de la convolucién (véase por ejemplo, la
seccin 2 de lés capitulos VI y IX de [19]) se obtiene que

T T T
lim f (X' (w) — Xe(w)|Pdt =0 v / | X7 (w)|%dt < / | X, (w)|dt.

TL— D0 0 0 0

Por lo tanto el resultado.se sigue aplicando el teorema de convergencia dominada. A
Sea X € L2. Por el tefuad.1 se puede elegir una sucesion X™ de procesos simples tal que
el limite (4.3) se cumpla. Tasucesion de variables aleatorias fn XdW, es de Cauchy en el

espacio L2(Q, F, P), pues por 3) de la proposicién 4.1 (la propiedad de isometria) se tiene

que
T T 2 T . T .

E / X dW, — / X dw, = E( / |X;‘—X;"|2cﬂ.) <2E ( / |X{‘—X1|2dﬂ)
0 0 0 0

T

 2F (/ |X£—XL’”|2d!.) -0,

0

cuando n,m — oo, donde se ha usado\la,desighaldad (a + b)? < 2(a® + b?). Asi, debido a

- . ST .
que L%(Q, F, P) es completo, se obtiene quesla sucesién fn X['dW, converge a una variable
aleatoria. Usando nuevamente la propiedadsdéyisomettiacpuede demostrarse que este limite
no depende de la sucesién aproximadora.

Definicién 4.3. La integral de Ité de un proceso X € L7 _e€definida mediante el siguiente

limite en L*(Q, F,P)
T T
/ X,dW, = lim / XrdWw,,
0 0

TE— 00

donde X" es una sucesién de procesos simples que satisface (4.3).

Algunas propiedades que satisface la integral de Ito definida sobre el €spacio L% son las
siguientes:

Proposicién 4.2, Sean X,Y € L2 y a € R. Se tiene que

T T T
1) Linealidad: / (aX; + Y)dW, = n./ X, dW, +/ Y, dW,.
0 0 0

T
2) Propiedad de media cero: E ( / XLdHr’L) =0.
0
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T 2 T
( / XLdWL) :E( / der.),
0 0

T T
4) Localidad: / XNydW, =0 c.s. sobre el evento A = {/ X7dt = U},
0 0

3) Propiedad.de isometria: E

Demostracién~Las propiedades de linealidad, media cero e isometrfa se siguen con
facilidad de la definicion 4.3.

4) Esta propiedad se gnmple yva que puede demostrase que la sucesién aproximadora de
procesos simples

n

Gi—1)T
XM = Zm [ﬁhm—l X.gdh“| 1(%%} (t)

iml n m

se anula sobre A. A

Para un proceso estocastico X € L%, g&ydefine el proceso estocastico V = {V, }y<jer como

t
V= / X2ds. (4.5)
0

Observe que las trayectorias de V' som no negativas’y no decrecientes. Ademas, debido a
que el proceso X € L% es medible v adaptado a‘Ef entonces es progresivamente medible
v por ende V' es también adaptado a F. De‘esta manéra, si K > (), el tiempo aleatorio
T = Inf{t > 0:V, = K} esun tiempo de parg respecto a pues {t < 7} = {V, < K} € F,.

Lema 4.2. Sean X € L2, § >0 y K > 0. Entonces

T T . Bf
P ( / X dW,| > 5) <r (/ X2dt > K) g (4.6)
0 0

Demostraciéon. Considere el tiempo de paro 7k v el proceso estoedstico X dado por
X = X1 (t), 0 <t < T. Note que

E (/:(Xj")zrn) =FE (/nm X'frn,) =BV, )=K <,

asf usando el hecho de que X/* = X;1(<,,}(t) se obtiene que X* € L3.

Ahora, observe que

Xy~ X[ = X1 Lpery (1) = Xilreany(8) = Xelgeavy (1),
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v asi, 8l A = {fnT(XL — X/[)%dt = 0}, entonces {fnTdef, < K} C Ag. Luego, por la
propiedad dg localidad se tiene que

T T )
/ X,dW, — / XEdwW, cs.
0 0

sobre { fnT X2Zdt < KN Por lo tanto, debido a la desigualdad de Chebyschev (proposicién

T ) T
/ XKdw,| > 6, / dez.gf{)
0 0

2.5) y a la propiedad.de_isometria se obtiene que

T T
P ( / X, dW,| > oy / XZdt < f\) P(
0 0

T
< P(/ X Kaw, >§)
0
1 T\
< ﬁE (/n X, dlﬂ)
1 Tk K
= &E(A (X7) d") Sﬁ’
de lo cual, el resultado se sigue inmediatamente. A

Al espacio de los procesos estocasticos” Xo= { X }o<icr adaptados a F, B([0,7]) x F-

medibles y tales que P( fnT X?Zdt < o) =1 Se J&xepresentard por Ly .

Lema 4.3. Para cada X € Ly existe una sucesion X™ en-Lietal que

T
lim/ X = X,JPdt =0 c.s., (4.7)
0

TL— 00
y por ende, en probabilidad.
Demostracién. Considere, para cada n, el tiempo de paro 7,, = nf{t >0: V., =n} yla

sucesion X™ definida por
X = X1 (0). (4.8)

En la prueba del lema 4.2 se obtuvo que
X — X' = Xy lpnevy(t). (4.9)
Fije w € {fnT Xidt < oo} vy elija N(w) € N de modo que fnT XZ2dt < N(w). Luego, ‘porla

ecuacion (4.9), Xy(w) = X'(w) para toda n > N(w). Por lo tanto (4.7) se cumple ya que
P([) X2dt < o0) = 1. A
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Lemal 4.4¢ Para cada X € Ly existe una sucesion X" en § tal que

T
1im / | X" — X [*dt =0  en probabilidad. (4.10)
0

TE— 00

Demostracion.Sea ¢ > 0. Elija, por el lema 4.3, una sucesién Y™ en L% tal que

T
lim P ( / Y — X, %dt > i) =0.
I— 0 n “1:

Ahora, por el lema 4.1, puede elegirse, para cada Y™, una sucesién X" en § tal que

T . 1
E (/ |X™ — Y;*Pcn.) < -.
0 n

De este modo, haciendo uso de la’desigtialdad de Chebyschev se tiene que

T T T
P (/ X7 — X,2dt > (—.) < P (/ X7 - YrRdt > i) +P (/ Y — X, 2dt > 5)
0 0 1 0 )

1 L . :
< —*Pr (/ W — X 2dt >i) 0,
0

ne

cuando n — oc. Esto finaliza la demostraeion. A

Definicion 4.4. La integral de Ité de un proceso Xo€ Lt es definida mediante el siguiente

limite en probabilidad
T T
/ Xy dW, = h’m/ X[ AW,
0 0

TG

donde X™ es una sucesion en 8 que satisface (4.10).

La definicién 4.4 estd bien hecha, pues si X € Ly, entonces por-el lema 4.4 existe una
sucesion X™ en 8 tal que el limite dado en (4.10) se satisface. Tomanido K = §3/2 en (4.6)
se obtiene que

o

Observe que por (4.10) se tiene que

T . g3 T . &3
P (/ | X7 — X"2dt > —) < P (/ | X7 — X,2dt > —)
0 2 0 8

T . 63
+ P (/ X" — X, |%dt > g) — 0,
n .-

T . 63 &
> 5) <P (/ | X7 — X"2dt > ?) ) (4.11)
0

T
/ (X7 — X[)dW,
0
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cuand@ nan — co. Asi, existe N € N tal que

T 3

. ) 0

P (/ | X — X Pdt > 3) <g para toda n.m > N. (4.12)
0

Usando (4.11) y (4.12) se prueba que la sucesién f nT X[ dW, es de Cauchy en probabilidad,

v por cousiguiente eonyerge en probabilidad a una variable aleatoria I(X). Este limite no
depende de la sucesion @ptoximadora, pues si Y™ es otra sucesidn en § que satisface el limite

dado en (4.10), entonces
> 6) < P (

T e
r ( / X[ dW, — f Y, W,
0 0
+ p(

4.2. Algunas propiedades del proceso integral de Ito

2

/ Ymdw, — I(X)‘ > E) .
g 2

T &
/ X;‘dm—f(X)‘> )
0

T

Sea X € Lr. Entonces, para cialgquier ¢ ‘€ 0,7, el proceso estocistico X1, :=

{ X.-;l[n,z]((‘i‘)}ngsgj“ también pertenece a Lr, y*es posible-entonces definir su integral de Ito
como

t T
/ X, dW, = / X1 ($TaW,.
0 0

De este modo se ha construido un nuevo proceso estocastieé ¥ = {Y,}o<i<r, usualmente
llamado proceso integral de It6, dado por

¢
Y; 2/ XodWs. (4.13)
0

A continuacién se exponen algunas propiedades que posee el proceso integral de Ito.
Proposicién 4.3. Sean X € Ly y Y el proceso definido por (4.13). Se tiene ghe
1) Y es una martingala local respecto a F.

2)'Y tiene una modificacion continua.

t
3) Para cada t € [0, T], la variacion cuadrdtica de Y sobre [0,t] es [Y, Y], = / X2ds.
0
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racién. 1) Suponga primero que X € §. Se probard que en este caso Y es una
martlngajﬁ’ara ello es suficiente con demostrar que para s < f,

LG) E ( / L XﬁquLFs) =0, (4.14)

pues de ser esto Lﬁ&\y usando el hecho de que Y estd adaptado a [F, se tendria que
7

B = BE) + B ([ xawiR) =¥,
o [ )

2
Note que (4.14) se cumple @ﬁe si Xy = {1y (t) + 20 &l 0(t), donde s = tg <
bhh<- - <th=ty& € LQWPJ con &_1 Fy,_,-medible, i =1, ..., n, entonces

g <
E (/ XudI’VuLFs) %[ét I’@}:, DIF] = ZE[fz 1 E(Wy, =Wy, | Fe )| FS] = 0.

Ahora, sea X € L%. Se IIIDStI‘aI‘a que 1evamente una martingala. Elija una sucesiéon

X" en § tal que lim,,_, o F fn |P@( ‘V}. Para cada n, considere el proceso
'&dﬂf’ Oéx t<T.

Escribiendo, para s < ¢, Y, —Y, = (¥, — Y"“ }? (Y —Y,), usando la desigualdad

de Jensen (teorema 2.3), la propiedad de mar la d 9@}’ v la propiedad de isometria,

se tiene que %

E{[(vi = YViIF)} < 2B{((Vi = YPIF)}+ 2B {[(Y; (—Splfs)lz}

2E (|Y, = Y;'|%) +2E (Y - Y, ) O

t 8
2F (/ |xXm - Xu|2du) +2E (f |XL‘%{u) -0,
0 0

cuando n — oo. Asi E{[(Y; — K,LFS)]Q} =0, y por lo tanto E(Y; — Y,|F,) Q

IA

Finalmente, suponga que X € L. Considere la sucesién dada por (4.8) y ue
tATH T T ®
Yire, = XdW, = / Xsl[g‘mm](s)dﬂf’s = / 1[(}‘,1](cg)Xsl[(}‘Tn](s)dl’i’s0
0 0 0 o

*

T t
f Ligg () XdW, = / X" dW,.
0 0
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De este médo, debido a que para cada n X™ € L2, v por lo que va se ha demostrado, se

tiene ques€l proceso parado Y™ es una martingala respecto a F. Como 7,, es una sucesion

de tiempos“de’paro tal que 7,, T oc, se concluye que Y es una martingala local respecto a FF.
2) Se omitesesta demostracién; puede ser consultada, por ejemplo, en [20] pag. 72.

3) Sean t e W] fijo y P = {ty,t1,...,t,} una particién de [0,#]. Suponga en primer
lugar que X € L2 v dfite el proceso V dado por (4.5) satisface que V, < K para alguna K > 0.
En este caso {Y, }o<s<#€s una martingala, y asi resulta sencillo pmbar que { Y2 —Vitozs<t €8
también una martingala_eéntinua. Luego, E[(Y;, — Y, ) — (V,, — Vi, )| F. ] = 0, lo cual
implica que

n

E Z(YEJ - }/51_1)2 - VE

i=1

T

ZI:(}/ _}L. 1) (L] - rE..'_1):|

1=1

E

= ZE[ ) = (Ve = Vi)
= QiE[(} o +2ZE ~Vi.?

Note que el proceso Z = {Z,}, .« définido cémo Z, = Y, — Y, . es una martingala
1 st =8l ] 8 [ -

-1
continua y aplicando la desigualdad de Bdrkhelder-Gundy se tiene que

E [(YL; -Y, ) ] <E [ sup |2, |4} <K,E ([Z Z]t,) o [(L VLJ._I)Z] ;

b1 =s<i;

para alguna constante K, > (). De este modo, tomando C' = 2{f,+ 1) v usando el hecho de
. . s — 1/ s I " o e .
que |V, = Vi,,_,| =V, —V,,_, <V, < K se obtiene que

2

T

) Z( flx_ /Ex—l)g_vvl

=1

[u—s|<|P|

<O B[V, -V ) < GKE( Sy v —v;l) -0,
i=1

cuando |P| — 0 debido al teorema de convergencia dominada, ya que las trayecterias de V
son uniformemente continuas sobre [0,¢] v V; < K. Se ha mostrado asi que

T

t
. 2 :
lim § :|}1_— il = Vi ::/ XZds
E i i—1 5
|'P|—0 1 0

en L2(2, F, P), y por consiguiente en probabilidad. Asf el resultado se cumple sobre el evento
{(Vi < K} ={t <7x}
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Aloraguponga que X € Ly vy considere la sucesién localizante 7, = mf{t > 0: V; = n}.
En este caSoy V.., < n y por lo demostrado en la primera parte se tiene que

2 7
- LL:’\T,;

T
lim E |Yiinm — Yo inn
|P|—0 < N

=

en probabilidad. Luego, dado € > 0, existe § > 0 tal que si |P| < 4, entonces

T
2 €
F (Z |},n’\Tn - }/!'I—IATR - 1’]L:’\Tﬂ > ('-) < 5

=1

Como 7, 1 00, se puede elegir ng”e N tal que P(7,, < t) < ¢/2. Por lo tanto, si |P| < 4,

entonces
= F)

Z(}/h - 11—1)2 - LI!
i=1

|

/N
o

( E( /;x - 751—1)2 - VL

i=1

>e1 < Tun) -+

B3| m

TL
j : b 2 7
E P ( (YE,;.-'\TR[] - l;_lf\Tn[]) _LL.-'\Tn[] = ('-:" S Tu[])
i=}
€
+ y < €,
con lo cual se finaliza la demostracion. A

4.3. Procesos de Ito

Con el sfmbolo LY. se 1'&1)1'95&111,{1.1'{’1.9 espacio de los procesos ‘estocasticos X = { X }g<i<r
adaptados a IF, B([0,T]) x F-medibles y tales que P(fnT | Xe|dt < OQ L.

Definicién 4.5. Un proceso estocastico X es un proceso de Ito si, ‘para eada t € [0,T],

t t
X, =X+ / prods + / oy AWV, (4.15)
0 0

donde p e LY, o € Ly y Xy es Fy-medible. En notacion diferencial (4.15) se estribe como

Debido a que p € LY., el proceso de Ité X es adaptado a la filtracién F. Ademds, por
(4.15) y 2) de la proposicién 4.3 se sigue que X tiene una modificacién continua.
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1
eﬁn@iﬁ# 4.6. Si X es un proceso de Ité que satisface (4.15) y'Y es un proceso adaptado
aF tal e ¥pu € LY y Yo € Ly, entonces fni Y. dX, es definida por

t t t
/ Y,dX, = / Y, pryds + / Yo, dW,. (4.17)
0 0 0

A continuacion e expone la formula de Itd, también conocida como la férmula de
cambio de variables ¢ regla de la cadena; ésta es una de las principales Framienta& del
calculo estocéastico y da origen a otras férmulas, por ejemplo, a la formula de integracion

r partes. Las demostraciones de la férmula de It6 v la férmula de integracion por partes
pueden ser consultadas, por‘ejémplo, en la seccién 7 del capitulo IT de [24].

Teorema 4.1. (Férmula devfwmn X un proceso de 16 satisfaciendo (4.15)y f: R —
R una funcion dos veces continua@_d@femncmble. Entonces f(X) es también un proceso
de Ito con la representacion

’ I :
F(X) = f(Xo) # / K(X)dX, + 5 / (X )olds. (4.18)
0 0
La representacién diferencial de (4,18),es
i l i :
df(Xs) = f/(Xo)dX M 3 F4XA(dX,)?, (4.19)
de donde, para obtener la ecuacién (4.18), se hace uso de"4.16) y de las igualdades

(W)t =dt, dtdW, =0 y (dt)* £

Proposicion 4.4. Sean X yY procesos de Ito. Entonces, la formala)de integracion por
partes es dada por

t t
X,Y, = X,Y, + / X.dY, + / Y,dX, +[X,Y],. (4.20)
0 0

Debido a que los procesos de Ité son continuos, por la proposicién 1.5 se sigue, que si al
menos uno de los procesos de It6 X o Y es de variacién finita, entonces (4.20) se redfiee a la
férmula usual de integracion por partes

t t
XY= XYy +/ X.,dY, +/ Y,dX,.
a a
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4.4. _Ecuaciones diferenciales estocasticas

Una ecuacion diferencial estocéastica conducida por el proceso de Wiener, W, tiene
la forma
dXL = }L(’,: XL)(H + U(’,; X!.)dl’“”!.; (421)

donde las funciones g(t, ) v o(t, x), llamadas deriva y coeficiente de difusién respecti-
vamente, son conocidas?y el proceso X es desconocido. Se asume que la condicién inicial Xy
es Fo-medible y que pétehéce a L2(Q, F, P).

1
Definicion 4.7. Un proceso_estocdstico X es llamado una solucion fuerte de la ecuacidn

iferencial estocdstica ({.21)81 para toda t > 0 las integrales fnL (s, Xo)ds y fnL a(s, Xs)dW,
existen, y ,

¢ ¢
X=X ﬁu{s, X,)ds —f—/ a(s, X,)dW,. (4.22)
0

La solucién fuerte X en (4.22) pudde/interpretarse como el estado de un sistema que
evoluciona de manera determinista goberfiado por la parte no aleatoria de la ecuacién, pero
alterado por un ruido aditivo dade’por la integral estocastica.

Asl como en el caso de ecuacienes, diferenciales deterministas, en el caso estocéstico
también existen teoremas para la existeneia y tinieidad de soluciones fuertes de ecuaciones
diferenciales estocasticas. La prueba del/siguiente{teorema de existencia y unicidad puede
ser consultada, por ejemplo, en [14] pdgs.“104=107.

orema 4.2. (Existencia y Unicidad) Si p(t,z) o albyz) son localmente Lipschitz en
x uniformemente en t, y satisfacen la condicion de crecimigndo lineal en x, entonces existe
una tnica solucion fuerte X de la ecuacion diferencial estoétstica (4.21). Ademds, X es
continuo.

El siguiente resultado equiere condiciones menos estrictas para gafantizar la existencia y
unicidad soluciones de ecuaciones diferenciales estocdsticas. Para“efeetos de este trabajo,
se expone en su versién més simple, esto es, para ecuaciones diferenciales estocdsticas con
coeficientes homogéneos en el tiempo. Su demostracién puede ser vista, poréjemplo, en [20]
pag. 265.

qeorema 4.3. (Yamada- Watanabe) Si p(x) satisface la condicion de Lifischitz y o(x)
satisface una condicion de Holder de orden a > 1/2, entonces existe una tnicdy/solucion

fuerte para la ecuacion

Otro concepto de solucién de una ecuacién diferencial estocastica es dada por la defini-
cién de solucién débil, la cual permite darle significado a la ecuacién cuando ésta no tiene




50 CAPITULO 4. CALCULO ESTOCASTICO PARA EL PROCESO DE WIENER

solucidnesfiertes. Las soluciones débiles son soluciones en distribucion, pueden ser definidas

sobre alglinespacio de probabilidad filtrado y existir bajo condiciones mas débiles sobre los
coeficientes”deTa ecuacion.

Definicién 4. i existe un espacio de probabilidad filtrado, un proceso de Wiener W Y un
proceso X adap la filtracion dada, tal que }?g tiene la distribucion dada, las integrales
fn (s, X,)ds y fn @X,)dW estdn definidas para toda t y

%X{]"f’/ (s, X )ds—i—/ta(s X,)dW,, (4.24)

entonces X es llamado una $ OI n débil a la ecuacion diferencial estocdstica (4.21).

Es claro de la definiciones 4. :w‘que cualquier solucion fuerte es también una solu-
cién débil. Sin embargo, el recipro ) o, se cumple en general. Por ejemplo, la ecuaciéon
diferencial estocastica de Tanaka

@ gn(X;)dIrh (4.25)
donde Sign(r) toma el valor 1 para :r < (), posee como tnica solucién débil

al proceso de Wiener, y no tiene solu@ Euert e(‘toi sea X algin proceso de Wiener

v considere el proceso
f S?g'n(X %/ S?éi

Note que el proceso {Sign(X;)}-q es adaptado y IGT Sign®( t =T < oo, de modo que
Y esta bien definido. Asi, por la proposicién 4.3, ¥ es una m gala local continua con
YY), = f(: Sign®(X,)ds = t. Por tanto, por el teorema 3.2, Y es Weem de Wiener. El

teorema 3.2 implica también que cualquier solucién débil de la ecuac 25) es un proceso
de Wiener. El hecho de que la ecuacidn de Tanaka no tiene soluciones fuertes, puede ser
visto, por ejemplo, en [26] pag. 150. }\

La demostracién del siguiente resultado sobre existencia y unicidad de 9@01 es débiles
puede ser vista, por ejemplo, en [28] pdg. 160 (corolario 6.5.5). 6

Proposicién 4.5. Si o(t,z) es positiva y continua, y para cualquier T > 0 P%T tal
que para toda x € R

il )| + lo(t 2)| < Ko(1+ [x]), (\

entonces eziste una tnica solucidn débil a la ecuacion diferencial estocdstica (4.21) iniciando
en cualquier punto x en cualquier tiempo t = 0.
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Puede probarse también que las soluciones de ecuaciones diferenciales estocasticas, usual-
mente llamadas difusiones, son procesos de Markov fuertes (véase por ejemplo, [23] pags.
20-21). Defeste modo, si la ecnacion diferencial estocdstica (4.21) posee una solucién débil
X, entonces X _tiene una probabilidad de transicion P(s, z,t,y) = P(X, < y|X, = 7). Es

conocido (véasepor ejemplo, [15] pag. 102) que si las derivadas parciales % p(t,x), %O’(f,, x)

v ‘fz o(t, x) existen y=P(s,x,t,y) tiene una densidad de transicion p(s,x,t,y), es decir,

P(X, <ylX,=1x)= ffw p(s, z,t, 2)dz, tal que %p(s: x,t,y) %p(s: .ty y g—;p(s: x,t,y)

existen, entonces para t.# s, p(s, z,t,y) satisface la ecuacién diferencial parcial

ot .t.0) L (s, 0] + S ) (026

1
la cual es conocida como la ecuacién hacia adelante de Kolmogorov o ecuacién de
Fokker-Planck.

Reciprocamente, si las condiciones®le existencia y unicidad de soluciones se cumplen para
la ecuacién diferencial estocéstica (4.21)% p(s, z,t,y) como una funcién en ¢ y y, satisface
la ecuacién (4.26), entonces p(s, @, t,y) €818 densidad de transicién de la solucion X de la

ecuacién (4.21) (véase por ejemplé,/[L7) pig..369).

Definicién 4.9. Sean X una solucidnde (4.21) y. [(t,x) una funcidn dos veces continua-
mente diferenciable en x. Se define el opérador diferencial L, llamado el generador de X,
por

2 .
Lf(t,z) = (LNH)(t,z) = %G’Q (& L)%f(f )+ plt, ) f;('Lf(!,: ). (4.27)

4.5. Tiempos de salida de un intervalo

Para lograr el objetivo que se pretende en este trabajo, se restringird en esta seccién
al estudio de algunos resultados concernientes a ecuaciones difereneiales estocisticas con
coeficientes homogéneos en el tiempgg Para ello, suponga que X es una difusion que resuelve
la ecuacién (4.23). En cuyo caso su probabilidad de trgmsicién P(s,z,t,y) =®(0,z.t — s, y)
depende sélo de t—s (véase por ejemplo, [18] pag. 156). Por lo que en este edso, la probabilidad
de transicion es denotada por

P(t:x:y) :P(S:x:t+3:y) =P(D,m,t,y) :P(thleﬂ:x)

1
su densidad, cuando existe, es escrita como p(t, x, y). La ecuacién de Fokker-Plariek (4.26)
queda expresada como

d*

0 d 1 .
p(t,z,y) = —a[u(y)p(t, x,y)| + 5@[02(?;)1%:::, ),

at
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v el generador de X, L, dado en la ecuacién (4.27) se reduce a
1 p i f ¢
Lf(x)= Eaz(:::)f () + pl(x) f(x). (4.28)

Sea 7 el prinferytiempo de salida de X de un intervalo (a,b), esto es,
r=1inf{t >0: X, & (a,b)},
v sea 7, el primer tiemipe.en el cual la difusion X alcanza el valor x € {a, b}, es decir,
7 i=ml{t > 0: X, =z} (4.29)
Observe que debido a la proposi€ién 3.4, tanto T como 7, son tiempos de paro. Mas ain, por
la continuidad de X, es claro ques = 7, A 7.

Notacién. En lo que sigue, e escribird a la esperanza condicional E(-| X, = x) sim-
plemente como E,(-). Similarmentesayla probabilidad condicional P(:|X, = z) se le escri-
bird como P.(-).

Proposicion 4.6. Sean o(x) > 0 contivta sobre [a,b] y Xo =z, a <x < b. Entonces para
cualquier funcion f(x) dos veces condinuamente diferenciable en R, el proceso dado por

1(XG0y= [ 7 pr(xas (4.30)

es una martingala. En particular,
frats
E, [f(XmT) f/ Lf(XS)ds} = f(z). (4.31)
0

Demostracién. Empleando las ecuaciones (4.17) v (4.18),/ sustituyendo ¢ por ¢t A T se
obtiene que

J(Xinr) = /n CLA(X)ds = fa)+ /n CPXB (X dW, (4.32)

Observe que la integral de It6 se puede escribir como f{: Liseny [ (X Jo( X )dW. Dado que
la filtraciéon en consideracién es continua por la derecha, el proceso {1{35,.}},,2(, es adap-
tado. Ahora, note que para s < 7, X, € [a,b], y debido a la continuidad.de f'(x)o(x)
sobre [a, b], es posible eligir una constante K > 0 tal que |l /(X))o < K pa-
ra s < t. Luego, Ef{:[l{xgr}f’(XS)a(Xs)lst < K? < oo. Esto significa qtie”el proceso
Y = {1 ['(X1)o(Xi) Jo<i<r pertenece a L% para cualquier T, y asi, por lo viste,en la
prueba de 1) de la proposicién 4.3 se tiene que Y es una martingala. Por ende el*proeeso
dado en (4.32) es también una martingala. A

El siguiente resultado establece en particular que el tiempo de paro 7 tiene esperanza
finita, y por consiguiente 7 es finito casi seguramente.
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Propésicién 4.7. Sean o(x) > 0 continua sobre [a,b] y Xo = x, a < x < b. Entonces
E, (1) = f(&) satisface la ecuacion diferencial ordinaria

1.
502(:1:”"(:::) +p(z)f'(x) = =1 o brevemente Lf =—1, (4.33)

con f(a)= f(b) =10.

Demostracion. Séa.f(x) una solucién de la ecuacién (4.33). Usando la ecuacion (4.31)
junto con L f = —1 y reardenando términos se obtiene que

E.L“ A T) = Jr("ﬁ) - Eu‘ [Jr(XLI\T)l . (434)

Dado que X y f son continuos, f(X;..) — f(X;) cuando t — oo, pues 0 < t AT T 7 cuando
t — oo. Debido a la continuidad{de~f v al hecho de que X,., € [a,b] para toda ¢, se puede
elegir una constante K > 0 tal que @]/ (X,.,)] < K. Luego, por el teorema de convergencia
mondétona y por la ecuacién (4.34) se'tiehe que E,(7) < oo. Consecuentemente, 7 es finito casi
seguramente. Ademas, por el teorema de‘convergencia dominada E,[f(X,a.)] — E.[f(X:)].
Pero X, = a 0 X; = b, de modo que f(¥3)*= 0. Por lo tanto, nuevamente de la ecuacién
(4.34), se concluye que E, (1) = f{%). A

La proposicidn que se presenta a continuacidneproporciona una férmula para calcular la
probabilidad de que el proceso alcance ¥ antes dedlganzar a, P, (7, < 7,).

Proposicion 4.8. Sean o(x) > 0 continua’sobre [a{b] y Xy =z, a < x < b. Entonces

Str) — Sia)
S(b) — S(a).

S(x) :/ exp (—/ 2;:('”)(!;.';) dut, (4.36)
T T g (U)

n xy y xy stendo constantes indeterminadas. La funcion S es conetida como la funcién
escala, y es una solucion de la ecuacion diferencial ordinaria

P(m<71,)= (4.35)

donde

%ag(:r:)S”(:::) + w(x)S' () =0 o brevemente LS = 0. (4.37)
Demostracién. Observe que por la ecuacién (4.31)

B [S(XW) _ /n " LS(X”)ds} — S(2).

Luego, dado que LS = 0, resulta que E.[S(Xs-)] = S(z). Ahora, note que argumentos
completamente analogos a los dados en la demostracién de la proposicion 4.7 conducen a
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que E@'M)] — E[S(X})]. Ast, E[S(X;)] = S(x). Por consiguiente, haciendo uso del hecho
de que T nito y toma los valores 7, con probabilidad P, (7, < 7,) v 7, con probahilidad

o o
compleme ;Zse obtiene que

= E[S(X;)] = S(O)Pe(n < 7a) + S(a)[l = Pa(my < 70)]
/:‘S% [5() = 5(@)] Pa(m < 7a) + S(a)
)y

Por lo tanto la ecuacié@ﬁﬁ) se cumple. A




Capitulo. 5

Aplicaciones en la biologia

5.1. Difusion de ramificacion de Feller

En este apartado se describird un efeciiiento poblacional continuo en el que los individuos
se multiplican y son estadisticamente independientes entre si con una funcién de fertilidad
independiente del tamaiio de la poblacidén=total; en cuyo caso, el desplazamiento medio
infinitesimal y la varianza son nefegariamente.proporcionales al tamano instantaneo de la
poblacién. De esta manera, si X; es#fina variable aleatoria que representa al tamano de la
poblacién en el instante ¢ > 0, entondes, el proceéso X = {X;},., serd un proceso de Markov

para el cual existiran constantes o y 5tales que
limt'E (X, & z}X) = ®/=ax
t—0

A

s —_ 2 — 5] — B2
}gl{}!. E[(X;—2)" | Xp = x| = 5%

Note que p(z) = axggs de Lipschitz, y por lo visto en la seccion 1.2, o(z) = 8\/x es de
Holder de orden 1/2. Asi, por el teorema de Yamada-Watanabe (tefrebth 4.3), el proceso X
es la solucién unica de la ecuacién diferencial estocistica

dX, = aX,dt + B+/X,dW,. (5.1)

La ecuacion de Fokker-Planck correspondiente es

0 0 5> o
éh(f., T,y) = _('Ef;_y [yp(t,z,y)] + 7(57;2 [yp(t, z,y)]. (5.2)

En 1951 el matematico William Feller [13] realizé el anélisis de este proceso de difusiéon’ X re-
solviendo directamente la ecuacién diferencial parcial (5.2). En esta seccién se desarrollara, el
tratamiento expuesto en la seccién 13.1 de [18], en el cual la teorfa del calculo estocastico

55
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fue s(dg,para obtener informacién del proceso X directamente de la ecuacién diferencial
estocastica™(.1).

Antes desproseguir, es importante mencionar que aunque el crecimiento poblacional es,
estrictamente/hablando, un proceso discontinuo, para poblaciones grandes el modelo con-
tinuo es una aproximaciéon muy razonable, siempre y cuando se use una escala de tiempo
apropiada (véase por-ejemplo, [3] pig. 262).

El primer resultadoimuestra, como es de esperarse, que la solucidn de (5.1) es no negativa
y que una vez que tomg elwalor 0, permanece por siempre en 0.

Proposicién El. P(X,"0_para toda t > 0) = 1. Ademds, si 7o = inf{t > 0: X, = 0},
entonces X, = 0 para toda 1247

Demostracion. Considere priingro a (5.1) con X, = 0. Asi, es claro que X = 0 es una
solucién, y como la solucién es tirfica, emtonces en este caso X = 0 es la solucién. Considere
ahora a (5.1) con Xy > 0y al tiempOdleatorio 7y = inf{t > 0 : X; = 0}. Note que por la
proposicién 3.4, 75 es un tiempo de parg®@on X = 0. De este modo, como X es un proceso
de Markov fuerte, entonces X, para t >"75.€5 la solucién a (5.1) con X, =0, y asi, X; =0
para toda t > 7. Por lo tanto, si X{j> 0,entonces X, > 0 para toda t < 7y y X, = 0 para
todat > 7. A

El siguiente resultado dice que el ¢recimientg” medio de la poblacion es exponencial.

Proposicién 5.2. Sean Xy > 0 y a > \»Entonees™BX, = Xpe*' y {X;e‘“*};zn es una
martingala no negativa que converge casi segitramenteeuando t — oo a una variable aleatoria
Z con F|Z| < oc.

Demostracion. Serobara’, primero que EX, = X e*. a ello se verd que X, es
integrable. Por 1) de la proposicién 4.3 se tiene que {f; :dS/S}Eg es una martinga-
la local. Asi, se puede elegir una sucesién localizante 7,, tal qhe”el proceso parado en 7,,
{fan“ VX, dW,} 5, es una martingala. Luego, usando la expresiémtégra.l de (5.1) se es-
cribe

tATh AT

Xipr, =X+ ¢ Xyds+ 3 v X dWy,
0 0

v tomando esperanzas se obtiene que
U\an
EXy., =Xo+ crE/ Jds,
0

pues debido a que el proceso {f;m" VX dWt>0 es una martingala, 0 = §F f(?m" VX AW, =

SBE fan“ VX dWy para toda t > 0. Como t A7, T ¢ cuando n T oo y dado que X es no
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e ¢
negatléﬂ' o ™ X.ds T fﬁ X,ds cuando n 1T oc. De manera que, por el teorema de
convergericig) monétona,

/ thTy

t
E X.ds — E / X.ds
0 0

cuando n 1 oc. nsiguiente,
\S}' t
O EX ., — X+ aff FEX. ds
0
1

cuando n T oo, donde se Qado que, por €l teorema de Fubini, Efn X.ds = fn EX.ds.
Debido a que X es continuo er,, = X;, y por el lema de Fatou,

EX, = Elung(m = Eliminf X,, .,

ntoc ntoc

ra

L
< lin%inf EX, .. lim X, = X, + cu/ EX . ds.
oo TEROC G
De este modo, la desigualdad dé wall ‘(vema 1.3) dice que la tltima desigualdad
implica ® Q
EX, < X, V#Xne s = Xoe

Se tiene asi que EX, < Xge* < oo para \/é ) o eual prueba que X; es integrable.

Se vera ahora que la martingala local { fn }eso 1 realidad una martingala. En

efecto, haciendo uso de 3) de la proposicién 4. 3" v el teoren Fubini, se obtiene que

E]L X.ds = @gds
X(,/G e*ds = (Xy/a) (@)\< o0

para toda ¢t > (0. Asi, por 1) de la proposicién 3.15, {f; VX dW} g es lm;@r ingala. En
particular, 0 = E f: VX AW, = Ef(; VX dW,. Luego, tomando esperanza eﬂé]

la expresién integral de (5.1) resulta que EX, = X, + Ef(: aXgds, de lo cua s'ene la

E [ / XL, / ' \/X,_‘dIrVg}
0 0 t

I

a lado de

ecuacion diferencial ordinaria %EXL = aF' X, con condicion inicial £X, = X;. Po nto
E)(n: Xopet.

Para probar que Y := {X,e~*'},5, es una martingala no negativa que converge c.s. a una
variable aleatoria integrable, observe que tanto {X,}y>¢ como {e~*}>0 son procesos de Itd
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@

para héﬁ]es la férmula de integracién por partes (proposicién 4.4) da,

O . t t
/ Xy = X, + / Xyde ™ + / e dX,,
0 0

debido a que [X@'(')]L = 0, pues X es continuo y {e~*};5¢ es de variacién finita. Pero, de la

o

ecuacién (4.17) sé obtiene que f(: e~ dX, = f; e aX.ds + f; e~ B/ X.dW,, vy aplicando
*
la proposicién 1.6 se hﬁ:f que f(; XNyde™ = f(; —aX,e7*ds. De manera que

t
@l X, = X, + f e~ /X dW,,
o ’

y asi, nuevamente por la propo‘}pﬁn 4.3, Y es una martingala local con

. B L
EY)Y], = E[B / e“”é@'ﬂ’s,ﬁ / e“\/Xdes} =F / fle 2 X ds
0 0 t 0

ra

¢ ¢ ¢
= f Bre 2 E X, ds %26_2“3}%6“%5: XnﬁQ/ e ds
0 0
Doecé = Xp3%/a < 0o pues a > 0. Por lo
t

tanto, por 2) de la proposicién 3.15, Y e yefa mar

Consecuentemente, sup,~, E[Y,Y], =
a cuadrado integrable, y asi, debido
a 1) del corolario 3.4, converge casi segural@e a una@iable aleatoria integrable Z. A

El resultado que sigue da la probabilidad ,xtinci(n@ la poblacion.

1
Proposicion 5.3. Sea Xy = x > 0. Entonces la probabili e extincion es e=2/7) g

a>0ylsia<0. @

Demostracién. Considere los tiempos de paro 7y y 7, con b = 0 nidos por (4.29). De
la ecuacién (4.35) se obtiene que

gm('rg <m)=1- S(x) — 5(0) _ S(b) - S(m).®)

S(b)=5(0) S(b)—S(0)’

donde S(x) estd dada por (4.36). En este caso particular resulta

‘o
S($) = f'r exp (_ fﬂ Ed'&j) du = _E(;m:n (P—cr _ (’_ml) @
T I T ,32 : C : - - ' @
O

1
donde ¢ = 2a/3?% vy zo, x1 > 0. Asi,
e _ e—Cﬁ *

Po(ro <) = @
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1
Observe 3&)1?& que limy oo Po(m90 < 1) = e si o > 0 ya que e~ — 0 cuando b — oo, v
limy oo Bf(7H < 1) = 1 si @ < 0 pues por la regla de L” Hopital

) e~ _ p—cb ) % e T _ H—r:b) ) ce—ch
lim ———— = lim = lim =1.
bhosoo ] — e_d" b—oo E(l — e_d‘) b—oc (,’(-,’_“b

Por lo tanto, la prababilidad de extincion es

(—2ad8%)e o
. e sioa=0
P(ry < T h= blgi Pry<m) = { ﬂ s a<0

donde 7., = limy_,.. 73, es el tfemy de explosién, el cual es infinito si la explosién no ocurre.
La explosién ocurre si el proc\!ﬁ}( toma el valor co en un tiempo 7. finito. A

5.2. Difusion de Wright-Fisher

En genética de poblaciones la atencion se centra en la cuantificacion de las frecuencias
alélicas y genotipicas en generaciones-gucesivas. En este desarrollo se abordard tnicamente
la cuantificacién de frecuencias alélicas,. que es lasproporcién de alelos de cada locus parti-
cular. En este punto es conveniente mencionar alginas terminologias basicas de la genética
de poblaciones: todo organismo es inicialiiente, efl el momento de la concepcion, solo una
célula. Es esta célula, llamada zigoto (y otras-formadas posteriormente que tienen la misma
composicidn genética), la que contiene toda lasinfornfacién genética relevante sobre un in-
dividuo e influye en la de su descendencia. Deéntro de cada ¢élula hay un cierto nimero fijo
de cromosomas, objetos filiformes que rigen las caracteristigasyheredables de un organismo.
Dispuestos en orden lineal en ciertas posiciones (loci) en los cfomosomas estan los genes, lasg
unidades fundamentales de la herencia. En cada posicién (locus)hay varios tipos alternativos
de genes que pueden ocurrir; las diversas alternativas se llaman alelos.

Considere, por simplicidad, una poblacién con un nimero finito;:2/\., de alelos. Suponga
que cada uno de estos alelos es o bien de tipo A; o bien de tipo Ay v quévio existe diferencia
selectiva entre los alelos A; v Az. Debido a que el tamano de la poblacién, es finito, las
frecuencias alélicas pueden cambiar de gegmracion en generaciéon por un progeso aleatorio
conocido como deriva genética, la cual es un caso particular de los errofeg’de’muestreo.
Usando la teoria de la convergencia débil puede demostrarse (véase por ejemplo,€l capitulo
10 de [11]) que si los alelos A; mutan a A, con una tasa /2N y los alelos A, mutaha A, con
una tasa 3/2N, entonces es posible aproximar la frecuencia X, del alelo A; en la generacion
t mediante la difusion de Wright-Fisher, la cual esta dada por la ecuacion diférencial
estocdstica

dX, = [—aX, + B(1 — X,)]dt + /X,(1 — X;)dW,, 0< X, <1. (5.3)
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Obserye primero que en este caso particular p(z) = —ax + 5(1 — x) satisface la condicidn
de Lipschitzpara cualesquiera constantes o, 3, y a(x) = m satisface la condicion
de Holder deopden 1/2 pues a(z) = h(g(x)) con h(x) = /z siendo Hélder de orden 1/2 y
g(x) = z(1—afpsiendo Lipschitz. Por lo tanto, por el teorema de Yamada-Watanabe (teorema
4.3), la difusién|de Wright-Fisher existe.

Se realizard el desétrollo del tratamiento expuesto en la seccién 13.2 de [18], considerando

tnicamente el caso defio mutacién. En este caso, o = 3 = 0, y asi, la ecuacién para la
frecuencia X, del alelo (A /¢nh la generacion ¢ es

dXL = V. X;(l — Xt)dlfi’];: 0 < Xn =r<1. (54)

Note que cuando X; = 00 X; = I todos los individuos en la generacién t y en las generaciones
posteriores son del mismo tipo. Genéticamente hablando, esto es debido a que en ausencia
de mutacién, una vez que todos logeindividuos son del genotipo A1 4; o bien del genotipo
Ay Ay, no existe variacion y la evolucionmo es posible.

En este caso particular, la funcién escala estd dada por

Por consiguiente, la proposicién 4.8 diee que para‘cudlesquiera 0 Sa <z < b <1

Sfa)— S(a) er—a
Sthy=5(a)” b —a’

Pu'(Tb < Tu.) = (55)
Como se observd antes, el proceso es parado cuando alcanza les, valores () o 1 porque a partir
de ese tiempo, 7, todos los individuos son del mismo tipo. Estefendmeno es llamado fijacién.
La probabilidad de que la fijacién ocurra en A; al iniciar el pro€eso*con la proporcion x = X
del alelo A; es x, v por ende, con la probabilidad complementaria la fijacion ocurre en Ay,
pues de la ecuacién (5.5) se tiene que

P.(n < 1) =

Debido a la proposicién 4.7, el tiempo esperado para que la fijacién ocurra eg dada por la
solucion de la ecuacion diferencial ordinaria con condiciones de frontera

(1l —x)

/") = =1, f(0) = f(1)=0. (5.6)

Se encontrard la solucién de la ecuacion (5.6). Note que si g(z) = f'(z), entonces

glz) = ]%dz = —2/ (l - L) dx = =2 [log(z) — log(1 — z)] + ¢1.

B 1-—=x
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Luego@ﬂdo el hecho de que [log(x)dx = xlog(x) — x, se obtiene que

?f(LS = /g(m)dx =-2 [/ log(x)dz —/log(l —x)dx} +/cldx

@g —2[zlog(z) + (1 —z)log(l — z) — 1] + 1z + co.

+*

Asi, usando las 0019;611.95 iniciales f(0) = f(1) = 0, se tiene que ¢; =0y ¢y = —2. Por lo
tanto, el tiempo medi rado para que la fijacién ocurra en 4; cuando el proceso inicia
con una proporcion x de @35 de tipo A; es

1) =@X7) = ~2 (e lox(a) + (1 — ) og(1 — ).
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Esta tesis presenta ul§tmduccién a las aplicaciones del calculo estocdstico en la bio-
logia, en particular en la w-:cién v evolucién genética de poblaciones. Su propésito es
contribuir en la difusion del o de la teoria del calculo estocédstico en las ciencias bioldgicas;
aplicaciones que han sido m enos difundidas que las financieras. Con el propédsito de
hacer de esta tesis un trabajo accéﬁe, se incluyeron conceptos y resultados preliminares que
van desde el cdlculo avanzado, teor -probabiljdad, de procesos estocdsticos y del calculo
estocdstico. Se dan también referencias”®n donde se puede profundizar en dichas teorias.

En lo que respecta a los modelos aquil lizados, cabe destacar que el caso de la difusién
de ramificacién de Feller, aparte de_ser élterés por si mismo, cuando el tamano de la
poblacion es grande, representa uy F aproximacion al proceso de ramificacion
simple (véase por ejemplo, [13] pdg’ 237). También, en lo que respecta a la difusién de
Wright-Fisher, puede verse que, en pé cia d riva genética en una poblacién finita
apropiada, esta aproximacion es una 1 yaena ximacion al correspondiente modelo
discreto para el calculo de frecuencias alé le{ ' debid@ ue, por ejemplo, la probabilidad de
la fijacién y el tiempo esperado para que é%m‘ra nliguales en ambos modelos (véase

[12] pdg. 160). o

%

‘©

62




Bibliografia

(3]
4]

(5]

0

7l

(8]

(9]

10]

1]

[12]

13]

[14]

Apostol, T. M. (1974).' Mathematical Analysis, Second Edition. USA: Addison-Wesley.

Ash, R. B. (2000). Probubility and Measure Theory, Second Edition. USA: Academic
Press.

Athreya, K. B., Ney, P. E. (1972) Branching Processes. Germany: Springer-Verlag,
Billingsley P. (1995). Probability and Measure, Third Edition. USA: Wiley.

Brzezniak, Z., Zastawniak, T. (1999)=Basic Stochastic Processes: A Course Through
FExercises. Great Britain: Spriuger-Verlag,

Capasso, V., Bakstein D. (2005)=~An introduction to continuous-time stochastic pro-
cesses: theory, models, and applications 40 _finance, biology, and medicine. USA:
Birkhéuser.

Carothers, N. L. (2000). Real Analysis. USA: Camibridge University Press.

Casella, G., Berger, R. L. (2002). Statistical Inference Second Edition. USA: Duxbury-
Wadsworth.

Dudley, R. M. (2004). Real Analysis and Probability. USA: Gambridge University Press.

Durrett, R. (2010). Probability: Theory and Examples, Fourth/Edition. USA: Cambrid-
ge University Press.

Ethier, S. N., Kurtz, T. G. (1986). Markov Processes: Characterization, and Conver-
gence. USA: Wiley.

Ewens, W. J. (2004). Mathematical Population Genetics: 1. TheoreticalfIntroduction,
Second Edition. USA: Springer-Verlag.

Feller, W. (1951). Diffusion Processes in Genetics, Second Berkely Symposium on
Math. Stat. and Probab., 227-246.

Friedman, A. (1975). Stochastic Differential Equations and Applications, Volume,1.
USA: Academic Press.

63




64 BIBLIOGRAFIA

[15] @mn; I. 1., Skorohod, A. V. (1972). Stochastic Differential Equations. USA:

Spu’@r—\f&rlag.

[16] Kallia(p . G. (1980). Stochastic Filtering Theory. USA: Springer-Verlag,

[17] Karatzas,[IN/Shreve, S. E. (1998). Brownian Motion and Stochastic Calculus, Second
Edition. USA: Springer-Verlag,.
*

[18] Klebaner, F. C 5). Introduction to Stochastic Calculus with Applications, Second
Edition. Singapo

erial College Press
[19] Knapp, W. Anthony&p@). Basic Real Analysis. USA: Birkhauser.
[20] Kuo, H. H. (2006). Inthon to Stochastic Integration. USA: Springer-Verlag.
[21] Liptser, R. S., Shiryayev, A: 1989). Theory of Martingales. Russia: Kluwer.

[22] Meyer, M. (2001). Continuous %&tic Caleulus with Applications to Finance. USA:
Chapman & Hall/CRC.

[23] Pinsky, R. G. (1995). Powu@u 0 unctions and Diffusion. USA: Cambridge

University Press.

[24] Protter, P. E. (2005). Stochastié mta? Differential Equations. Second Edi-
tion. Germany: Springer-Verlag. =

[25] Revuz, D., Yor, M. (2005). Continuou! @tmqa@md Brownian Motion, Third Edi-
tion. USA Springer-Verlag. o
+

[26] Rogers, L. C. G., Williams, D. (2000). Diffusions, Mar rocesses and Martingales,
Volume 2: Ité Calculus. Second Edition. USA: Cambrid @iversity Press.

[27] Rudin, W. (1976). Principles of Mathematical Analysis, Third Edition. USA: McGraw-
Hill.

[28] Stroock, W. D., Varadhan, S. R. S. (1979). Multidimensional Diﬁmﬂr‘oce‘qse& Ger-
many: Springer-Verlag,.

[29] Uribe Bravo, G. (2014). Notas del Curso Avanzado de Probabilidad e%‘acio’n Es-

tocdstica. Instituto de Matematicas, UNAM. @

*




Aplicaciones del Calculo Estocastico en la Biologia

ORIGINALITY REPORT

17%

SIMILARITY INDEX

PRIMARY SOURCES

B B B BB

B B B B B B

sahuarus.unison.mx

Internet

hdl.handle.net

Internet

lya.fciencias.unam.mx

Internet

ia800903.us.archive.org

Internet

1library.co

Internet

dokumen.pub

Internet

pt.scribd.com

Internet

documentop.com

Internet

vdocumento.com

Internet

WWW.coursehero.com

Internet

www.scribd.com

1641 words — 8%

80 words — < 1 %

\

57 words — < %
45 words — < l %
31 words — < %
28 words — < | %

28 words — < 1 %

24 words — < 1 %

23 words — < 1 %

22 words — < 1 %



— N N —
~ (@) Ul IS

Internet

21 words — < 1 %

"Financial I\/Iathemat”icls, Dgrivativgs and 18 words — < 1 %
Structured Products”, 'Springer Science and
Business Media LLC', 2019

Internet

0
:'A\NULEKHA DHARA, APARNA MEHRA. 17 words — < 1 A)
SEQUENTIAL LAGRANGE MULTIPLIER
CONDITIONS FOR MINIMAX PROGRAMMING PROBLEMS", Asia-
Pacific Journal of Operational Research, 2011

Crossref

|(rJ]ItSrgleztagO.github.io 15 words — < 1 %
xx:mg.12000.org 15 words — < 1 %
ItrJ]tteJr.ncelltiva—portaI.org 1awords — < 1 00
Medina, Ranu Castafieda. "Control Optimo 13 words — < 1 %

Estocastico de Una Cuenta Individual de

Capitalizacidon en el Sistema Privado de Pensiones Del Perd",
Pontificia Universidad Catolica del Peru - CENTRUM Catolica
(Peru), 2022

ProQuest

. . 0
:ge?niitlps 13words — < 1 %

: 0
IrnrtmearlnfeetaIda.unlvalle.edu.co 13 words — < 1 /0

L 0
repositorio.utp.edu.co 13 words — < 1 0

Internet

mitschriebwiki.nomeata.de



N N N N N N
~ (o)) Ul NN w N

N
(0]

(8] w (O8] N
S} - (@) O

Internet

12 words — < 1%

%

\

www.slideshare.net
Internet 12 Words - <

I\r/W\t/(\a/r\rlj\é\t/.yumpu.com 12 words — < 06
archive.org 11 words — < 190
I|f1)tle(3nr‘:1ns.ugr.es 11 words — < %
ItrJ]t\e/r;i(cjtloc.uva.es 11 words — < 1 %
Guanxing Fu, Paulwin Graewe, Ulrich Horst, 10 words — < 1 %

Alexandre Popier. "A Mean Field Game of Optimal
Portfolio Liquidation", Mathematics of Operations Research,
2021

Crossref

osé Oscar Romero Martinez. "Estudio de la clase 0

J . A . 1Owords—<1/0
de matrices {K,s+1}-potentes”, 'Universitat

Politecnica de Valencia', 2015

Internet

. 0
ﬁltgrgihare.tlps 10 words — < 1 /0
0
doku.pub 10 words — < ] %
. 0
www.member.uni-oldenburg.de 10 words — < ] /0

Internet

. 0
www.menaldi.wayne.edu 10 words — < 1 )0

Internet



zaguan.unizar.es 10 words — < 1 %

Internet

ON OFF
ON <10 WORDS



