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Introduccion

\é} 2
ga geometria hiperbdli retomado importancia en las tiltimas décadas, gracias a su relacién
Fn otras areas de la matem . A principio de los afios ochenta, William Thurston revoluciond la
opologia al mostrar que la geometfia hiperbdlica es una poderosa herramienta en el estudio de las

variedades dgglimension tres y 0@]05, [T]. Posteriormente Dennis Sullivan y Curtis McMullen,
encontraron un importante parale entre la geometria hiperbdlica y los sistemas dindmicos, lo
cual se hace patente al observar la %msa similitud que existe entre el conjunto limite de un
grupo kleiniano y el conjunto de Julia ma funcién racional, [B, M, Mcl]. Recientemente se
han probado importantes resultados sol‘;& pos aritméticos kleinianos, que vinculan la teoria de
nimeros, la topologia y la geometria hiperbolica, [ME].

En este trabajo estudiaremos las piedaﬁle los conjuntos limites de los grupos kleinianos
v las compararemos con las que tiene 11junt¢ Julia de una funcién racional. Para alcanzar
este objetivo, en el capitulo I, mencion ; algu rrsultadot. de la teorfa de grupos discretos en
el grupo especial lineal, la geometria de | msfo es de Mébius y la geometria hiperbolica
bidimensional. En el capitulo 2, mencionam rupos kleinianos, el concepto de accidn
discontinua, de la cual se obtienen el conju nite y_el dominio de discontinuidad, los cuales
tienen propiedades topoldgicas interesantes, qué se p l@preciar en los teoremas 2.12 y 2.15.
Ademsds en el teorema 2.26, se menciona que a traveslga laatcion discontinua de un subgrupo de
transformaciones de Mdbius, en un subdominio de la esfera C que sea invariante bajo la accidn del
grupo, modulo el subgrupo, siempre se obtiene una superficie de @\mm. Mas adelante se estudian
algunas propiedades de las regiones fundamentales para un grupo fuchsiano, especificamente se
considggel grupo modular y en el teorema 2.39 se muestra un c o fundamental para este
grupo.g el capitulo 3, se hace un estudio de la dinamica de funciones fadionales, y con el objetivo
de obtener propiedades interes. s, se consideran aquellas aplicaciones onales de grado al menos
dos. En este sentido se deﬁn:m:con_]unto de Fatou de una funcién ramo\Amo el conjunto de
puntos donde la familia de funciones racionales obtenidas por composicion (‘011@ mismo localmente
es normal, al complemento del conjunto de Fatou, se le llama conjunto de Julia_Jsas teoremas 3.29,
3.32,3.36, presentan algunas propiedades dgh conjunto de Julia. Por otra partepdos-teoremas 3.41,
3.48, 3.45, describen algunas propiedades del conjunto de Fatou. Una compond Fatou, se
puede clasificar a través del teorema 3.47. En el capitulo 4, mencionamos, prm&el teorema
(dominios no errantes de Sullivan) 4.1, el cudl establece que no existen componente§ errantes de
Fatou para una aplicacion racional de grado al menos dos. Como consecuencia de este re do, las
propiedades del punto critico y el teorema (clasificacién de Faton) 3.47, se obtiene el teorema 3.38,

II1
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el cudl ite construir ¢jemplos de funciones racionales cuyo conjunto de Julia es toda la esfera.
Enseguida?lci‘onamos el teorema de finitud de Ahlfors 4.4, el cual establece que el cociente entre
el dominio e}f: ontinuidades v el grupo, es una superficie de Riemann analiticamente finita. Como
consecuencia c&e se tiene el corolario 4.6, el cual menciona que el dominio de discontinuidades no
tiene componentes arrantes. Asi existe un importante paralelismo entre el teorema de Sullivan y el
teorema de Ahlfc&r ultimo, mencionamos algunas propiedades del conjunto limite de un grupo
kleiniano, y del conju de Julia de una funcién racional, y de sus complementos en la esfera o
En este sentido hacen Qﬁma comparacion de sus propiedades las cuales se aprecian en los teoremas
4.9, 4.10, 4.11, 412 y sc@ﬁte del diccionario de Sullivan.




Capitulo 1
Preliminares

A lo largo de este capitulogestableceremos resultados y propiedades bésicas de: grupos, espacios
topoldgicos, geometria hiperbolica” bidimensional, entre otros, que se utilizaran en los capitulos
posteriores.

1.1. Grupos

En esta seccion damos algunos resultad@shésicos sobre acciones de grupos y matrices de tamaiio
dos por dos con entradas en el campo’de los nimeros complejos C, los resultados aqui presentados
estan basados en [B].

Definicién 1.1. Sea G un grupo, X uh.conjunto ne vacio. Diremos que G actia en X, si existe
una funcidn ¢ G x X = X, (g,2) v g ‘wque cumplelas siguicntes condiciones:

1) e ax =, para todo x € X, donde e es ‘el areutro én @.

2) (gh)-(x) =g - (h-z), para todo g, h € G, e X.

En estas condiciones, definimos los siguientes conceptos: péra’cada elemento © € X, el es
tabilizador de = es G, := {g € G : g-x = z}, que es un subgrupo de . La érbita de = es

Gz)={¢9 - z:9€ G}

Definicién 1.2. Sea {G,, : o € I} una familia de subgrupos de un grupo; ajenos dos a dos, es decir,

si v # 8, entonees Go NGy = {e}. El producto libre de los grupos G, es €l grupo G generado por
union | J,.; Ga. de tal manera que todo g € G distinto de e, puede expresarse de manera iinica

como el producto de un niimero finito de elementos de los grupos G,

9=91"" " 9n, Gk S er;;: 1 g k g n,

tal que g, # e, para toda k y G, # Ga,.,. A la expresion g € G se le llama forma irrédueible de g.




1.1 Grupos 2

l.l.l.CGrupos Topolégicos Discretos en SL(2,C)

A

SiAes uy( Elatriz de tamano dos por dos con entradas en los complejos,

a b
Q. a=(10)
entonces:

.
1) La traza de A es.’(’ J=a+d.
2) El determinante de det(A) = ad — be.

3) La transpuesta conjug e A es la matriz
o a= ( ) |

El conjunto de todas las matrices A @&?naﬁo dos por dos tales que det(A) # 0, es el grupo

=l =]
=S|

)

general lineal de tamario dos por dos, el s denotado por GL(2,C).

Proposicién 1.3. Si A, B € GL(2% ntomV
1. tr(AB) =tr(BA), ®‘- C
2. tr(BAB™Y) = tr(A), -/:/ . (( _
9. tr(AA) = Mr(A), A € C. (\ %
4. tr(AY) = tr(A), donde A* es la transpuesta’de A. o
— ’7
5. (A, B) = tr(AB*) = ayday + biby + 165 + didy, define un_preducto escalar.
6. \/{A, A), define una norma en GL(2,C), que la denotam@r [[A]]-
7.

. ||A — B||, define una métrica en GL(2,C). O/

El conjunto de todas las matrices A € GL(2, C) tales que det(A) = 1% es elgrupo especial lineal,
denotado por SL(2, C). Como GL(2, C) es un grupo, es evidente que SL( s un subgrupo.

1.1.2. Grupas Discretos %

Definicion 1.4. Un subgrupo G de SL(2,C) es discreto, st para cualquier suc de matrices
{A.} en G tal que lim A, = A, existe N € N tal que A, = A, para todan > N. \S\
TL—=0C

C

Proposicién 1.5. Un subgrupo G de SL(2,C) es discreto si y solo si para toda k € N, ¢ 'C(mjunt()
F={AeG:||A| <k} es finito.




1.1 Grupos 3

Demoséﬁn, Supongamos que el conjunto F' = {A € G : |

norma es @nua, se sigue que G no puede tener ningiin punto limite y asi G es discreto.
*

Sea k E{ Supongamos que el conjunto F' es infinito, es decir existen elementos distintos
A, € F tales quedid,.|| < k. Si A, tiene entradas a,,b,,c,, d,, se sigue que |a,|,|b.|, |c.|, |d,.| < &,
asi las sucesiones Abnts {e.} {d,} tienen una subsucesién convergente. Usando el proceso de
la diagonal, se tiene que existe una subsucesion que converge a cada entrada y asi la sucesion A,
converge a A, donde\ls;eﬁtradas de A son los limites de las subsucesiones. Ahora como la funcién
determinante es eontim@ﬁigue que A € SL(2,C), luego G no es discreto. «

Como consecuencia inmédi de la a:-posicic’)n 1.5, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.6. Si GG es un S’.‘LW de SL(2,C) discreto, entonces G es a lo mds numerable.

<

Definicién 1.7. Un grupo iopolo’gi@ un grupo G, dotado con una topologia tal que:

1. Si consideramos el grupo G x G m@ topolagia producto, entonces la funcion g : Gx G — G,
dada por g(x,y) = zy, es continua.

2. La funcidn h : G — @G, dad(m@ V es continua.

El siguiente resultado caracteriza e eptold po topoldgico.
Teorema 1.8. Sea G un grupo y 7 una topo q'ffa e ton(’m G es un grupo topoldgico si y solo
si la funcion [ : G x G — G, dada por [(x, e,: ontmua,

Definicién 1.9. Un isomorfismo de grupos to ;oqams ,.a Juneion que cumple ser un isomor-
Jismo de grupos y homeomorfismo entre espacios topologzro’

Se puede verificar que SL(2, C) es un grupo topoldgico, pues 1 wién (A, B) +— AB~! es conti-
nua. Como dos grupos conjugados son isomorfos (de hecho, homeomorfos como grupos topoldgicos),
se tiene el siguiente un resultado, como consecuencia de la proposic

Proposicién 1.10. Si G es un subgrupo discreto de SL(2,C), entonc@ua wier subgrupo conju-
gado a G en SL(2,C) es discreto.

Proposicién 1.11. Sea G un grupo topoldgico. St ¢, : G — G estdan deﬁni%o ¢(x) = zaz™"
y (x) = zaz 'a™?, donde a € G. Entonces ¢"(x) = ¢v"(2)a.

Demostracion. Para n = 1, la afirmacion es clara. Supongamos la validez de la afi \fs_.\'g’)n paran y

veamos que se cumple para n + 1. En efecto,
37 @
" (2) = 6" (x)a) = @ (@)a)a(¥ (@)a) ™" = Y (2)a. @)




1.2 Esfera de Riemann 4

Deﬁmgﬁ ean G un grupo topologico y H un subgrupo de G. Diremos que H es un subgrupo
topoloqzro S Un grupo topoldgico con la topologia que hereda de G.

/

Teorema 1.18:
cociente G/H ¢

ea G un grupo topoldgico y H un subgrupo normal de G. Entonces, el grupo
/‘st'rurtum usual, es un grupo topoldgico.

Proposicién 1. 14 e Y espacios topologicos, [ : X — Y una funcion suprayectiva, T la
topologia en 'Y y Ty Ea qaa cociente en Y inducida por f.

1) Sif: X = (Y, T) es éﬂm, entonces T C Ty.
2)Sif: X > (Y, T)es (’()W y abierta, enfonces T =Ty.

Demostracion. Supongamos que X — (Y, T) es continua. Si V' es un abierto en 7, entonces
JHV) es abierto en X y as{ V e?lerto en Ty. Si ademds f : X — (Y,7) es una funcién
abierta, como f‘l(V) es abierto en X €0m V € '}'} Luego f(f71(V)) es abierto en 7. Como f es

suprayectiva, f(f~(V)) =V, porlo que@ «

1.2. Esfera de Rlem% '7

Sea C:=CU {00}, la esfera de Rl Co deremos la esfera unitaria de dimensién dos
5? := {z € R®: |a| = 1} con la topologia”c l sube @ io inducida por R, Identificando C con
R2 =R2U {sc}. La funcién proyeccidn estefeogrdfica — §? definida por

n(z) = ( 21, 213 2—1) o

P+ U P+ 1 2P+ 1 %00) =(0,0,1),

es un difeomorfismo que preserva tanto dngulos como orient@ y permite considerar C como

§2.
La proyeccion estereogréafica m : C — §? nos permite transferir la; ica euclideana de §2 a C
como Byl )\
-y
—_—— eC
VP 14/ |yl 2+17 ©Y
2

d(z,y) = |r(z) - 7(y)| =
VR rety= @@6

La métrica asf obtenida en C es llamada la métrica cordal. Como la topologia e std inducida
por la norma euclideana en R? y 7 es homeomorfismo, tenemos que la métrica cordal e la misma

topologia en C.

+




1.3 Espacio de Transformaciones de Mobius 5

L

1.3. %pacio de Transformaciones de Mobius

Los resultaéﬁraqm’ presentados estdn basados en [B, ', J5].
Definicién 1.15®M transformacion de Mdbius es una funcion
az+b

\Sl\o
/ m:

donde a,b,c.d € C, @f be #0, T(oc) =afe, T(—d/c) = co.

T:C—C, T(z) =

a
2

La condicion ad — be # 0).es necesaria para que T sea biyecliva.

Proposicién 1.16. El conjunto Qﬁa& Es transformaciones de Mdbius M es un grupo bajo la
composicion de funciones. .

Ejemplo 1.17. Trasformaciones de M. 'NQS&H&M(}&S,

1. Inversion: I(z) = =. @

2. Traslacion: T(z) = z+¢, cé€ 1@‘ ‘70

3. Rotacidn: R(z) = ¢z, #€R. to (( -
4. Homotecia: H(z) = kz, k> 0. % %

Proposicién 1.18. Toda transformacion de Mdbius es ung posicion de traslaciones, inversio-
nes, rotaciones, y homotecias.

d
una composicion de una rotacion, una homotecia, y una traslacién. b}é 0, entonces

be — ad a
T(Z)=m+—- ®

4 ¢
¢ )\

En consecuencia, T = Ty o Ty 0 Ty o Ty, donde Ty(2) = z + %, Ty(z) = %@ 5)

Ti(z) =z + 2.
L &Y

Pro;?icién 1.19. Las inversiones transforman rectas y circunferencias en r‘ecta&s\ ireunferen-
cias. Las traslaciones, rotaciones, y homotecias transforman rectas en rectas y circunferencios en
circunferencias.

3
Demostracion. Sea T una transformacion de Madbius, si ¢ = 0, e@ces T(z) = aztb o5 decir, T es

+




1.3 Espacio de Transformaciones de Mobius 6

Proposicién 1.20. Sean z;, 22, 23, wy, w2, wy en C. Entonces eviste una tinica transformacion de
Mobius T Aallque T'(z) = wy,, k=1,2,3.

Una funciéhrdefinida de un subconjunto abierto de C sobre C, es llamada conforme si, preserva
angulos.

Para una demosfracidn del siguiente resultado consultar [C].

Teorema 1.21. Sea A {in subconjunto abierto en C, zp € A. Si f : A — C es analitica y f'(z) # 0,
entonces [ es conforme énsggh

servacion 1.22.

5 b d—be
Una transformacion de Mabius f(& z:—h, tiene derivada f'(z) = (;ﬁ? [ es analitica en
Y

C excepto en —%; del teorema 1.21.'Las transformaciones de Mabius son conformes.

Hasta aqui hemos hecho una descripeionide las transformaciones de Mobius clasicas definidas
en C. Ahora vamos a extender el espagio de definicién de tales funciones a &3, Identificamos R :=
R*U{oc} con (CBR)U{oc} v defifiihosla enteriiion de Poincard de una transformacién de Mébius
clasica,

a b

1 b .
a:r cuya matriz asociidal A = ( ( d ) € GL(2,C),

cz+d’

g(z) =

por:

(az +b)(cz + d).+.act? + fad 3 beltj

=a/e. 1.1
lcz + dfe |c|2t2 g(00) = afe (1.1)

g(z +1j) =

1.3.1. Clasificacién de Transformaciones de Mobius
Los resultados que se mencionan enseguida fueron tomados de{D3].

Las transformaciones de Mobius se corresponden con una matrig’en SL(2,C). En efecto, la
funcién @ : SL(2,C) — M dada por &(A4) = g, es:

1) Un morfismo de grupos.
2) El kernel de @ es el conjunto kerd = {A € SL(2,C): A=+1}.
3) El grupo M es isomorfo al grupo SL(2,C)/ker®.

g € M. Via este isomorfismo existe una accién de PSL(2,C) en C:

PSL2,C)xC —=C, (A z2)—g(2),.

Denotamos el grupo SL(2,C)/Ker® por PSL(2,C), asi es natural decir que g € PSL(2,C) o
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Deﬁni@ll& Un subgrupo G en M es disereto si y sélo si DH(G) es un subgrupo discreto de
SL(2,C).
/7

Teorema 1.24.
gencia uniforme

*

topologia T inducida en M por @, coincide con la topologia T de la conver-

Definicién 1.25. Pa 63:4 € GL(2,C), definimos las siguientes funciones:
A 2
@ (A, Al
det (A) |det(A)|
Estas inducen para cada g‘)é’las funciones:

< g o 1)
g+ llgl: &;:T g trte) =

norma y traza cuadrada, respectivamente.

Observacion 1.26. La funcidn tr@* i'mﬂtﬁ bajo la funcién conjugacién i,(g) = hgh™!

Sea H* = {z+tj:t >0} el aemlespmf-@uperlo(ﬁ R* con métrica hiperbélica p, inducida por
la métrica riemanniana (dz +dtj)/t. Siz =4,y = sj ) =[log(3)|. Ademds six = 2z, +tj,y =

zy + 5j, entonces Q
cosh p(x, 1 + Lé (1.2)
A 2
Teorema 1.27. Si g € M, entonces ||g||* = 2 cosh p(j,g(j)).%;

Demostracion. Sea
g(2)=——, ad—=be=1

Entonces por la extensién de Poincaré, ecuacion (1.1), si z = 0,1 = 1, Qwue

. bd + at + j
9U) =m0 (9
e[+ ]d] 6
Por la ecuacién (1.2), si oy = 21 + 1) ¥ 2 = 22 + 127, entonces @

[y — ca? 14 |21 — 22 + 11 — )? \SE\
2t4ts 2t4ts ' O
[21 = 22| + (41 — t2)* .
2tts

cosh p(aq, () = 1+

=1+
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dd + oF 1
Si haceQ vy = g(j) entonces 2 = 0,4, = 1,z — ———— . Por lo
—Jvea=al) O TR T g Y
tanto, de la eﬁon , 8e tiene que
2 _
o izl v M T e (. eV
" 1 =1+ 2 2 :
p—— 21 + [dP)

Esta expresion es 1g%

:Q‘W + ﬂf’lm (el + 1d1%)* = 2(|¢[? + |I?) +1
O, 2(|c]? + |d]?)
Usando la identidad /
|bd + az* +1 = @E@f + lad — be|* = ([al® + [b*)(|c* + |dI*).

v sustituyendo en la ecuacién (1.4)

4 Jal® + b v@kr |dI* —

A % 2
Por otro lado, [|g]|* = I ” @—H) élz + |d|?, donde A € SL(2,C). Por lo tanto,

|det(A
lolf* o
2 o,
Si combinamos el teorema 1.5, la dehmclon yvelt 1.27, obtenemos el siguiente criterio
para subgrupos discretos en PSL(2, C). *

(1.4)

= cosh p(j, 9(j))-

cosh p(7,9(7))

Proposicién 1.28. Un subgrupo G en PSL(2,C) es d@sc:r‘eto%@ si para toda k > 0, el conjunto
{g€G:||gl|* <k} es finito.

Definicién 1.29. Para k € C, k # 0, definimos las formas canémr una transformacion de
Mébius )\
kz, sthk#1
m*(z)’{ﬁl, sik=1 (9
Observe que en las formas canonicas, el cuadrado de la traza estd dado poré

tr(m, )_k+;+2 \S'\ (1.5)

Proposicién 1.30. Sig € M, g # Id, entonces g es conjugada a alguna de las formas and inicas
Ty .
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Df’moséﬁn Sig € M, entonces g tiene a lo mas dos puntos fijos en C. Supongamos que g tiene
un tnico p@j lijo v, y consideremos h(z) =

\

(oc) = hg(a) = h(a) = oc, hgh™H0) = hg(oec) = _ =t (1.6)

N g(x) —
oA

\fx:‘aoc pero no a (), entonces necesariamente es una traslacién, asf f(z) = 2+t.
fi es conjugada a m;. Para ver esto, sélo hay que conjugar con h(z) = tz,

Como hgh™
Ahora, cualquier tras

t#0.
Supongamos ahora qu@iene dos puntos fijos oy 3, y sea h(z) = =5

}1 Hoc) = hg(8) = h(B) = oc,

1 ~10) = hg(a) = h(a) = 0.

-
Por tanto, g es conjugada a my. par m a k # 1. En consecuencia, g es conjugada a alguna de las
formas candnicas my. «

. Se tiene que

-...

tr*(f) = tr*(g).

Teorema 1.31. Sean f,g € M d% 5 la identidad. Entonces [ es conjugada a g si y sdlo si
Demostracion. Supongamos que [ es !gada@entonveq existen matrices 4, B,C' € SL(2,C)

1.3, se tlene que tr*(f) = iiii iig% = tr¥(g).

/

Supongamos ahora que tr2(f) = tr’(g), gleremos

que f y g son conjugadas a una forma candni e Mg,

T (my) =t (f) = tr(9)

por la ecuacion (1.5), se tiene que p—f—%—f—? = q—f—%—i—?. Entontes

tales que A = C7'BC, asi de la proposici

strar que f v g son conjugadas. Notemos
spectivamente. Asi

= ¢ o bien p = 1. Notemos que
- . q 1
m, es conjugada a mi, cuando p = 1. Ahora, si p # 1, entonces exiSte h tal que iimyh™ =ma1, con

u
__1 . : o o :

h(z) = —+. Como f es conjugada a m, y g a m,, se sigue que m, e@fﬁugada a m,. Finalmente,

como la conjugacién entre transformaciones de Mobius es una relacion @quwalenma, se tiene que

[ es conjugada a g. )\ <

Las trasformaciones de Mdbius se pueden clasificar de acuerdo al niimero le’putitos fijos que sus
extensiones de Poincaré tienen en R®, lo cual permite particionar a M en cl @ le equivalencia.
Las extensiones de Poincaré de las formas candnicas son:

mp(z+tj) =kz+|k|tj, si k£1, v mylz+tj)=z+1+tj. (\

Dicha clasificacién estd dada por la siguiente caracterizacion. Sea F'i:z:ﬁ el conjunto@puntos
fijos en R? de una transformacién de Mabius T.
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a) S@l, entonces Fiz(m,) = {oc}.

b) Si |k@%ntonces Fiz(my) = {0. 00},

c) Silk| = n k # 1, entonces Fix(my) = {tj:t € R} U {oc}.

Definicién 1.32. S@X una transformacion de Mabius distinta de la identidad. Diremos que T es:
1. Parabdlica st y s(c}zene un tinico punto fijo en C.
2. Lozodromica si y sd@ tiene dos puntos fijos en R3.

3. Eliptica si y sdlo si T = mds de tres puntos fijos en R®.

Observacion 1.33. Usando aguzgg ias con formas candnicas, la definicion anterior es equiva-
lenie a la siguiente. Se tiene que T es:

~

1. Parabdlica st y solo si es conjugad,

3. Eliptica si y solo si es conjuga

1;
2. Lozodromica si iy solo si es conj qadﬁm;‘, con k| # 1,
%mhﬂﬂ — kAL

Definicién 1.34. Una transformacion Eipbaw, rgmica g, es hiperbdlica si g(D) = D para
D un disco abierto o semiplano en C, de m'.ra cimos que g es estrictamente lozodrdmica.

El siguiente resultado caracteriza las transforylaciones@\/ Obius respecto a su traza.

Teorema 1.35. Sea g una transformacion de Mdbius, entongeé:
1) Parabdlica si y sélo si tr*(g) =4, @
2) Eliptica si y solo si tr*(g) € [0,4), OI
3) Hiperbélica si y sélo si tr’(g) € (4, ), ®
4) Estrictamente lozodrdmica si y sdlo sitr?(g) ¢ [0, 00). )\
Demostracion. Recordamos que para la forma candnica my, %

1
tr¥(g) =p+ St2 (9

Entonces:

1) Si g es parabolica, es conjugada a m;, luego tr?(g) = tr2(m;) = 4. Si tr¥( Qltonces
p =1y asi g es parabdlica.
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2) Sig.e€eliptica, es conjugada am,, |p| =1y p# 1, asip = ¢, # € R. Luego tr?(g) = 2+2 cosf
y cofioros ) # 1, se concluye que tr(g) € [0,4). Supongamos que tr°(g) € [0,4). Entonces
tr¥(g)"sepuede escribir como tr?(g) = 2 + 2cos#, cosf # 1. Por lo tanto, tr?(g) = p + i + 2,
tiene condo-solucién a p = e o e, Asi |p| = 1,p # 1, en consecuencia g es eliptica.

3) Sitr?(g) € (4'5e), entonces tri(g) = p + i + 2 tiene como solucion p = k o ¢, con k > 0,
Como p > 0, entonges el conjugado de g y m, preservan el semiplano superior y asi g es
hiperbdlica. Supergamos ahora que g es hiperbdlica, entonces el conjugado m, también lo es,
sea D un disco invariafite bajo m,. Sea z € D, entonces las imdgenes de z bajo las iteradas de
m,, estan en Dy asigfplz : n € Z} C D. Ya que [p| # 1, esto prueba que 0,00 € D. Usando
un argumento similar s¢ niuestra que tomando z € C \ D, se concluye que 0,00 € dD. Asi D
es un semiplano y como™D es invariante es necesario que m, deje invariante a la semilinea de
la frontera de D que coneetd O con oc. Por lo tanto, p > 0y tr?(g) > 4.

<

Teorema 1.36. Sean [ y g transforntacienes de Mobius, con g loxodromica. Supongamos que [ y
g tienen un punto fijo en comiin. Entoneedy el grupo generado por [y g, (f,g), no es discreto.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el punto fijo en comin es oo, y
que f,g son de la forma g(z) = az ¥ [#2) = az%/D, con |a| > 1y b#0 (si |a] < 1, se puede tomar
g71). Consideremos g=" fg™(z) = g~ f{@"2) = g7 (aa™z + b) = az + o="b. Puesto que |a| > 1, se
tiene que
|a| T4t b3 4= |a|? + b + 1
5 < - ,
ay? |af*

es una sucesion acotada de términos distintés. Se sigue’deda proposicién 1.28 que {f, ¢) no puede
ser discreto. «

llg " fg"||* =

rd - » -
1.4. Geometria Hiperbdlica
En esta seccion expondremos algunos resultados clasicos sobre geomieteia hiperbdlica bidimensio-
nal, considerando los modelos geométricos: el disco Poincaré y el semiplant syperior, como subcon-
juntos de C. Estos modelos se dotardn de una métrica Riemanniana. Los resultados aqui mostrados
estan basados en [B, LO, R].

Usando notacién compleja se tiene que el semiplano de Poincaré es el conjunto:

H?={zecC:Imz >0}

Por otra parte el disco de Poincaré es el conjunto:

A={zeC: |z <1}
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1.4.1. étrica hiperbadlica

Una cur 21'@ es una funcién continua v : [a, b) — C, donde [a, b] es un intervalo real. Diremos
que una curv diferenciable o suave si Rey(t) y Imvy(¢) son funciones continuas y diferenciables.

Definicién 1.37.\Sean XY espacios métricos con métrica d, p respectivamente. Una funcion T :
X = Y continua’s ectiva tal que d(z,y) = p(T(m),T(y)) para todo x.y € X, es llamada una
isometria. *

7,

Si y(t) = y(t) +i una curva diferenciable en C, donde 7, (t),7,(t) son la parte real
e imaginaria de fy( t), r mente, definimos el vector tangente a y en y(¢) como el nimero
complejo v/(f) = () + a'}z(éﬁa imagen de la curva estd en H? decimos que es una curva en H2.

Definicién 1.38. Sea 7 : [a.b una curva suave, definimos la longitud hiperbolica de v como:

z(@},}[ —\Wdt (L7)

Con la férmula (1.7) es posible defm% métrica en el plano hiperbélico. En efecto diremos
que una curva suave 7y : [a,b] — me puntos 2, w si y(a) = z y v(b) = w. Notemos que
v :[0,1] — H? dado por ¥(t) = tw t)zva curva suave que une los puntos z,w, si z # w

entonces su longitud es positiva. P sentido definir la distancia entre dos puntos
como el infimo de las longitudes de to

wlas cu &e unen ambos puntos.
Definicién 1.39. Sean z,w € H2. Deﬁ?ﬁ la dis a hiperbélica entre z, w como:

plz,w) =mf{i(y) : v es m%w queQJ

Es claro que p(z, w) es no negativa y es igual a 0 si v s4
une z con w, entonces a(t) = y(a + b—t) une w con z, y de
la propiedad del infimo se sigue la desigualdad triangular.

necta z con w en ]HIZ}.

i 2 =w. Ademds si v : [a,b] — H
se sigue que p es simétrica. Por

Una manera equivalente de definir la métrica hiperbdlica para H o}lediante la forma diferen-

s — |dz| ®

1
Im(z J» (1.8)
Donde z = x(t)+iy(t), =,y son funciones snaves de t y dz = 2/( @it—k iy (t 511135 ' (t)dt, ' (t)dt

cial

son vectores tangentes a @,y en f.

Existe un desarrollo paralelo en términos del disco de Poincaré A, donde la ica p en H? se
transfiere a una métrica en A que deriva de la forma diferencial

)
ds = 2121 % (1.9)

1—|z*

*
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Con@amos el modelo A, y f: H? — A la funcién,

* z—1

/L flz) =2 — (1.10)
Se puede ver@ asf definida es biyectiva, ademds es una isometria y
\f{z,w) = p(f1(z). fHw)), para todo z,w € A.
De esta manera, p* es{'@aﬁtrica en A, ver figura 1.1.

(S -
OHXH
S

=
lE A
Figura 1.1: I\zis’tri erbolica p* inducida en A,
Como consecuencia de lo anterior 5@3‘?1&: c
Qr -
1—|

o

Observacién 1.40.

Iz

= Er)E z
entonces

Notemos que f'(z) % y 1 |f(2)]? = Iwo '|2,
2]2:|

2|f'(2)| [G+i)7] 1

T-IJGF ™ BEeF ™ InG) )

La prueba del siguiente resultado puede consultarse en [B]. )\

Teorema 1.41. Si z,w € H? y p es la mélrien hiperbolica, entonees las sa’gui@e firmaciones son
equivalentes: 6

1. p(z,w) = log Fm2tE, (%S\
2. coshp(z,w) =1 4 =4l
- Cos lp(z’ U'J) + 2Imi{z mw)’
e-ui o,

3. Sinh(%p(Z: LU)) - 21.-"Im.(z]fm,(w}’ *
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Q(z W) = ;s

f:m( m ('u.r)

|z—w|

3. tanh(Qp(L)) = -

Definicién 1. 4@5 E C A, una region. Entonces el drea htperbohra de E estd dada por:
\S\ ¢ Ap( cf dy, 1.11

ysiC CA esuna cum%nyimd hiperbolica estd dada por:

O’ L:A(C)=] 2de] (1.12)
Vo

cl—|z]?

Ahora si E,C' C H? es una re@y curva respectivamente, entonces las formulas (1.11), (1.12)
quedan respectivamente como mgue@

L ANE) = [ [, d;dy: /\®

2. L(C) = [, L.

La definicién anterior muestra la diferéncia en ;c lculo del drea de una region usando la métrica
Qr;c

hiperbélica y métrica euclideana. As o la di ((‘3? en el cdleulo de la longitud de una curva.
d -—
242\ %
1.4.2. Geodésicas O

Definicién 1.43. Una recta hiperbdlica (h- fre(’ta) en ]HI2 es erseccion del plano hiperbdlico H?
con una circunferencia euclideana con ceniro en el eje real, n una recta perpendicular al eje

real. @

%

Figura 1.2: Rectas en el plano hiperbdlico T2, ( '

O

De acuerdo a la definicién anterior tenemos la siguiente.
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Obser@n 1.44. ) Ewxiste una tnica recta hiperbdlica que pasa por dos puntos de H2.
2) DosQ};’Iﬂperbéhcaﬁ distintas se intersectan en a lo mas un punto.
3) Para do“ﬂ_“ms hiperbdlicas 1y, 1y existe una p-isometria g tal que g(l;) = la.
4) La '.r‘qﬂexio’@ﬁuna recta hiperbolica es una p-isometria.
§) Dada una v‘ect%ﬁ)éh’ca Iy un punto w € 1, existe una tinica recta hiperbdlica que pasa por

w y es ortogona LO/

Proposicién 1.45. Sea l -gecta en H? y w € H?. Eziste una tinica h-recta que pasa por w Yy
es perpendicular a l.

Demostracion. Seal,, = {z € H* 4Z| = |w|}, es la tinica recta que pasa por w y es ortogonal al eje
imagiario positivo /7. Por lo tan i l-es una recta en M2, consideremos una transformacién de
Mobius T tal que T(1) = I". Luego s ortogonal a Iy ¥ por lo consiguiente [ es ortogonal a

la recta 77 (Ip(w)). ® <
Sea L una h-recta en H? y z, f@ ﬁ{mces L\ {z,w} tiene tres componentes, dos de ellas

tienen longitud infinita y la otra a eﬁbytima lo denotamos por (z,w) v lo llamaremos
- n

segmento abierto con extremos z, w, € e rado [z, w] serd incluyendo z, w.

Decimos que y esta entre z,w si‘ (z,w) D& manera andloga definimos los segmentos

z,wl|, |z, w). Asi para z,w,y € L se tiene ¢ -
Yy 7 o

plz,w) %w) *@: y)
O

siysdlosiy € [z, w] .
Observacion 1.46. La discusion precedente muestra que u@"ya ~v uniendo ip con iq satisfuce
que

1(v) = plip,iq)

siy solo siy es una parametrizacion de [ip,iq] como una curva sa'mQ

\

La prueba de los siguientes resultados puede consultarse en [B, cap. 7, see\3].
Teorema 1.47. Sean z,w € H2. Una curva vy que une z con w satisface @ ;

() = p(z, w) @

siy sdlo siy es una parametrizacion de [z, w] mediante una curva simple. \S\

@

Definicién 1.48. Una geddesica v que une dos puntos z,w € H?, es una eurva simpl e para-
melriza el segmento [z, w]. .
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TeorerQélQ. Sean x,y,z € H?, x # z. Entonces p(x, z) = p(x,y) + ply, 2), si y sdlo siy € [z, 2]

Deﬁnicié@ . Sean Ly, Ly geodésicas distintas. Decimos que Ly y Ly son paralelas si y sdlo si
tienen un unicoextremo en comin. Si Ly, Ly no tienen un extremo en comiin entonces se intersectan
si Ly N Lo # 0% sen ajenas (o no secantes) si Iy M Ly = ().

A
..

................... el

Figura T 3#Rectas paralelas y secantes.

Del teorema 1.49, dado un Segmzo [X zi, y € [z, 2] y ¢ una isometria, se tiene que ¢[x,y] =

[@(x), ¢(y)], pues ¢ mapea rectas éh 5. -7
Dada una isometria ¢ en H?, exist@?ison I

9(2) =~ C\
tal que g o ¢ deja invariante al eje positivo [ efec@ sideremos una recta L en H? tal que
L=¢(I7), g(L) = I entonces go ¢(I7) = g(L)=1T. 8

3

Teorema 1.51. Si ¢ : H? — H? es una isometria, entonce.s%a de las siquientes formas:

az+b a(—E)—{—@
— z»—>7+

g cz+d c(—2)
3
donde a,b,c,d € R y ad — bc = 0, mds atin, toda isometria en H* es @osica’én de reflexion con

respecto a rectas hiperbalicas. )\
Con un desarrollo similar se tiene el siguiente resultado para el modelo @

3
Proposicién 1.52. Si ¢ : A — A es una isometria, entonces es una de las si Jormas:
az+c az +¢
=

cz+a’ cz+a \S\
©

donde |a|* — |c|? = 1.




Capitulo 2
Grupos Kleinianos

2.1. Accién Discontinua
Los resultados aqui presentados.eStan basados en [13].

Definicién 2.1. Un subgrupo G de Mos'elemental si y sélo si existe una drbita G(z) finita en R®.
Definicién 2.2. Un grupo kleiniano, es, W subgrupo discreto del grupo de transformaciones de
Mibius.

Definicién 2.3. Sea X un espacio tepolggico y & un grupo de homeomorfismos de X en si mismo.
Decimos que G actia discontinuamente en, X si Yy solo_si para todo subconjunto compacto K de X,
g(K)N K =0, excepto para un nimero finite de elementos en G.
Para el siguiente resultado X es un subconjunto dedB* = R U {c}.
Teorema 2.4. 51 G actia discontinuamente en”X, entonces los siguientes propiedades se cumplen:
1) Todo subgrupe de G actia discontinuamente en X.

L actgta discontinuamente en Y.

2) Si ¢ es homeomorfismo de X sobre Y, entonces pGo
3) SiY es subconjunto no vacio y G-invariante de X, entonces Gfuthia discontinuamente en Y.

4) Sixz e X, g, € G yparatodon € N, con g, # gr sin £k, entdpegs la sucesion {g,(x)} no
converge a ningun elemento en X.

5) El estabilizador G, es finito, para cada x € X.
6) Si X es subconjunto de R3, entonces G es numerable.
Demostracion. 1) Es claro.

2) Sea L un subconjunto compacto de Y, como ¢ es homeomorfismo, ¢=*(L) es compac@n X
v como G actiia discontinuamente en X se sigue quealgb‘l (L)) Mg~ (L) = 0, exceptd para un
ntmero finito de elementos en G, asi, q-')(g(q-ia‘l(L)) Ne~ (L)) = (b(g(té_l(L))) NL =% excepto
para un mimero finito de elementos en G. Por lo tanto, ¢G¢~! actiia discontinnamente en Y.

17
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3) 86( un subconjunto compacto de Y, asi K es compacto en X (ver [°, cap. 4, sec, 1), por
la discontinua en X, se sigue que g(K) N K = 0, excepto para una cantidad finita de
eleme yaf de G, por lo que GG actia discontinuamente en Y.

Supongamos que la sucesion g, (x) — y, asi el conjunto X' = {y, g1(x), g2(x), .. .},
Por hipétesis los g, son distintos, pero g,(K) N K # (), para toda n € N, pero
esto es una con\tsﬁ{]iccién por la accién discontinua de G en X.

+*

5) Se sigue de la de@ de accién discontinua en X.

6) Para cada x € X existe una correspondencia bivectiva entre G/G, v la dérbita G(z), via
9G. — g(x). Dado qué g finito, & es a lo mds numerable si y sélo si G(x) lo es. Supongamos
que G(z) no es numerablé. Asi G ) tiene un punto de acumulacién y € X, luego podemos

extraer una sucesion g ( el cual converge a y, pero esto es una contradiccion por
la accion discontinua en X inciso 4).
-..
L |
Teorema 2.5. Un subgrupo G de M es 'H’t() siy sdlo si actida discontinuamente en H3.

de SL(2,C), asi G es numerable, 1 = , € N}. Como G es discreto, ||g,|| — ooy por el
teorema 1.27, se sigue sin — oo, en S

Demostracion. Supongamos que G lls&% entonces G es homeomorfo a un subgrupo discreto
%(‘

m g%&ﬁ (2.1)

Ahora como K C H® es compacto, esté ('o 0 en 1a bola hiperbdlica
B={z E p(z, j¢
Sig(K) N K # 0 entonces g(B)N B # 0 y asi ° @

p(d.9(4)) < 2r.

Por la ecuacién (2.1), solo puede ocurrir para un nimero finito de g r asi G actia discontinua-
mente en H*.

Supongamos ahora que G actiia discontinuamente en H* (o en algiisubeanjunto de C), si G es
no discreto podemos encontrar matrices {A,, : n € N} C SL(2,C) que se ma;%a {g. :neN} CCG
con A, — I cuando n — oo, usando la extension de Poincaré 1.1, se sigue @gn(a') — x cuando
n — 0o, para cada x € H3, pero esto contradice el teorema 2.4, 4). Por lo tar es discreto.

Lema 2.6. Sea G un subgrupo de M, D un subconjunto abierto de C que contie@ unto fijo v
de algin elemento lozodromico o parabolico en G, entonces G no actua discontinua 6 en D.

Demostracion. El estabilizador G, = {g € G : g(v) = v} contiene distintas iteraciones Siges

parabdlico o loxodrdmico, entonces G, es infinito y por 5) del teorema 2.4, se sigue que ‘10 actlia

discontinnamente en 1. |
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Propo@'n 2.7. Sea G el grupo de Picard, es decir el grupo de transformaciones de la forma

* az+b
/L 9(:) = o

donde a,b, ¢, d s teros Gaussianos y ad —be = 1. Entonces el grupo de Picard, no actiia discon-
tinuamente en C.>”>

*
Demostracion. Notehs;ﬁ ue (¢ es discreto, por el lema 2.6. es suficiente mostrar que los puntos fijos
parabdlicos de G son d en C. Sea w = @; p,q,r € Z, es claro que el conjunto formado por

los w s es denso en C. No@as ahora que

O h() (1 —wr?)z +r2w?
1(z) = . ‘
/ L+r2w—r?z

tiene un punto fijo w, por lo que Qf ahdlico. «

Lema 2.8. Sean D un disco abierto ¢h & €M yg(D)C D. Entonces g es lozodrdmico y tiene

un punto fijo en g(D).

Demostracion. Sin pérdida de ger 1dad, podemos suponer que g(oc) = oc. Con esta hipdtesis
a0 es una circunferencia y claramenfedos puntes fijos de ¢ no estdn en 9D,

g(D) C D, por lo que g es loxodrémic

Si g es eliptico o parabdlico, como 0o ex@me‘ g es isometria y esto no es compatible con
o PR
Para algin w no fijo para g las iméget(ryﬁ('w), % se acumulan a un punto fijo v de g, si

w € D entonces ¢"(w) € g(D) y asi v € g(D «
. O

Definicién 2.9. Sea G un grupo no elemental de M y Aqy conjunto ffe puntos fijos, de los
elementos lozodromicos en G. El conjunto limite A(G) es la cerradura en C de Ay, por otra parte
el dominio de discontinuidad de G es (G) = C\ A(G).

Si no es necesario hacer mencion de (G, escribiremos simpleme 3" Y para el conjunto limite
y el dominio de discontinuidad de G, respectivamente.

Observacién 2.10. Si H es subgrupo de G, entonces A(H) C A(G) y Q(%SE(H).

Para una prueba del siguiente resultado consultar [, cap. 5, sec. 1]. @
Teorema 2.11. Cada subgrupo no elemental de M contiene infinitos elementog\lozodromicos.
Ademds. no tienen punios fijos en comin. \S\

Teorema 2.12. Sea G un grupo no elemental, el conjunto limite A(G) e.‘nn subcon;';@ermdo
no vacio mds pequeno, G-invariante en C. Ademds, A(G) es un conjunio perfecto y, porlo tanto,

L
no numerable.
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Demos@n SiAg es G- mvarlante entonces A((7) también lo es. Por definicién A(G) es cerrado
y por el tedrema 2.1, AG) #0. Sea E C C cerrado y diferente del vacio, G-invariante. Como G es
no clement la orblta es infinita, asi £ es infinito. Sea v un punto fijo de algtin g loxodrémico
en G, si w E‘%m es punto fijo de g. el conjunto {¢"(w) : n € Z} se acumula en v. Como E es
cerrado, v € E| prueba que Ay C E y por lo consiguiente, A(G) C E. Este argumento también
muestra que Ag i@ﬁue puntos aislados y asi A(G) no tiene puntos aislados. Por lo tanto, A(G) es

perfecto y no numer@ . <

7,

Definicién 2.13. Sea subgrupo de M, para z € C, definimos A(z) como el conjunto de puntos
w € C con lo propiedad de iemste unae sucesion de transformaciones distintas g, € G tales que

lm g,(z) = w.

n—0oc /

Teorema 2.14. Sea G un subgru @wta no elemental de M, entonces para todo = € C, se tiene
que A(G) = A(z). A

Demostracion. Como cada A(G) es cerrade, no vacio, G-invariante y minimal, por el teorema 2.12,
se tiene que A(G) C A(z). Ahora si z € A ntonces la drbita de z bajo G, G(z) C A(G) y como

A(z) € G(z) € A(G). Se concluye AG i& <

Teorema 2.15. Sea G un subgrupo emen@ M y Q(G) el dominio de discontinuidad.
Entonces: .

1. G actia discontinuamente en UG), (¥ O

2. si G actia discontinuamente en un .'mb(:o;_‘@mt() abir@D en C, entonces D C Q(Q).

Demostracion. 1. Supongamos que G no actia discontinuameénte en 2(G) entonces existe K C
Q(G) compacto y elementos distintos g1, ga, . .., € G tales [(K)NK # 0. Por consiguiente
existen elementos 21,2, .. ., € K con ¢,(2,) € K Como K cempacto, dada una sucesion en K,

tiene una subsucesion convergente Gn, (2n,) convergiendo a w @g asi w € ). Sin embargo,
como en la prueba del teorema 2.14, se tiene que g, converge a wiformemente en K y asi
w € A(G), pero esto es una contradiccion.

2. Usando el lema 2.6, DAy = 0. como D es abierto, se sigue que DHA& 0y asi D C Q(G).

(o] )

Corolario 2.16. Si G es un subgrupo discreto no elemental de M, entonces Q( sty solo si,
para algin z la érbita de z bajo G, G(z) no es densa en C

Demostracion. Hacemos dos observaciones. Primero, de las definiciones de Q(G) y A e tiene
que Q(G) # 0 sty sdlo si A(G) # C. Segundo, si zp € A(G), entonces del teorema 2.1 =‘A(G) es
cerrado, invariante y minimal.
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(<:)6{{)ngamos que G(z) # C para algin z, € ¢ v Q(G) = 0. En consecuencia, las primeras
dos propi s implican que la drbita de 2z, satisface G(z) C MG). Ahora bien, como A(G) es
minimal, se gm que G(z) = A(G). De esta manera, obtenemos que C # G(z;) = A(G) =C, lo
cual es una co liccidn.

=) Ahora st amos que para todo z € C; la érbita es densa, es decir G(z) = C. Nétese que
(z) CAG) para ¢ E C, ya que A(G) es cerrado e invariante. En particular, dado w € A(G),
se tiene que C= ;? (G). Por tanto, de la primera observacién se sigue que Q(G) = ), lo cual

es una eontradicmon o, <

Para una demostracion d@hgumntes resultados, consultar [Mas, cap. V, sec. E].

orema 2.17. Para un subqq/;lw’wto no elemental G de M, el dominio de discontinuidades

(G) tiene a lo mds dos compon invariantes.
-

Teorema 2.18. Sea G un subgrupo f@o y no elemental de M. Si Q(G) tiene una cantidad
finita de componentes, entonces son a lo dos.

Para una demostracion del sig u@remt onsultar [B, cap. 8, sec. 4].

Teorema 2.19. Sea G un subgrup n@vne d(’ isometrias en A. Las siguientes propiedades
son equivalentes:

1. El grupo G es discreto. /

El grupo G actia discontinuamente f’n O

O

e

3. Los puntos fijos de elementos elipticos de G no se aru% en A,
4. Los elementos elipticos de G no se acumulan en Id. @
5. Cada elemento eliptico de G tiene orden finito.
6. Todo subgrupo ciclico de G es discreto. Oé
A
2.1.1. G-paquetes @
Definicién 2.20. Sea D abierto conezo no vacio en C, y G un subgrupo de screfo. Diremos

que G es un G-paquete si g(D)N D =0, para toda g € G distinta de la identida

4
Teorema 2.21. Sea G un subgrupo discreto no elemental de M, entonces!e cumplen %uiente&

afirmaciones:
*
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1) es un subconjunto abierto no wacio y distinto de C, G-invariante, entonces G actia
disconty uamente en D.

2) SiD e@—paquste, entonces G actia discontinuamente en D' = U g(D).

9eG
Q. .

Demostracion. C\ D, entonces es cerrado, G-invariante y diferente del vacio. Por el
teorema 2.12, € E| en consecuencia G actiia discontinuamente en D.
2) Por definicién I’ Sconexo y por lo tanto es un subconjunto propio de €. Ademads, 1)’ es

abierto, G—invariant@iferente del vacio. Del 1) se concluye que GG actiia discontinuamente

en D' O\/ -

Teorema 2.22. Sean {G, : n € rupos de My G el grupo generado por la unidn de las

Gy. Sea Dj un Gj-paquete, para c ;. € N. Supongamos que D; U D; = C, cuando 1 # j y
que D* = m D, # (. Entonces G es e@ducto libre de las G, D* es un G-paguete y G actia
nel

discontinuamente en U g(D"). \
geG @

Demostracion. Sea g € G tal que g = gy - 01, © € Gi,gr # 1y ir # dr+1 para toda k. Lo que
sigue es mostrar que g, -+ g,(D*) C ( .‘Ha :?d&% la prueba por induccién sobre la longitud
de g. Vg »

Para k =1, D;, es un G-paquete, por lo go O

9(D) C gu(P;) CC \Q,%

Supongamos ahora para k= n

g 9(D) CE\D,. Q)
Se sigue entonces que O/
gn+1(9n ot (D*)) C Yns1 (C \ D‘in) C C \ Din - %

Por lo que X

o(D%) = g+ 1(D) € €\ D o

v D* es un G-paquete. Como D* # (), se sigue que g # I. Por la definicién 1.2, s\producto libre

de las GG,,. Finalmente, por el teorema 2.21 2), G actiia discontinuamente en U \S)\
C

geld

+
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2.1.2.%perﬁcies de Riemann como Cocientes

Si X es q)srpa.,cio topolégico conexo, Hausdorff, segundo numerable y localmente homeomorfo
a B2, diremot ﬁ}( es una superficie topologica real conexa.

Definicién 2.2 Una carte coordenada compleja en X, es una pareja (U, ¢), donde U es
abierto en A‘B U — C C T es un homeomorfismo. Dos cartas (U, ¢), (V,¢) son analitica-
mente compatibles' si la funcion

o vt o(UNV) = p(UNV),

es un biholomorfism

2. Un atlas mmplego en X o te de una coleecion de cartas coordenadas
A= {(Ua, 00a) E 13}, Uatacr €s una cubierta abierta de X . Dos atlas complejas son
analiticamente eqmmleme a.carta de A es analiticamente eompatible con toda carta de
B.

3. Una estructura complejo en X est ase de equivalencia de atlas analiticamente equivalentes
en X, de acuerdo con la relacion d valmrm en 2.

4. Una superficie de Riemann )&u A), donde X es una superficie topoldgica real
conexa y A es una estructu

3 P
Ejemplo 2.24. El plano complejo C es ?;mem{( e Riemann con el atlas (C,id). Cualquier
dominio (region abierta y conera) en C es u(\upm = Riemann.

Ejemplo 2.25. C es una superficie de Raf’manﬁ Para P;; finimos una topologia en C de la
siguiente manera: U C C es abierto si

1.UcCcCoq

2. U es de la forma (V\K)N{oc}, donde V' es abierto y K C C e pa(’t() Con esta topologia,
C es un espacio topoldogico Hausdorff. homeomorfo a la esfera ?Qma §% C R®. Definimos
una estructura compleja de la siguiente manera: Sean Uy = C C \ {0}, definamos
pr=1dd: Uy = C y @y : Uy — C dada por

pal2) = { gz @qp

St 2 = 0C.

La prueba del siguiente resultado estd basada en [, cap. 6, sec. 2 |. ( '

Teorema 2.26. Sea D un dominio en C y G un subgrupo de transformaciones de Mﬁbi;@ue deja

invariante y actia discontinuamente en D. Entonces DG es una superficie de Riemann.




2.1 Accidon Discontinua 24

Demoséﬁn Sabemos que D/G es un espacio topoldgico con la topologia cociente y la funcién
cociente W? — D/G es continua. Como D es conexo (de hecho arcoconexo) se sigue que D/G
también 1 s claro que 7 es una funcién abierta, si A C D entonces 7! (7(A)) = Uyeq 9(A),
por tanto si A bierto entonces 7( A) también es abierto.

Para demost@ue D/G es Hausdorff, sean 21, 20 € D y r > 0. Consideremos los discos

Ki={zeC:|z—z| <r},
$

KQZ{ZECle—Zglg'{’};

contenidos en D). Paran definamos

O’Ar{zec e - al < 1},

{ZEC |Z*Zz|< }

Si para cadan € N, wm(A,) N n(,@ (), entonces existe algin w,, € A, y algiin g, € G tal que
gn(wy) € B,. Esto implica que g,(K)'N A&7 0, donde K = K; U K, Como K es compacto y G
actia discontinuamente en D, se sigue que'é E.onjunto {1, 92.. ..} es finito. Luego existe N € N tal

que g, = g para todo n > N y asi ;

(wy,) = 25
Consideremos dos puntos distintos TT(ZQ; /G. Asi 21, zo € D, pero no son equivalentes

bajo G. Por lo que existe n € N, tal que yconju sjuntos w(A,) v w(B,), separan m(z1) y
7(z2). Ademds estos conjuntos son abiertos @er T uncion abierta.
Ahora construiremos un atlas para D/G . a cada z , seleccionamos un disco abierto N,

cuya cerradura esté contenida en ), con las siglﬁentes prop%:s:
g(N:) =N., si g(z) ==

(Na)NN. =0 si g(z) #2
Note que N, \ {z} no contiene puntos fijos de G. Ya que si h Q ‘ne un punto fijo en N,
entonces h fija a z. El punto inverso de z con respecto a N, también se fi h, por lo que no hay
puntos fijos de h en N, \ {z}. Por otro lado. si h fija z entonces h es eh’pti&

A. El estabilizador de w en G es de orden n, v es generado por algiin elemen iptico, donde

-1 2mi
ogo (z) =zew, z€A. @\S\

Sea p(z) = 2", la funcién que envia A sobre si mismo, con la propiedad de que @toda ky
para toda z € N, se tiene que o

*

pogh(z) = (ag*a (@ (2))" = (a(2)eT)" = a(2)" (2.2)

Para cada w € D| sea ¢ una transformacion de Mobius que envia w en cer@f;«)l disco unitario
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Q& independiente del entero k.

Tomem? o carta coordenada para D/G la pareja

L(Q (7u(No), pomst),

donde 7, es lafes

por ' a n puntos

enviados al mismo pu

iccidn de 7 sobre N, véase la figura 2.1. Cada punto de 7,(N,,) es enviado
Y, en Ny, para k = 0....,n — 1. De acuerdo a (2.2), estos puntos son

O,el disco A bajo po. Asi,
@ b = poy,'

es una biveccion de m,(V,,) sebre A. Como las funciones p, o v w,, son abiertas y continuas, con-
cluimos que ¢,, es un homeomorfismo.

Para mostrar que los cambios &n]enadas son analfticos, estudiaremos primero la funcion,
/\l?ru, u # v (2.3)

Supongamos que o, € Ny, ap € N,y v
ay = gla,).

= w(a,) = @, es decir, para alguna g € G tenemos

Supongamos que v, y por lo consigifiente av, 116 son puntos fijos ellpthOS Entonces m, es inyectiva

en alguna vecindad de ¢, vy por consi te tier a inversa local 7' que envia a en a,. Ambas
funciones m,¢ v m, coinciden con m, p anto sehihiguales en alguna vecindad de «a,, v toman
1 = X
valores en 7,(N,). Aplicando 7! se tiene g;é = en una vecindad de a,.
Por lo tanto, la funcién (2.3) es mlaliticac

@ de l@mtos fijos no elipticos de G.

Mostremos ahora que los cambios de coordenada (.'?ﬂ 0
de definicién, véase figura 2.2. Eseribimos ¢, = p,o,7, 1,y de I
correspondlentes no fijos de &, se puede calcular que D, 1o una sola rama de p;' y la
funcién ¢,¢, ! resulta ser una composicién de funclones analiticas los puntos correspondientes a
los puntos fijos elipticos, el homeomorfismo ¢,¢, ! es analitico en unavecindad agujerada del punto
en cuestion, y por lo tanto, se tiene una singularidad removible en es 1t0. «

u # v son analiticos en su dominio
ra andloga para ¢,. En los puntos

%
Q)\S\

‘©
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@1‘2.1: Carta coordenada.
Pl

L= @ Lemm -
# - -1 # LY
_" AN ‘ d)!’(bu .4' FaN ‘i
\ ; \ )
A 7 \“‘ .‘/
— s

Figura 2.2: Cambio de coordenada. QA

Definicién 2.27. Dos superficies de Riemann S y T son conformemente e
existe un biholomorfismo f: S — T.

Observacién 2.28. Las superficies de Riemann H? y A son conformemente e%

biholomorfismo )
fHE A, e 2Tl
z+i

@J §ntes sty sdlo si

ntes, via el

o~ *
Una prueba de los siguientes dos resultados puede consultarse en [JS, cap. 4, sec. 17].
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TeorerQ%) (uniformizacién de Riemann). Una superficie de Riemann S simplemente coneza
es confow@nt'e equivalente a uno de las siguientes superficies:

a) La esfe{ e Riemann C.

b) El plano cr@}iﬂ C.
¢) El disco unitari 5&
/

Teorema 2.30. Sea S bierto y simplemente conezo, entonces S = C o bien S es conforme-
mente equivalente al dfam(ﬁtm AW

Definicién 1. Sean M 'r; 0s superficies de Riemann conexas. Una funcién p : M — N
es un mapeo cubriente, si ca a nte de N posee una vecindad conexa U en N que es cubierta
uniformemente. Esto es, cada com ‘tﬂe p~HU) es enviada homeomdrficamente a U.

conexa. La superficie N es llamado el cu e universal de N y es tinica salvo homeomorfismo.

La demostracion del siguiente I@do séfv,de consultar en [J5, cap. 4, sec. 19].

Teorema 2.32. Cada superficie de Ri n S e rmemente equivalente a un espacio cociente
de la forma ST, donde S es el cubriente wmiversal de S, el cual es conformente equivalente a C,C
taan hibre y discontinuamente en S.

Para una superficie conexa N, exmte@iapeo cubriente p : N — N tal que N es simplemente

2.2. Grupos Fuchsianos %

Los resultados aqui presentados estdan basados en [B, 5, L()Q

Definicién 2.33. Un subgrupo G de M es un grupo Fuchsiano aQGélo st existe un disco G-
invariante en el cual G actia discontinuamente.

Del teorema de uniformizacién de Riemann 2.29, bas.consnderar al d 1111tar10 A enla
definicion 2.33. Por otra parte, de la observacién 2.28, A @lconformemente lente a ]I-]I2 por
lo cual un subgrupo G' de M sera fuschiano si y sélo si, GG es un subgrupo disc PSL (2,R).

d‘

‘©
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2.2.1.Gjominios Fundamentales

Sea G u rpo fuchsiano actuando en el plano hiperbdlico A (o H?). Un conjunto fundamental
para G es ur #onjunto F C A el cual contiene exactamente un punto de cada dérbita en A. Asf
dos puntos dis en I no son G-equivalentes y

)
f(F) =
& =

Definicién 2.34. Un s ;wnto D del plano hiperbdlico es un dominio fundamental para un grupo
Juchsiano G si y solo si:

(a) D es un dominio.

(b) Eriste algin conjunto fun al ' con D C F C D, donde D denota la cerradura de D
relativa al plano hiperbdlico. &

(¢) El drea hiperbdlica A,(3D) = 0. ®

Observacion 2.35. Si D es un nio fun ental, entonces para todo g € G distinto de la
identidad

9(D) @"= %9 (D) =
o,

Teorema 2.36. Sea G un subgrupo de M@ﬂﬂm 7 un punto no fijo por ningin elemento
digignto de la identidad de (3, entonces P.'L‘%‘:i? (’(‘iﬂ. ierta 1) de wy que no contiene puntos
G -equivalentes, es decir, cada punto de D representa una

=

distinta
Demostragion. La érbita de wy no se acumula en w, pues esté eg'un punto del dominio de discon-
tinuidad, por lo que existe un disco hiperbdlico @

Dy (wy,0) = {2z € H? : p(uy, 2) < 6}, O/

tal que no contiene puntos G-equivalentes a wy. Afirmamos que el disco @rh olico D = Dy, &n, §/2)
tiene la propiedad que deseamos. De lo contrario, si existe g € G, disti e la identidad, tal
que w, g(w) € Dyl(wg, d/2), entonces se sigue de la invariabilidad de la m@a hiperbélica que

p(g('u,rn):g(w)) < §/2. Lo cual implica 6
plwo, g(wo)) < p(wo, g(w)) + p(g(w), g(wo)) < §/2+ /2, @
lo cual contradice la eleccién de d. \S(\\ <

O

*
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Con@moﬂ; un grupo fuchsiano I' actuando en A y D un dominio fundamental para I' en A.
El grupo D@uce una proyeccién natural abierta y continua 7 : A — A/I". También podemos usar
[' para indy gp'i na relacién de equivalencia en D al identificar los puntos equivalentes Y asi D/I‘
hereda la topo, cociente. Podemos considerar ademds otra proyeccién continua 7 : D — D/T.
De esta manera 10§ alementos de A /T" son las drbitas I'(z), mientras que los de D/T son los conjuntos
DNI(z), para z&\Por lo que,

d}' m(z) =T(z2), #(2)=DnNT(z).

Sear:D— Ala ful@’mclusmn y definamos @ : D/T — A/T como A(DNT(z)) = T(z). Esta

funcién estd bien definida ue para cada z, DN T(z) # 0y
/ 61 = 7. (24)
@siguiente diagrama muestra ién que existe entre las funciones y sus dominios.

-

A

>
A

Queremos estudiar la relacion que existe%D/T LA

Proposicién 2.37. Consideremos las funciones®n, @, 7 y 05 diagrama anterior.
1. Las funciones 8 y T son inyectivas.
2. Las funciones w, 7 y 0 son suprayectivas. @
3. Las funciones m, 7,8 y T son continuas. O’

4. La funcién 7 es abierta : 1)\
Demostracion. La tnica afirmacién que no es evidente es la continuidad d Si A C AT es
abierto, aplicando la ecuacién 2.4, se tiene 5

#1071 (A)) =Dnx(A),

y esto es abierto en D, ya que 7 es continua. Para cualquier B, #7(B) es ablert D siy sélo
si B es abierto en D/T. Por lo tanto, #7}(A) es abierto en D/T y # es continua.

. . . = *
Si se cumple que 8 es un homeomorfismo, se sigue que D/T" y A/T son homeomorfos.
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2.2.2. egion de Dirichlet

En estQ tado se construye la region de Dirichlet y se prueba que para el grupo modular es
un dominio findamental, una buena parte de estos resultados se establecen en el plano hiperbdlico
H?, se puede vefifiear que esto se aplica también al disco de Poincaré A.

Definicién 2.38. @F un grupo fuchsiano y p € H? un punto que no es fijo por ningin elemento
de T' distinto de la iéy}i{ad, La region de Dirichlet estd dada por

Dp(&{z eH*: p(z,p) < p(z. T(p)). para todo T €T}. (2.5)

Por la invarianza de la m@ hiperbélica p bajo los elementos del grupo fuchsiano, la ecuacién
2.5, puede definirse como: /

D,(I')={z e%dg,p) < p(p.T(z)), para todo T € I'}. (2.6)

La region de Dirichlet puede ser desc'@usando el teorema 1.41, es decir, la métrica euclideana
y considerando que la funcién sinh? @ es\cregdiente, cuando a > 0, asi de la ecuacién (2.5) v (2.6)

se tiene ;
. TN p|? —pl?
D, = {z e H?: | ; i’;|‘ %: para todo T € T};
7

o-..
= {z e H?: M\M ara todo T € F} . (2.7)
|z —p| ‘cz—f—

La altima igualdad se sigue del hecho de que T'e M y %
B. A

ImT(z) = m: donde T(Z) = @

2
Ahora consideremos el grupo modular PSL(2, Z). Este subgrupo de M iscreto, actta discon-
tinuamente en H?, v es fuchsiano. Ademés es generado por los elementos T(z) %} vS(z)=—-1/z

Ahora construiremos un dominio fundamental para este grupo usando la reg Dirichlet.

Teorema 2.39. Un dominio fundamental para el grupo modular es

D= {z € H?: |z > 1,|Re(z)| < %} (2.8)

C%\O
O

*
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Demoséﬁn, Sea k > 1y p =ik, este elemento no es fijo por ningiin elemento del grupo modular
distinto dea Jdentidad. Tomando T'(z) = 2410 T(z) = z — L en la ecuacién 2.6, se tiene que ¢ = 0
y d = 1. En"cofisecuencia

[z £1 —ik| > |2z — ik],

lo cual implica que Esta més cerca de ik que de ik +1 (en la métrica euclideana). Por consiguiente

d}‘ palr) < {z W R < 3 |

2

donde I' es el grupo mod hora sustituyamos T(z) = —1/z en laecuacién (2.6), asic = 1,d = (.
Entonces para todo z € Dy tiene

luego
1 z|2 > |z — ik]?.

Ahora escribiendo |1 +ikz|? = (1+ikz (1 ), |z —ki|? = (2 —ik)(Z +ik) y desarrollando se tiene
é ara

que |z| > 1. En consecuencia, D;( mostrar la otra contencién usaremos las siguientes

afirmaciones.
Afirmacion (1): El conjunto DI;_ c,1111 011 respecto al eJe imaginario, es decir, si
2 € Dy(l) v A(z) = —Z es la reflexién 1 1m 11 ario, entonces A(z) € Dy (I).

Demostracion: Notemos que A es una h ellexion jja todos los puntos del eje imaginario.
Como A7Yz)=—-zy A7'TA € I para todo que

p(A(z],% plz,ik) < plz, AT TAGE)) = p (AGWPA(K)) = p (A(2), T(ik)),

va que A es una isometria. En consecuencia A(z) € Dy (T). @

Afirmacion (2): Sean z € D, S e '\ {I} y w=5(z) € D. Ento@ﬂ, wedD, yz=wbzy

w son simétricos con respecto al eje imaginario. ®
Demostracion: Sea S € T', es decir A
8.,

S(Z):m, a,be,d e Z, ad—be=1. @S
Entonces @

lez 4+ d)? = (cz + d)(cz 4+ d) = ¢?|z)* + 2cdRe(2) + d > & — cd + d? >\S<\\

La dltima desigualdad es clara si cd < 0.
*
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% escribimos ¢ — ed + d* = (¢ — d)? + cd = 1. En consecuencia

é ‘ Im(2)

Im(w) < I'm(z).

B [ez+d]?2 —

Si 1ntercamb1 5 los papeles de zy w, usando S' en lugar de S, se obtiene Im(z) < I'm(w).
Por lo tanto, I'm Im (w) v |ez + d|2 = 1. En consecuencia cada una de las desigualdades

anteriores son una i 1. Asi

)5, (c—d?+ed=1,y (2.9)
%(MQ — 1)+ cd(2Re(z) + 1) = 0. (2.10)
Tenemos tres posibilidades:

a) Sie=0,d= =1, S(z) = z@ entonces z v w estdn en la recta vertical que es parte de la
frontera de D, como z; y wy e@'ﬁgura 2.3.

b) Sie = £1,d = 0, de la ecuacién 0) se tiene que |z| = 1. En este caso S(z) = Z=L =
+a— i = ta—z. Como S(z) € D, ),—101. Sia=0entonces S(z) = —%. En este caso,
2y S(z) son como 2z, y wy en la figura 2.3, (posiblemente z, = w, = i). Si a = £1 entonces
z=%§.Ene5tecasoz%« gura 2.3y S(z) = 2.

¢) Sie=d = =41, la ecuacién ( mplicaue |z| = 1, Re(z) = —3, asi que z = z3. Como
S(z3) €Dy S( ;) tiene la misma im 1 ia que 23, se tiene S(z3) = 23 0 S(z3) = w;.

En todo caso, S(z) = 26 S(z) y z son sun{ s con 501;0 al eje imaginario.
e

Ahora supongamos que z; € D. Entonces ¢ Dy; es @r&gién fundamental, existe T € T tal

que T'(zg) € Dyu(1') € D. Por la afirmacién (2), 2 = 1'(z0) 7 T'(zp) son simétricos con respecto
al eje imaginario y por la afirmacién (1), zp € Dy (T'). Por lc@ D = Dy (T). <

%

+

Figura 2.3: Dominio fundamental para el grupo modular.
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Obser@n 2.40. a) SiT esun grupo fuchsiano actuando en 2, y f : H? — A es lo isometria
dada”e la‘eguacién (1.10), entonces para cada g € T' se tiene que fqf ™" es una isometria en
A A fyﬁf [:= fTf7! es un grupo fuchsiano en A isomorfo a T, via el isomorfismo

I —
® U, T ! T, (2.11)
)% g y(0) = faS .
b) SiT es un grupo f no actuando en H2 con un nimero finito de generadores, entonces T es
un grupo fuchisano ndo en A con un nimero finito de generadores. Para cada generador

geT, fgf " es un gefr enT.

c) Debido a que el grupo %&sté generado por T(z) = z+1 y S(z) = =1, es isomorfo al
o

grupo fuchsiano en A dado @
A= (s,

donde ®

Yy fSfTHw) = —w. (2.12)

Ahora usaremos la regién fundamental descrita p ecuacién (2.8) y la enviaremos en A,
mediante la funcién f. o
*
Calculamos las imdgenes de puntos estratégicos de T2, bajo)f v recordando que bajo transfor-

maciones de Mobius rectas o circunferencias son enviadas en fectas o circunferencias.
Asi, veamos las imagenes de rectas especificas:

L f(-i+t), t=>%. QO,
2 fl4t), t>% Q)\

3 (=) =1, f(1)=—i
4 f(5+ %?) = 2}%, ;- %1) = 2\%, si t — oo, entonces f(ti) = 1%

S

‘©

+
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Figura 2.4: DOIQ‘yfmdamental inducido por el grupo modular en A.

2.3. Grupos Kleini en M’

Los resultados aqul presentados estén basados en [MT].
En este apartado mencionaremos grt lelmanos en el espacio hiperbdlico de dimension tres.
Para esto daremos algunos resultados que yudaran a discutir el concepto de grupo kleiniano y

algunas propiedades que éste pose@%
Consideremos la bola unitaria de n&loni , en ¢l espacio cuclideano R?;

(N<1}

Podemos definir una métrica dada por qutrlca 611111&11&

|dz|
= |z?) 2
Al espacio riemanniano H* := (B®, ds?), le lamaremos espacie hiperbélico de dimensién tres.

Dada una curva suave v : [0, 1] — H®, la longitud hiperbélica se como

) — ff 22 e
0~ A

Para dos puntos z, y € H* la distancia hiperbdlica entre z,y estd dada p@

d(a,y) = A1), 0

donde y(0) = z, ¥(1) = y. @\S\
@
O

+

En R3 definimos la funcién similitud, S : R? — R3, donde

S(r) = XAz +b  S(oc) =00, para A >0,beR* A€ 0(3),
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donde 6’&5 el grupo de transformaciones ortogonales en R*.

Deﬁnil@bﬁ?ﬂbién la funcion reflexion fundamental, J : R — ]Rig, por

Q J(z):%= J(0) = 0o, J(00) = 0.
e

Observacion 2.41.\9}&?}61’0%3 stmilitud y reflevion fundamental, son automorfismos en 3.

Definicién 2.42. Una @ﬁfm‘macidn de Mébius en R?, es un automorfismo en R® que preserva

orientacion y es obtenida una composicion finita de similitudes y refleviones fundamentales.
18

Sea F un subconjunto de@denotmnos por Mah(E) al grupo de transformaciones de Mabius
que deja invariante a £, en pa‘r‘t}pﬂfar tenemos Mob(H?).

Proposicién 2.43. Una transfor de Mobius en H?, es una isometria con respecto a la
métrica hiperbdlica de B, es decir, s ;&ce

|T" (2 3
- (%l—lmz’ x e H”.

Definicién 2.44. Un espacio topologi cz o y Hausdorff, es llamado variedad hiperbolica
de dimensidn tres, si tiene una familia , D) amada atlas, la cual satisface las siguientes
condiciones: °

1. Cada U, es un subconjunto abierto de@ U, }oes una cubierta de M.
2. Cada ¢, es un homeomorfismo de U, en un subconj@) bierto de °.
3. SiU,NUg es no vacio, entonees @

batz’ : 93(Ua N Up) = da(Ua W),

es un difeomorfismo que preserva orientacion y la métrica hipe &a,

Definicién 2.45. Un subgrupo T' de las isometrias de H® que preservan @acidn, €5 un grupo
kleiniano, si I actia discontinuamente en H3.

Observacion 2.46. Eziste una identificacion de las isometrias de H® que presérvan orientacion
con PSL(2,C).

()

Diremos que un subgrupo I' de PSL(2,C) es libre de torsién, si no tiene elemen;o@ orden

finito fuera de la identidad. .
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Deﬁni@.{?. Para un grupo kleiniano T, definimos el poliedro de Dirichlet con eentro ena € H®

como: O R
P, = {p e H*: d(a,p) < d(p,~v(a)), para todo v € I‘} ,
donde a no es'fifo_por ningin v € T'\ {I}.
e

Para un grupo kleiniano T, consideremos la 6rbita de un punto p € H?, bajo la accién de T, el

cual es el conjunto: 7
O’ T(p)={1(p): v €T}

Dado que I' actiia discont ente en H®, I'(p) tiene puntos de acumulacién sélo en la frontera,
esto es en §? € R%. Los pun acumulacién son llamados puntos limites de I' y el conjunto de
todos éstos, es el conjunto limw ), el cual es cerrado.

Para un grupo kleiniano I, el %@m&nto del conjunto limite Q(T) = 82\ A(T"), es el dominio
de discontinuidad de I'.
o

Si (T) = 0, diremos que T' es un gr@ kleiniano de primera clase, en caso contrario diremos
que es de segunda clase. e

Definicién 2.48. Sea I' un grupo®kicingano Eyme torsidn, una variedad (H* U Q(T)) /T posible-
mente con frontera, denotada por ) s Uamada variedad kleiniana. El interior es H*/T, el cual
admite una estructura hiperbélica den@ I¢

poOT
*
Observacion 2.49. Si I" es de primera ] go( entor = Np.

© %

*




Capitulo 3
Dinamica de Funciones Racionales

En este capitulo estudiaremos algunos resultados de la dindmica de las funciones racionales
definidas de la esfera C en si mism®. Los resultados aqui presentados estan basados en [Be, C/G].

Una funcién racional R : € — C %‘l&ﬁnida como el cociente de dos polinomios P, (), es decir,
P2y
QA

R(z) = R(o0) := R(1/2)|-=0,

donde P, () son primos relativos. Logspolos de Wil son los ceros de €, y la funcion definida en C
es analitica cuyo grado es el maximo @de los grados de P y Q. Denotaremos por R al espacio de
funciones racionales en C dotado de la topologia”cenirespecto a la convergencia uniforme, véase
[Be].

Para analizar la dindmica de una familia‘deSfunciones racionales, es importante considerar que
1111.1cha'Jropiedades dindmicas se preservan baje‘conjugacitny En particular, decimos que dos fun-

ciones racionales R y S son conjugadas analiticfmente, si €idte g € M tal que S = gRg ', esto
es:

R~ S siysélosiexiste ge M tal que S=7gRg " (3.1)

Notese que g conjugacion es una relacion de equivalencia. Ademds/ si/R y S con conjugadas,
entonces deg(R) = deg(9). Ademds, si 5 = gRg~!, entonces 5™ = gR"g~ L.

no de los problemas principales en el estudio de la iteracién de una fwueion racional R, es
mostrar la convergencia de la sucesion {R"} generada a partir de una cmﬁM inicial z € C,
donde B" es la n-ésima composicion de R consigo misma.

Dado z € C, definimos los siguientes conjuntos:

1. La érbita de z bajo R,

Op(z) ={we C:w=R"(z),n>0}.

37
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2. Léﬁta de z hacia atrds bajo R,

O N On(z)={we C: R"(w) = z,n >0}.

3. La orbita c@ﬂeta de z bajo R,

/\}\‘ QORz)—{wEC w= R"(z), neZ}.
7

Sea R una funcién racionaw f:nos que z € C es un punto:

(1) Periddico de R si existe n € e R™( z. Al menor n € N que satisface esta propiedad
se le llama el periodo de z baj i n =1 decimos que 2z es un punto fijo de R.

(2) Eventualmente periédico de perio

c@, si existe m € N tal que R™(z) es un punto periddico
de periodo n. e

Definicién 3.1. Sex [ una funcidn a a Y z@punto fijo de [ con multiplicador X\ = D f(z),
donde Df(z) denota la derivada comp f e zAar’imo‘; que z es:

*

1. Atractor si |\ < 1; si A\ =0 decim 'q/ es sQr atractor.

2. Repulsor si |A| = 1. O O

*
3. Indiferente si |\ = 1. g

1 una funcién analitica f tiene un punto fijo indiferente, z, el 1plicad0r A es de madulo uno,

A = e v # puede ser racional o irracional y la dindmica en una \r@g@d de z esta determinada
por la aritmética de 6.

Definicién 3.2. Sea [ una funcion analitica y z un punto fijo de f c;nwiph'cador A = il
Decimos que z es un punto:

1. Parabélico, si 8 es racional. j

2. Siegel, si 6 es irracional y [ es analiticamente conjugada a Az en una uemr@ de z.

0

?ﬁ ocurre el caso 2, decimos que [ es linealizable y al dominio mazimo de linealizacio n
Disco de Siegel.

3. Cremer, si 8 es irracional y no es de Siegel.

llama
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5
Seaw funcién analitica no constante en z; € C. Entonces f tiene una expansion en serie de
Taylor enaina vecindad de zg,

f(2) = ao + ar(z — )" + appa(z — ) +- -,
donde a; # 0, v £'€ N es determinado por la condicion de que el limite,

o 1) = (1)

Z—rzn (2’ — Zn)k

exista y sea diferente de ¢€rosAl entero k se le llamado valencia de f en zj v es denotado por vy(z).

3.1. Dinamica de'las Transformaciones de Mobius

En este apartado analizaremosJa’dinamica de las transformaciones de Mobius, M, que hemos
definido en 1.15, que son justamentd las funciones racionales definidas en C que tienen grado uno.

Las transformaciones de Mobius, sontfunciones que pueden ser determinadas sus iteradas de
manera explicita, como mostraremos enseguida. Evidentemente una transformacién de Mébius tiene
a lo méas dos puntos fijos en C.

Proposicién 3.3. Sea 1" € M con ununico pusito fijo o, entonces para todo z € C

lfim T"() =,

T
Demostracion. Sea 1" € M. Consideremos®eleaso cuando 7" solo tiene un punto fijo. Supongamos
que T fija oo, entonces T(z2) = z + a, a # Oy yopor lotanto T™(z) = 2z + na. Luego T"(2) — oo,
n— oc.

L que envia

z—a’

Ahora supongamos que T tiene solo un punto fijo o € C7 Censideremos g(z) =
a en oo. Definamos S(z) = gTg '(z), notemos que

S(00) = gTg™ () = gT(a) = g(a) ',

Luego S es una traslacién y en consecuencia lim S"(z) = oo. Adem#€ S%(2) = gT"¢ '(2). Reem-

TE— D0
plazando z por g(z) y aplicando g=' por la derecha se tiene g='5™(g(2]) =\T"(z). Por lo tanto,
T(z) = g Hoc) = a.

«

La demostracién anterior proporciona un método para calcular explicitamenté la forma de T,
donde T™ = g='58™g, con g v S conocidos.

Sea T € M con exactamente dos puntos fijos distintos en C.

Primero analizaremos el caso cuando T fija 0, c0. Entonces T(z) = kz v T"(z) = k™2, k € C.
Claramente T™ fija 0 e co. Ademds para todo z € C se cumple:
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Lema Q i T e My fijal gao, entonces para todo z € C, se cumple:
(a) T"(»Z)é/ﬂ? si[k| < 1,
(b) [T"(2)| et s
(¢) T"(2) — ooy stk > 1.

Si k| =1, se tiene l”-s;\ iente:
(1) k es una n-ésima % la unidad, y T" es la identidad.

=.

k| =1,

(2) k no es raiz de la uni O)os puntos T"(z) son densos en la circunferencia de |z|.

St Fix(T) = {«, B}, o # ‘ﬂﬁtruunos g € M tal que g envia @ en 0 y 5 en cc. Por ejemplo
sia, e LC tenemof-. O
- -
g =3

Sea S = gTg™!, asf se sigue que § hJa . Como gy T envian circunferencias en circunferencias
por el lema 3.4, se tiene el siguiente resu

Proposicién 3.5. Sea T' € M co unt s distintos. Entonces T"(z) converge a un punto
Jijo de T, o se mueve ciclicamente conjunto finite de puntos, o bien forman un
subconjunto denso en la circunferenci (’ent'.r I y radio |z|.

Como antes se puede dar un método$ encon W‘ de manera explicita.
Consideremos el siguiente: ( O O

Ejemplo 3.6. Sea . o
Rz - 222 O) (32)

T 221
Afirmamos que @
" (2n+1)z —2n .
R*(z) = 2nz= (2n —1)° O, (3.3)

Hagamos la prueba por induccidon. Es claro que se cumple para n = 1. Suporgamos que se cumple
para n — 1, es decir

2n—-1)z—-2(n—-1
Ru—l (Z) — ( ) ( . ) . @
2(n— 1)z — (2n — 3) 6
Usando notacién matricial, se tiene

(oY
R,;:Rogl_a:(?)—Q)(Qn—l —2(n—1))2(2n+1 =4

2 -1 2(n—1) —(2n—3) 2n —(2n —

Por lo tanto, se cumple la afirmacién para todo n € N.
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Redugiendo la ecuacion (3.3), se tiene que es igual a:

O ¢ z—1
/L 1+2nz—(2n—l)'

Notemos que&co punto fijo en C de Res 1, por lo que lim R*(z) = 1.

TI— DO

La proposicidon \5\ dema 3.4 y la proposicién 3.5, muestran las iteradas de una funcién ra-
cional de grado uno yen-particular, se puede observar que la dindamica de los elementos de M es
relativamente simple. P que a partir de la siguiente seccidén analizaremos el caso de funciones

racionales de grado mayor@no.

3.2. Conjuntos d@?ia y Fatou

A continuacién, estudiaremos
igual a dos.

- . . .
s propiedades para funciones racionales de grado mayor o

Para analizar el tipo de punto fijo quevpresenta una aplicacién racional R en oo, usualmente,
primero se considera el cambio de %1 aediante la aplicacién %: v posteriormente, la funcién

1 .
NL‘Z) SWZ)
7 (( )

*
En el caso cuando R = P, donde P(z) =§ﬂ\+ e ™ es un polinomio de grado n, entonces
P(oc) = lim P(z) = cc. En este caso tenem @
00 o

PR S
g CP(1/z2)  ap+ e+ dpz¥

4
Por lo que J'es un punto fijo super atractor para g, luego oo es umnto fijo super atractor para P.

. Q/
Definicién 3.7. Un punto z € C es un cr@fico de una aplicacion ra R si no es inyectiva en
cualquier vecindad de z; equivalentemente, st la derivada de R se anu 2,0 es un polo mailtiple
de R. A la imagen bajo R de un punto critico se le llama valor critico. )\

g R es una funcién de grado d y w no es un valor critico, entonces R~ {w ne exactamente

d preimagenes distintas z, ..., zg. Como ninguno de los z; son puntos criticos, n vecindades
N dewy Ny, ...,Nyde z....,z24, respectivamente, de tal manera que R es hiye \\f\de cada Nj
sobre N. En consecuencia existe (\

RN = Ny, o

a la cual lamamos una rama de B! en w. .




3.2 Conjuntos de Julia y Fatou 42

COUG es inyectiva en alguna vecindad de C y R' es distinta de cero o polo, se tiene que
1,&@; todo z, a excepcion de un conjunto finito de z. Asi

Z (vr(z) — 1) < o,
@«

Teorema 3.8 Fomnﬁ/@)ﬁemaml— Hurwitz). Para una funcién racional R,

donde z € C.

@ (vr(z) — 1) =2deg(R) — 2. (3.4)

Demostracion. Primero, notamog.fue ambos lados de la igualdad (3.4), son invariantes bajo con-
jugacién, asi es suficiente probar #3.4), para algin conjugado de R. Sea € € C tal que R(£) £ &,
vr(€) =1y que R(z) = ¢ tenga d ¢ iones distintas. Consideremos g € M tal que g envia £ a 0o
v R(€) a 1. Siescribimos S = gRg™, }\nces S tiene la mismas propiedades que R, v etiquetando
a S como R, podemos suponer: ®

1. R(oo) =1. e

2. R tiene polos simples distintc@h . ‘7& C.
3. vp(oc) = 1. ! O

.. . . . * . .
Las condiciones anteriores implican que la’yalencia @'ﬁ oc y en cada z; es uno, en consecuencia
la suma (3.4), es la misma que ( Y

> () - 1)4 (3.5)

sumado sobre todo z € C excepto en los puntos ;. Para toc R(z) € Cy asi el valor de (3.5) es
el nimero de ceros de R'(z).
Si R=P/Q, con Py @ coprimos, entonces @

QGP O

Notemos que la aplicacién racional anterior esta en su forma reducida, pfies'los polinomios del
numerador y denominador no tienen ceros en comin, entonces

&Y
U=g(zj)Q(zj) = P(%)Q (%), 6

pero asi P(z;) = 0 (que es falso, pues P/ estd en su forma reducida) o ¢ (z ; ) ue es falso
va que los z; soffjceros simples de (). Se sigue entonces que (3.5) es el mimero de eé?\de R(z
también v es el grado de P'Q — PQ’ o equivalentemente el grado del polinomio R'Q%.
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gal@mos el grado de este polinomio encontrando su orden de crecimiento en oo, Observemos
que Q(z)zf?tieinde a un nimero finito distinto de cero cuando z — oc. El hecho de que vg(oc) = 1,
significa qué ﬁ'e::; inyectiva en alguna vecindad de oo y asi

R(l/fz)=1+az+ -,

cerca del origen, c 1 0. Derivando ambos lados y reemplazando z por 1/z, se tiene que 2?R'(z)
tiene un limite finitowdis nto de cero en oo y asi se tiene que (3.5) es 2d — 2.

O’ )
Teorema 3.9. Sea R un m'n racional de grado d, entonces el nidmero de puntos eriticos
(contando multiplicidades) es d

Demosfgcion. Sin pérdida de gerteralidad (salvo conjugacién en el conjunto de funciones racio-
nales), podemos suponer que 0o m punto fijo ni valor eritico de R, y ademés R(cc) = 0.
Entonces, R tiene la siguiente forma A

QJr +ﬂd 1?1(I !

R(z
) v‘b(, +-
Los puntos criticos de R, son las cione R’( ) =0, las cuales a su vez, son los ceros del
polinomio de grado 2(d —1): ®
(bo+ - +2N(ay + -+ (d— 1)37,{11; 2) p cdag 2N (by 4 4 d2tTh.
Finalmente, la demostracion se sigue del teofema fun tal de dalgebra . <

2

Teorema 3.10. gea R una funcion racional de grado d,

fijos en C.

es R tiene a lo mds d + 1 puntos

Demostracion. Sea R #3P/Q, donde P, () son polinomios copril@ Entonces R(z) = z es equiva-
lente a P(z) —2Q(z) = 0. La cual tiene al menos una solucién «. Sea ransformacién de Mobius
que envia o en oc; se tiene que h = M RM ! fija co. Luego, existen ;b) olinomios coprimos tales
que h =r/s con deg(r) > d > deg(s), as{ h(z) = z tiene a lo mds d so nes. En consecuencia R
tiene a lo mas d + 1 puntos fijos en C. ) <

Definicién 3.11. Sean X un espacio topoldgico, f: X — X wuna funcion ;%X. Entonces F

€8

b) Invariante hacia atrds, si f~'(E) = E

a) ITnvariante hacia adelante, si f(E) = E. \S\

¢) Completamente invariante, si f(E) = E = f~Y(E). .
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Obseréﬂn 3.12. Si [ es una funcion suprayectiva, enfonces los conceptos de invarianza hacia
atrds y m@t amente invariante coinciden.

*

Teorema 3.13. n R una funcion racional de grado mayor o igual a dos, E C C finito y
completamente 1 iante bajo R. Entonces, E tiene a lo mds dos elementos.

Demostracion. Sup&j} 105 ue F es completamente invariante bajo R v ademas tiene & elementos.
Dado que FE es finito, actuar como una permutacién para E v de esta manera existe n € N
tal qfff " es la fllllClOI&tldad en E. Supongamos que R" es de grado d. Entonces para todo
w € B, la ecuacion R™( &w tiene d soluciones contando multiplicidades y por la formula de
Riemann-Hurwmz 3.8, aphc‘; tenemos que k(d—1) <2(d —1), y como d = 2, se tiene que

k<2. / «

Observacion 3.14. Las aplicacion@?ionales son abiertas, por ser analiticas y no constantes.

Teorema 3.15. Sea [ una funcion (’onta abaf"rta de un espacio topologico en si mismo y E C X
completamente invariante bajo f. é os conjuntos X \ E, E°, OF, E son completamente

invariantes.

Demostracion. Es claro que X\ E es p etan 1t invariante, ya que si no lo fuera, tampoco lo
serfa F. Como f es continuaen X, f ! un _]1111130 abierto de f~}(E), y por la invarianza

se tiene que es abierto en E, de esta mai j'f . Similarmente, como [ es una funcién
abierta, f(E°) es un subconjunto abierto de nton €3 (E°) C E°y E° C f7Y(f(E®)) C f(E°),
luego E° es completamente invariante. O

Ahora como E, X \ E y E° son completamente invari%e sigue que £y GF, también los
son.

>

Definicién 3.16. Sea F una familia de funciones analiticas en un dominio D de C. La familia F es
normal, si toda sucesion { [} en F tiene una subsucesion { [, } en e converge uniformemente
en discos compactos contenidos en U.

Definicién 3.17. Una familia F de funciones analiticas en un dominio D de G.es equicontinua en
zp € D, si para cada £ > 0, existe 0 > 0 tal que para todo z € D y para todo

d(zp, 2) <9 implica que d(f(z0), f(2)) <e. @
La familia F es equicontinua en I, si es equicontinua en cada punto de D. \s}\

; fut
Los siguientes resultados caracterizan la normalidad de una familia de funciones analiticas en
un dominio de la esfera de Riemann C, para una demostracién consultar [Be, cap. 3, sec. d]
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TeorerQ 8 ( Montel). Sea F una familia de funciones analiticas en un dominio D de C. Si la

Jamilia }_ te al menos tres puntos en C, entonces F es normal.

Teorema 3.1 a F una familia de funciones analiticas en un dominio D de C. Supongamos
que existe una te m > 0 tal que para cada [ € F existen ay,by,c; € C de manera que se
cumplen las saqu ondﬁ(’mnes

1) La funcidén f noﬂﬁi los valores ag, by, cp en D,

2) min{d(ay, by),d(b;, ¢

Entonces, F es normal en O

Teorema 3.20. Sea F una fam e funciones analiticas en un dominio D de C. La familia F
es equicontinua en 1) s1y solo si e al en 1,

(ay,¢)} 2 m.

Definicién 3.21. Sea R una apla(’a(’aon@zgnal. Definimos el conjunto de Fatou F(R) como:

F(R):={z€ C: @Ps normal en  D.(z), pura algin = > 0},
y el conjunto de Julia como: ?
@fn (éfc)
3.2.1. Propledades de los Con_]u de/d)@a y Fatou
En esta subseccion enunmaremos algunas propiedades conjuntos de Fatou y Julia de una
funcién racional R. Los resultados expuestos aqui, estan basadoslen [Be, (G

D)

Teorema 3.22. Dada una aplicacion racional R que no es constanfe, € tiene que F'(R') = F(R)
?é](Ri") = J(R), para cada p € N.

Demostracion. Sea S = RP. Como {S™ : n € N} es una subfamilia de {R" ; N}, entonces esta
familia es equicontinua, ya que {R" : n € N} es equicontinua, por lo que F(R) G F(S). Ahora como

cada R* satisface la condicién de Lipschitz, la familia F; = {Rk (S™):n > quicontinua, ya
que la familia {S" :n € N} lo es. Eapartwular cada F. es equicontinua en F( en consecuencia
lo es en la union finita U o Fn- Como esta unién es {R™ : n > 0}, la famili ' n € N}
es equicontinua en F(S), y asi F(S) = F(R). Finalmente como J(R) = C\ F(R){%e tiene que

J(R?) = J(R). @ <

O

+
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TeorerQ23. Sea R una aplicacion racional. Entonees los conjuntos de Fatou F(R) y Julia J(R)
son complt@w'r.lte invariantes.

Demostv‘acio’( el teorema 3.15 es suficiente mostrar que F(R) es completamente invariante, y
como R es sup aﬁ;& solo necesitamos mostrar que R es invariante hacia atras.

SIZ(}ER

éw, wy) < 6, enton todon e N

O’ d(R" (w), R () < =.

Como R es continua, exiSQ tal que sid(z,z) fr, entonces d(R(z), R(z) <4, y en conse-
cuencia d(R"*1(z), R (29))" . Luego la familia {R™' : n € N} es equicontinua en z, por lo
tanto, lo es en R7}(F(R)), co ~Y(F(R)) es abierto entonces, R~(F(R)) C F(R).

E wg = R(zp), entonces wy € F(R). Asi para ¢ > 0, existe § > 0 tal que si

) ¥ wy = R(z). Como z; € F(R), dado £ > 0, existe
< 6, entonces d (R™1(z2), R"*!(%)) < . Notemos ahora
1 abierta de zy, con la propiedad de que R(B) es una
ablerta Siw € R(B), entonces w = R(z) para algtin

Para la otra contencion. Sea
6 = 0 tal que para todon € N, si d
que B = {z : d(z,2;) < 8} es una vefin
vecindad abierta de wg, por ser R una fu
z € B, asi

Ru H’ @1)) — 1z+1 Ru+1 )) <&
Por lo tanto, wy € F(R CR &R)) nsecuencia, F'(R) es completamente invariante,

como también J(R). /

Definici@m 3.24. Diremos que z € C es un p@ P:L‘(‘EQ [ de R, si la drbita completa GOg(z)
es finita, al conjunto de tales puntos lo denotamas con E(@

«

\

Teorema 3.25. Una aplicacion cional R de grado mayor & dos, tiene a lo mds dos puntos
excepeionales. Si E(R) = {n}, entonces R es ugada a un nomio de tal manera que o se
corresponde con oco. Si E(R) = {a, 8 : o # 0}, entonces R es co a a alguna funcion de la
forma z > az®, donde o y 3 corresponden con () e oo, respectivamentt

Demostracion. Ee la definicién F(R), es completamente invariante bajo R y )‘no consecuencia del
teorema 3.13, tiene a lo més dos puntos. Después de una conjugacion con 111§ ite. Existen cuatro

posibilidades (salvo conjugacion): 6

{00} = GOn(0), Q)\S\

= {0, 00}, GOx(0) = {0}, GOx(00) = {oc}, %
= {0, 00} = GOg(0) = GOR(0). .

1. E(R

2. E(R

3. E(R

(R)
(R)
(R)
(R)

4. E(R
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n el p caso, no hay nada que aclarar. En el segundo caso, tenemos que R debe cumplir que
y esta condicién implica que R debe tener un polo en oc, y no hay otros polos fuera

de este asi ser conjugada a un polinomio. En el tercer caso, notemos que de nuevo se puede
conjugar a un 1om1o; pues se tienen las mismas condiciones sobre los polos, R71(0) = 0, luego
es claro que el 1 cero de la aplicacion es 0; por lo tanto, la funcién racional es conjugada a la
funcién az?, para@‘u. Por iiltimo, se tiene que R(0) = oo y R(oco) = 0, lo que implica que R tiene
todos sus ceros y po@(l'{ﬁ, oo}. Asi oo es su cero y 0 es su polo. Por lo que R debe ser conjugada
aazt d>0. 7 «

Para una demostracic‘n@los siguientes resultados, ver [Be, cap. 4, sec. 1].

Corolario 3.26. Sea R un&ién racional de grado mayor o igual a dos, entonces los puntos

excepcionales de R, E(R) estéM‘(R),

<

Teorema 3.27. La drbita hacia a Qe z bajo R, Ogx(z) es finita si y sdlo si z es un punto

excepeional.

Teorema 3.28. Si R es una aplicacidn rac ; al de grado mayor o igual a dos, entonces el conjunto
de Julia J(R) es infinito.

Demostracion. Mostraremos primero (R) Oo vacio. Si J(R) es vacfo, entonces se sigue
consegficneia existe una subsucesién {R™} de {R"}

que la familia {R"} es normal en todo Eye
ale Rien@?ﬁ a una funcién holomorfa S : ¢ — C

que converge uniformente en toda la esfe
eventualmente, es decir para una & suficientemente grandeyel grado de R™ es igual al grado de S,
uando n — oo, se sigue entonces que

ahora como el grado de R™ es igual a d" y est erge a
el grado de S es co. Hego es una contradiccién. Por lo ta (R) no es vacio. Ahora J(R) tiene
i J(R) es finito, entonces o debe

- o:- puntos excepcionales estdn en

al menos un punto «, como J(R) es completamente invariant
ser un punto excepcional, del corolario 3.26, es imposible, pue;

F(R). Por lo tanto, J(R) es infinito. <

Una pregunta natural es si habra un resultado analogo al teore
Fatou, que garantice su no vacuidad, la respuesta es no y se puede ver 1 ejemplo de Lattés (ver
[Be, cap.4, sec. 3]), para el cual el conjunto de Fatou es vacio. Este ejemplo%dado por la funcién
racional de grado cuatro:

3.28, para el conjunto de

R(z) = M %

4z(22 — 1)

Teorema 3.29. gea R una funcidn racional de grado mayor o igual a dos. Supo s que A es
subconjunto cerrado, completamente invariante en la esfera de Riemann C. Enton (\

a) A tiene a lo mds dos elementos y A C E(R) C F(R), o bien, o

*

b) A es infinito y ademds J(R) C A.
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Demos@n, Del teorema 3.13, sabemos que A tiene a lo més dos elementos 6 es infinito. Si A es
finito entorice| sélo tlene puntos excepcionales v en consecuencia se sigue a). Por otra parte, si A
es infinito, gfs r completamente invariante también lo es su complemento B, v en consecuencia
cada " transﬁna el conjunto abierto B en si mismo. Por lo tanto, la familia {R"} restringida a
B, omite tres pt y dados en A y por el teorema de Montel 3.18, se sigue que la familia {R"} es
normal en B, en’%uencia BCF(R)y J(R)CA. «

Observacion 3.30.\9 teorema anterior se tiene que J(R) es el conjunto mds pequeiio, cerrado
y completamente invari ijo R en C, que contiene al menos tres puntos, aunque en realidad

contiene una infinidad. @ .
1
Teorema 3.31. Si R es u cacidn racional, entonces J(R) = C o bien J(R) tiene interior

vacio. /

Demostracion.giotamos que la 4@ de Riemarnn C es la unién ajena del interior, frontera de
J(R) v F(R). Ademés cada uno de¢esfos conjuntos son completamente invariante. Si F(R) es no
vacio, entonces F(R)UJJ(R) es un ¢ to completamente invariante, cerrado e infinito, y por la

minimalidad de J(R), se sigue que J(R)@J(R). <

Teorema 3.32. Si R es una aplit@mm e grado mayor o igual a dos, entonces J(R) es
perfecto y por tanto no numerable.

Demostracion. Sabemos que J(R) es iifi ; se%&entonces que el conjunto de puntos de acu-
mulacion J' es no vacio y ademds es ce " Puet e R tiene grado finito y es continua, se
tiene que R(J") C J'. Por lo que J' C R_I@; yp R una aplicacién abierta se sigue que
R7Y(J') C J'. Asi J' es completamente invar e @ De la minimalidad de J(R), se sigue
que J(R) C J', luego J(R) = J'. Por lo tanto@R no ti untos aislados, es decir, J(R) es un
conjunto perfecto y no numerable. -«

La prueba de los siguientes resultados, puede consultarse en @ cap. 4, sec. 2|.

Teorema 3.33. Sea R una aplicacion racional de grado mayor o tidos, y V' wna vecindad de
z tal que z € J(R). Entonces: &

a) Upsg B™(V) > C\ E(B), )\
b) para todo n suficientemente grande, J(R) C R*(V). %

Propis,icién 3.34. Sea R una aplicacion racional de grado al menos dos. Ento \s.\
1
1. Si z no es un punto excepcional, entonces J(R) estd contenido en la cerradura @E(z).

2. Siz e J(R), entonces J(R) es la cerradura de Op(z). o

+
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Propo@'n 3. 5 Smn Ry S funciones racionales de al menos grado dos. St R y S conmutan,

entonces . =
/

Teorema 3.36. u una funcién racional R, el conjunto de Julia J(R) es la cerradura del conjunto
de puntos perid epulsores.

)X

Teorema 3.37. Si R / a_funcidn racional de grado al menos dos, entonces J(R) estd contenido
en la cerradura del cong e puntos periddicos de R.

Demoanacio’n, Com;iderm§ onjunto abierto V', tal que V' N J(R) # 0, deseamos demostrar
que V contiene algin punto pefiédico de R. Tomemos w € V' N J(R) y supongamos que éste no es
un valor critico de B2, si lo fng gimos otro cercano a éste que no lo sea. Como el grado de R
es al menos dos y w no es un pufitgeeritico, existen al menos cuatro puntos distintos en B=2{w}.
Consideremos tres de ellos distintos ‘,-y construyamos vecindades V5, Vi, Va, Vi alrededor de las
preimagenes de w, cada una de esta_ v€eindades disjuntas dos a dos, con V5 € V, asi R? es un

homeomorfismo de cada V; sobre V. Cor remos 9; : Vy — V; la inversa local de B?. Si para cada
z € Vg, paratodai= 1,2, 3y n € N, tene 1119 R"*(z) # Si(z) entonces { R"} serfa normal en V}
lo que es imposible. Asi, existen z calgin @ € {1,2,3} y algin n € N, tal que R"(z) = 5i(2),
en consecuencia R*"(z ) R*(S; @ DOFV anto z es un punto periédico de R en V. <

Los siguientes resultados muestran ('mﬁn 1es ](&g el cual el conjunto de Julia de una funcién
racional es toda la esfera de Riemann. La defiy t.tram@el siguiente resultado lo presentaremos en
la seccién 4.1.1, ya que se requieren técnicas{ain no m nadas.

Teorema 3.38. Si lodos los punios criticos de”una fynca@ucwnal R, de grado mayor o igual a
dos, son eventualmente periddicos. Entonces J(R) = C.

Teorema 3.39. Sea R una funcién racional de grade mayor o Ql a dos. Entonces J(R) = C si
y solo si existe un punto z cuya orbita hacia adelante Or(z) es den@p@.

Demostracion. Sea {B, : n € N} una base numerable de la topologia@i. Sea D el conjunto de
las z tal que la drbita hacia adelante Og(z) es denso en C, esto es z € D siy)flo para toda k € N,
existe algin n € N tal que R"(2) € By, lo cnal implica que

D= JRr™By. %
k>1n>1 @

Supongamos que D = . Para cada k € N, hagamos A, = C\ By y By = M1 ﬂ%) Como

D =0, se sigue que
C=JEw O

k=1 *
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Por el é(ma de Baire, C 1o es la unién numerable de conjuntos densos en ninguna parte. Asf
para algu? la cerradura de Ej tiene interior no vacio, digamos W. Sin embargo, como Ej es
cerrado, exis giin subconjunto abierto no vacio W de Ej. Esto implica que para todo n € N,
Y (W) C A:ﬁ_en W la funcién R™ no toma valores en By, por lo que W C F(R). Esto demuestra
que si J(R) = (@t:nces D # 0, es decir, existe algin z € C tal que la érbita hacia adelante

Op(z) es densa e

Supongamos aho\‘ls;ﬁ;: J(R) £ C, es decir, F(I?) # 0, y que existe algiin 2 € C cuya orbita
hacia adelante Og(z) sa en la esfera C . Notemos primero que z ¢ J(R), si asi fuera se
tendria que Og(z) C J consecuencia Og(z) no es densa en C. Luego z € ', donde C es
alguna componente del co1 de Fatou F(R). Consideremos las componentes

R(C). R¥(C)....

de F'(R). Como la érbita Og(z Q en C, existe algiin N € N tal que RN(C)NC # 0. En
consecuencia RN(C) = C. Podemos ner que N es la minima con esta propiedad. Ademas, si
C es cualquier componente de F'(R),“€ntonces para algin n € N, R*(z) € C, y asit R*(C) = (.

En consecuencia,
) = CYR(C) U~ URNY(O),

donde los conjuntos de la der@n it rente disjuntos. De esto se signe que C' es una
componente completamente invarian R\ e el conjunto {R*V(z) : k € N} es denso en C.
Lo cual es una contradiccion. Por lo t ( ) .
o ._ «

Haremos notar ggunas caracteristicas top gicas (Q unto de Julia y Fatou, en particular
nos enfocaremos al concepto de conexidad. El sﬂgment ﬁ lo es consecuencia de los teoremas
dados en este capitulo. El siguiente resultado muestra? a relacién entre el conjunto de Julia y las
componentes del conjunto de Fatou.

Teorema 3.40. Sea R una funcidn racional. Entonces J(R) es c%o si 4y s0lo si cada componente
de F(R) es simplemente coneza
Al considerar componentes del conjunto de Fatou completamente”invariantes, obtenemos el

siguiente resultado cuya demostracion estd basada en [Be, cap. 5, sec. 2].

1
Teorema 3.41. Supongamos que R es una funcion racional de grado may%ual a dos, y Fy
una componente completamente invariante de F(R). Entonces:

1) OF, = J(R),
2) Fy es simplemente conexa o bien infinitamente conexa, o

3) Las otras componentes de F(R) son simplemente conezas, .
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4) simplemente conexa si y sélo si J(R) es conexa.

Demostm@ 'omo Fy es completamente invariante, también su cerradura Fy, ahora por la mi-
nimalidad dé¢ J(R), teorema 3.29, J(R) C F\y. Como J(R) es ajeno a Fy, se sigue que J(R) = dF,,
v esto demuestra

Para demostram supongamos que Fj es una componente completamente invariante con una
cantidad finita de conexidades k, denotamos por E,.... E). las componentes del complemento de
Iy Existe m € N tal ada E; es completamente invariante hajo R™ y como J(R) es infinito,

también algiin E;, digal 1. La minimalidad de J(R™), implica que J(R) C E, y asi
O J(R) C J(R™) C E.
Por tanto, de 1) cada E contM R), asi k =1y se sigue 2).

Para demostrar 3), notemos que de 1), J(R) U Fy, = F, v éste es conexo, lo cual se signe del
hecho de que la cerradura de un co@ conexo es conexo. Ahora del hecho de que un conjunto
abierto D en C; el complemento es c¢on si y sodlo si, cada componente de D es simplemente
conexa, se sigue que todas las componen% complemento de Fy son simplemente conexas, pues

son justamente las otras componentes.de

La prueba de 4) se sigue direct

te dEVy del hecho de que un dominio es simplemente
conexo si v sélo si su frontera es con

,x‘@“ O <
. . . .
Como una consecuencia de este teorer Fy& tiene ‘Siguientes resultados:

Corolario 3.42. Sea R una funcion w‘aca’m%gv‘ad@yor o igual a dos. St F(R) es conexo,

. O

1
1. F(R) es simplemente conexo y J(R) es conexo, o bien

enlonces:

2. F(R) es infinitamente coneza y J(R) tiene una cantidad i@ta de componentes.

Cuando R es un polinomio, se tiene que {eo} es completamente iante, por lo que también
la componente no acotada de F(R) que la contiene, asi se tiene el si 1'®e resultado.

Corolario 3.43. Sea F(R) el conjunto de Fatou de un polinomio no Einea%tonces:
1. La componente no acotada de F(R) es simplemente coneza o bien inﬁ@nmts conera,

2. Cada componente acotada de F(R) es simplemente conexa. 6

B

Para una funcién racional R, definimos la deficiencia en un punto z € C como: ( :

O

dr(z) =wvgr(z) — 1, .
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donde Q es la valencia de R en z. Para un subconjunto A de C, definimos la deficiencia de R

sobre A co@
/. 0r(A) =" dr(z)
L zeA
v es aditiva, es d@ Eara dos subconjuntos ajenos A y B en C se tiene:
R (AU B) = 6p(A) + 6a(B).
7
De la férmula de Riema@‘ﬂurwitz 3.8, se tiene que:

v para el caso de un polinomio Pyfp(C) = deg(P) — 1.

Nos preguntamos si podemos 9 1chas componentes completamente invariantes en el con-
junto de Fatou, la respuesta es el si » resultado.

Teorema 3.44. El conjunto de Fatou de una aplicacion racional de grado al menos dos,
contiene a lo mds dos componentes comp ente invariantes, y si tiene dos, entonces cada una

es simplemente conexa.
Demostracion. Sea k el ntmero de : §

onern ‘Qomplf-tamente invariantes de F(R) Fy
entonces del teorema 3.41, cada Fj es m men “.(o‘xa v por lo tanto, la caracteristica de Euler
de F;, x(F;) = 1. Por la férmula de Riemann.Hur 3.8¢ se tiene

Sn(Fy) = dx(FOi—l

gonde 0g(F};) representa la deficiencia de F; y per comlgu

(d—1) = chg ) < 8p(€) = (;‘p

j=1

Por lo tanto, &k < 2. Oé «

Como consecuencia casi inmediata se tiene el siguiente resultado. )\

Teorema 3.45. gl conjunto de Fatou F(R) de una funcidn racional R, co ,1,2 6 bien o
componentes.

F(R) tiene un nimero finito de componentes Fi,. . ., Fy, cada F; es completamente iante bajo

Demostracion. Siel grado de R es 1. es trivial. Si el grado es mayor o igual a dos,@ gamos que
alguna iterada de R", aplicando el teorema anterior a esta iterada, se tiene que k < E% o «

*
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3.2.2.%0rema de Clasificacién de Fatou

L

7

Consideremos_la sucesiéon
T 7 2 r T T
(/‘a W, R(W), R*(W),..., R" (W), ...

las imdgenes de las 1\&‘\?35 de T bajo una aplicacion racional R de grado al menos dos, donde W
es una componente de 1

Definicién 3.46. Una m@nente’ W del conjunto de Fatou F(R) es:
1) Peridgdica, si para alyi N, R* (W) =W,
2) Fventualmente perééda’ca,\(m algin m € N, R™(W) es periddica,
3) Errante, si para cada m,n € o m # n, B™(W)n R™(W) = 0.

Una componente errante del conjunto %ﬁ(m es llamada dominio errante de R.

Definicién 3.47. Sea W una componénte de Fatou, periddica de periodo n, de una funcidn racional
R, decimos que W: @

1) Es una componente atractora, sé@‘ﬁene @mtn [ijo atractor de R™.
2) Es una componente super atmct()m]sif&ntie{( -punto fijo super atractor de R".

3) Es una componente parabdlica, si e:ca'st&u unito @‘acional indiferente de R™ en la frontera
de W, y W estd contenido en el d()mim:@ atrace (U este puntoéji(),

+*
4) Es un disco de Siegel, st R* : W — W es conjugada aftaliticamente a una rotacidn del disco
unitario en st mismo.

5) Es un anillo de Herman, si R : W — W es conjugada ;ah’ta’camente a una rolacion de
algin anillo centrado en cero.

Pargpma prueba del siguiente resultado consultar [Be, cap. 7,sec 1], v%}bién [CG, cap. IV,
sec. 2. Este resultado es conocido comoﬂ teorema de clasificacién de las componentes de Fatou.
El cual fue estudiado por Julia y Fatou, [a existencia de dominios del tipo 4& fue demostrada
posteriormente por Siegel v Herman, respectivamente. 8

Teorema 3.48. Si W es una componente periddica de Fatou de una aplicggi wonal R, de
pertodo n, entonces la componente W es una de las siguientes: atractora, super a mcﬁqﬁ rabdlica,
disco de Siegel, 6 anillo de Herman. ( :

O

*
Para la demostracién del siguiente resultado consultar [Be, cap. 9, sec. 3].
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Teorer&‘lg. Si R es una aplicacidn racional de grado mayor o igual a dos, entonces se cumplen
las siguiem@qﬁfmaciones:

1) La cue{zmmedmm de cada ciclo (super) atractor de R contiene un punto critico de R.

2) Cada cuen&iedmta de un ciclo racionalmente indiferente de R contiene un punto critico
de R.

+*

3) Sea {Wy, .-, I};:}/ ciclo de discos de Siegel o anillos de Herman de R, entonces la cerradura
del conjunto de pcé poscriticos,

QOI Urcn > Jow,

/ n>0 i=0
donde Cp es ?conjunto de @tos criticos de R.




Capitulo 4
Diccionario de Sullivan

En este capitulo presentames parte de la relacién que existe entre la teoria de grupos kleininanos
v la dindmica de las funciones ragionales. Existen similitudes que se presents entre los conjuntos
limite, y dominio de discontinuidades de un grupo kleiniano, y su contraparigpylos conjuntos de Julia
y de Fatou de una funcién raciondl..las propiedades de los primeros, es desde el punto de vista
de una accién discontinua de un subgrupo de transformaciones de Moebius, y los iltimos desde el
punto de vista de la composicion iterada deuna funcién racional. Tanto la accién discontinua como
la iteracion de funciones racionales, son eonsideradas en la esfera de Riemann C y subdominios de
ésta. Dichas similitudes es lo que se conoce,como diccionario de Sullivan.

4.1. Teorema de Sullivan

En este apartado expondremos un importante teorgina debido a Sullivan, el cual establece que las
aplicaciones racionales no tienen componentes de Fatoll grfantes. Para una prueba de este resultado
ver apéndice B.G.

Teorema 4.1 ( Dominios no errantes de Sullivan). Cada compénente de Fatou F(R) de una funcion
racional R es eventualmente periddica.

4.1.1. Aplicaciones del Teorema de Sullivan
Después de haber enunciado los teoremas 3.48 y 4.1, podemos dar larsiguiente demostracion.

Demostracidon del teorema 3.38. Supongamos que cada punto critico de R es eventualmente periodi-
co y que el conjunto de Fatou F(R) es no vacio, deseamos llegar a una confradiccion. Por ser F(R)
distinto del vacio el teorema de Sullivan 4.1, implica que existe alguna comipenente de de Fatou
F(R), la enal es peridgdica bajo alguna iterada de R. Por el teorema de clasificaticn de Fatou 3.48,
este ciclo de componentes es un ciclo super atractor, atragor, racionalmente indierente, disco de
Siegel, o anillo de Herman. En el primer caso existe algin punto eritico periddico, ientras que en
los otros casos, existe un punto critico con drbita infinita, por el teorema 3.49. Por hipétesis ninguno
de estos casos puede ocurrir, asi F(R) debe ser vacio. Por tanto J(R) = C. <

Do
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En wictid de que es muy complicado encontrar ejemplos no triviales e interesantes de funciones
racionales«fe Jgrado mayor que dos, cuyo conjunto de Julia sea toda la esfera @, en lo que resta
de este apaftado, construiremos algunos ejemplos de funciones racionales de grado dos, tales que
cumplan las cofidiciones del teorema 3.38. En [Be, capd, sec. 3], se puede apreciar la complejidad
de esta tarea, yagie haciendo uso de la funcién eliptica de Weierstrass, y por ende, de técnicas de
analisis complejo ayanzado, es posible construir una familia de funciones racionales de grado cuatro
que satisface dicha propiedad. Esta familia, en particular contiene a la funcion racional de Lattes.
El detalle técnico, nadatrivial, consiste en garantizar que todos los puntos criticos de la funcién en
cuestion, sean eventualmhent€ periddicos.

Consideremos E familia’ wciones racionales de grado dos:
o + a1z + 22>

R =3 T

detide ag, ay, as, by, by, by € C v as, by no son ambos ceros. (4.1)

Via una conjugacion analitica en (f:, lafamilia (4.1), se puede llevar a otra que depende solo de
cuatro parametros. Si ademas, pedimos ‘que la familia fije los puntos 0,1, —1, se obtiene la familia
a dos pardmetros:

(1+b)z £a2*
1+ az $bz?’
Notemos que los puntos criticos de((%,2) son:

R(H & a,be C. (4.2)

V= + b+ 2 +b—a

ba =B —b

V- + P +208+b—a
N a—h2—b

2) Co

Para calcular los puntos de periodo dos de R calculamos,

zlaz+b+1) (22 (@ + B2+ b) + 2a(b+ 1)z + ber1)
z(ad22 + a2 (2022 4+ b+ 3) +a (b(3b+5)22 + b+ 3) + bz (b(b+ 22% 2) + 3)) +

R(2) = T (4.3)

Como R es una funcién racional de grado dos, la segunda iterada R® es d€'gfado cuatro, asi R?
tiene a lo mas cinco puntos fijos incluyendo los puntos fijos de R. Por tanto, log"puntos de periodo
dos de R son:

b(a®2—1)(b+2)+alb+2)

D oa=- 2a2 + b
. V(a2 =1)(b+2) —a(b+2)
2) o= -

202 +b
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Proposicién 4.2. ?ea R una aplicacion racional de grado dos que fija —1,0 y 1. Si R(¢;) € {—1,0,1},
para j = ¥2 Jentonces ¢; € {—1,0,1}, para j =1,2 y J(R) ¢ C.

Demostraciofnn. Resolviendo el sistema. de ecuaciones:

Riey) = pr. R(c2) =pi, para pe.pr € {0,1, -1}, k. le{1,23},

se obtiene que los parfmetros a,b son tales que ¢, ¢ = 0,1, —1, es decir, los puntos criticos son
los puntos fijos, en censécuencia las funciones obtenidas tienen una componente de Fatou super
atractora. Por tanto el gonjunto de Julia es un subconjunto propio de C. «

Este resultado nos dice que €L lespedimos a la funcién R que sus puntos criticos caigan en la primera
iterada en un punto fijo, la fw€idn resultante fija los puntos criticos. En consecuencia el conjunto
F(R) es diferente del vacio.

Teorema 4.3. ?ea R una aplicaciop~acional de grado dos que fija —1,0,1. Si
R(er) € {=1,0,1} y R%(c2) € {—1,0,2 %% entonces ¢y € {—1,0,1} y F(R) es diferente del vacio.

Demostracion. Resolviendo el sistema dé sguaciones:
R(c1) = pr. B*(c2) =1, para pr,p €4{0,1, -1}, k1€ {1,23},

se obtienen valores para los parameiros a,b, tales que el punto critico ¢ = 0,1, —1, se queda
fijo, aunque el otro punto critico ¢y ngisea necegdriamente un punto fijo py, para £ = 1,2,3. En
consecuencia las aplicaciones racionales-gbtenidasiefitn una componente de Fatou atractora. Por
lo tanto el conjunto de Julia es un subconjunto propig”deC.

<

Para encontrar ejemplos de aplicaciones rationales congeonjunto de Julia igual a C, resolvamos
el siguiente sistema de ecuaciones

R(c1) = ¢, R*(c2) = pi, para pp € {0151},

Resolviendo encontramos las siguientes aplicaciones racionales:

L Ri(2) 4z + 2iz*
. W) = —/——————»
—1+ 2iz +5Hz?
sus puntos criticos son ¢; = 3, ¢a = 5. La drbita que contiene ambos’ puntos criticos es:

¢y — ¢ — 2i — 0. Por lo que ¢1 v ¢, son eventualmente fijos. Por el teorenia 3.38, se concluye
que el conjunto de Julia de R; es todo C.

(3+1)z+ (1+14)22

2. R = ,
() = s (1+14)z + 522

sus puntos criticos son ¢; = —%(l + 24), ¢ = ﬁ(—l + 8i). La drbita que coutiefie ambos
puntos criticos es: ¢y + co ¥ %(11 — 8i) — —1. Asi ¢; v ¢ son eventualmente fijes. Por el
teorema 3.38, el conjunto de Julia de Ry es todo C.
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(3—i)z+ (1 —i)22

3. R - - 7
' —2—i+(1—1i)z+52%
*
los plmttﬁiticos son ¢1 = 3(—1+ 2i),co = —35(1 + 8i). La 6rbita de los puntos criticos es:
01— Cy g 1+ 8'.%) — —1. Asf 1, ¢ son eventualmente fijos, en consecuencia 3 no tiene
componentes desFatou. Del teorema 3.38, el conjunto de Julia de Ry es todo C.

4 Ri(z) = (— Jw‘\&}l’ (1 —i)z?

2+r+(]o‘}c 5z2’

los puntos criticos sc@ = 2(=1+42i) y o = %(1 + 8i). La érbita que incluye ¢1 y ¢z es la
siguiente: ¢y + cg F> 3 + 8i) ++ 1. Notemos que ¢; y ¢ son eventualmente fijos. Por el
teorema 3.38, el conjunto\g%ulia de Ry es todo C.

En general, siguiendo esta misnid idea-se pueden construir otros ejemplos resolviendo R(e;) = ¢y
v R*(ey) € {-1,0,1}, para k > 2. S e al incrementar el valor de k, se incrementa el grado de
la ecuacion y en consecuencia la compleji

4.2. Teorema de A 'V

En este apartado, mencionaremos un 1#1) ptanté ltado en cuanto al dominio de discontinui-
dades de un grupo kleiniano finitamente g 10 L sultados aqui mencionados estdn basados

en [MT]. O

Una superficie de Riemann es analiticamente finita, 51
un niimero finito de puntos removidos.

superficie de Riemann cerrada con

Para un grupo kleiniano de segunda clase, queremos invest lgunas propiedades de dMp =
Q(I')/T'. Esto es escribir a dMr, como la unién finita de superficies de Riemann, cerradas con una
cantidad de puntos removidos, el cual es conocido como el teorema @mtud de Ahlfors, para una
demostracién consultar [MT, cap.4].

Teorema 4.4 (Finitud de Ahlfors, dimension tres). Sea T' un grupo klemm%ttamente generado.
Entonces Q(T)/T es la unidn finita de superficies de Riemann analatamment itas.

Observacion 4.5. Las condiciones del teorema de finitud de Ahlfms 4.4, Psé ablecidas para
dimension tres, donde se considera el cociente Q(I') /T ~ 1 Sk, donde S;_ s pe'rﬁmes de
Riemann analiticamente finitas, UT) C §% y T es un suqupo de las isometrias de nitamente
generado que actia discontinuamente en H®. (K

En este trabajo en el capitulo 2, comenzamos nuestro estudio sobre los grupos klemia;i)s en di-
mension dos. Ahora bien, tenemos que el teorema de Ahlfors, también se cumple en dimension dos,
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ver [‘r’@m'p, 5]y [BF, cap. 3, sec. 8. A%’g (/T es la union de superficies de Riemann analiti-
camente M@s donde Q(T') C C, T es un grupo kleintano finitamente generado y no elemental,
actuando V? en un subconjunto de éste. En estas condiciones se tiene el siguiente resullado.

Corolario 4.6. @' es un grupo kleniano finitamente generado, no elemental y U es una compo-
nente de Q(T), en% eziste un elemento y € T'\ {I} tal que v(U) = U. En otras palabras, Q(T")

no tiene component ’)ﬁmtes.
4.2.1. Aplicacion el Teorema de Ahlfors

En esta seccién ejempliﬁc% el teorema de Ahlfors 4.4, en su versién dos dimensional. Para
esto consideremos una vez més.e modu]ar PSL(2,Z). La demostracion del siguiente resultado
estd basado en [LO], (ver tambiér

Proposicion 4.7. El conjunto Ezma&;é\qmpo modular es A(I') = R.

Demostracion. Para probar este resultac saremos el teorema 2.14, por lo que necesitamos encon-
trar una sucesion de transformaciones ybius distintas, tales que converjan a algin punto de
R. Sea x € R, consideremos una sucesion i by dy, € Z, n € Nyd, # 0 tales que ; e
Supongamos que el maximo comin divisor de bu ,sea 1. es decir, (b,,d,) =1, asi existe a,,, bu ez

tales que a,d, — bc, = 1. ®" c ,

Notemos que las transformaciones de Mohius: o...

son todas distintas, ademas T,(0) = 3—“ — z,"para tod N, b,.d, # 0. En consecuencia
z € A(I"), es decir x es un punto limite de T'. Notemos que e I, por lo que T"(z) = z + n.
En consecuencia T™(1) — oo, n — oo, luego oo € A(T). Por | 0 el conjunto limite del grupo

modular es A(T) = R.
-

Hemos mostrado que todo punto de R es un punto de a,cumulamo upo modular. Por la
proposicién 4.7, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 4.8. El dominio de discontinuidad del grupo modular es, Q(T") z@ %

Notemos que (') tiene dos componentes en C, esto es H? y —H? := {z € C\S}\ (z) < 0},
las cuales son simplemente conexas. Ademés H? y —H? no son [-equivalentes, es de@ 0 existe
v €T tal que si z € H? (—H?) entonces y(z) € —H? (H?). En consecuencia ningiin elem@) de H?
se relaciona con algiin elemento de —H?. S
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Asi I" tiene dos componentes y por el teorema de uniformizacién de Riemann 2.29, se sigue
que cada eémponente de (}(I') es conformemente equivalente al disco unitario A. Luego {}(I')/1" es
la unién de’c ?‘uperﬁcies de Riemann cada uno con un punto removido.

4.3. Prol:%qdes del Diccionario

En estqeccién de( 10s las propiedades que relacionan el conjunto limite de un grupo klei-
niano con el conjunto d 3 de una funcién racional.

21
De la definicién del conju@ﬁnite de un grupo kleiniano, de los teoremas 2.12, 2.14, Qresume

en el siguiente resultado.
7

Teorema 4.9. Sea G un grupo k@ano no elemental, entonces el conjunto limite A(G) tiene las
siguientes propiedades: Q_‘

A

1. Es cerrado, no vacio y G-invarian on respecto a estas propiedades es minimal.

<

e

Es un conjunto perfecto.

Es un conjunto no numembl@

e

4. El conjunto de puntos fijos lomm@t 08 eo@x en A(G).
5. Tiene interior vacio 6 A(G) = C. /‘ O‘
6. Es igual al conjunto X :O O
{weC:w —mlglgo g,:n(2@l € G}.
Ahora enlistemos las propiedades que tiene eq conjunto dé de una funcién racional, los

teoremas 3.23, 3.22, v 3.36 se resumen en el siguiente resultado.

Teorema 4.10. Sea R una funcién racional de grado mayor o igua entonces el conjunto de
Julia J(R) tiene las siguientes propiedades:
E& inimal.

1. Es cerrado, no vacio y R-invariante; con respecto a estas propiedad Sl

4. gl conjunto de puntos periddicos repulsores es denso en J(R). \SE\

2. Es un conjunto perfecto.

3. Es un conjunto no numerable.

5. Tiene interior vacio 6 J(R) = C.
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Ah@éﬁsn, los complementos en la esfera de Riemann, del conjunto limite y del conjunto de
Julia, respéctivamente, se relacionan como sigue.
Para el d{

nio de discontinuidad de un grupo kleiniano, los teoremas 2.17, 2.18 v 2.15, se
resumen en el sigui

nte resultado.

un grupo kleiniano no elemental, entonces el dominio de discontinuidad
s propiedades:

>

1. Es abierto y G—inte; con respecto a estas propiedades es maximal.

2. El grupo G actia dis inuamente en Q(G).

3. Tiene a lo mds dos comyes completamente invariantes.

4. El nimero de componentes @eras es0,1,2 d oo

Por otra parte, para el conjunto del‘gﬁﬁu de una funcion racional, los teoremas 3.22, 3.23 y 3.44

se resumen en el siguiente resultado. ®

Teorema 4.12. Sea R una funcion ,a'ongl de grado mayor o igual a dos, entonces el conjunto de
Fuatou F(R) tiene las siguientes propredades: ‘7

1. Es abierto y R-invariante; con v‘@(io a @omedad&e es marimal.

2. Lo familia {R™} es normal en F(R : O‘

Teorema 4.11.
Q@) tiene las sigui

/

3. Tiene a lo mas dos componentes comp ente @‘mmes.

4. El nimero de componentes conexas es (), 1,2 ¢ co. o@
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Las ‘prepiedades anteriores se resumen en las siguientes tablas.

Grupos Kleinianos Funciones Racionales
Conjunto Limite A(G) Conjunto de Julia J(R)
Cerrad6 y no vacio Cerrado y no vacio
Invarianté Invariante
Minimal Minimal
Pegigcto Perfecto

El conjuntosde puntos fijos | El conjunto de puntos periédicos
de elementos leXodrémicos | repulsores es denso en J(R)
es denso en A(G)

Int(AG)) =06 MG)=C | Int(J(R) =06 J(R) =C

Cuadro 4.1: Propiedades.del conjunto Limite y del conjunto Julia.

Grupos Klenianos Funciones Racionales

Dominio de Discontinuidad | Cofijuiito de Fatou F(R)

Q(G)

Abierto Abierte
Invariante Tovariante
Maximal Maximal

El grupo G actiia disconti- | La familia {R%} es normal en
Mnte en (G) F(R)

El numero de componentes | El nimero de €ouiponentes de

de 2(G) es 0,1,2 6 oo F(R)es0,1,26 o0

Cuadro 4.2: Propiedades del conjunto de discontinuidad y del gomjunto de Fatou.
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4.4. Q

ﬁnclusiones
*
En este M jo se han estudiado propiedades que describen cualitativamente los elementos, tanto
de las trasfomzm]es de Mébius M como de las funciones racionales R (siendo M y R conjuntos
dotados de una %gia heredada de la convergencia uniforme). Un ingrediente necesario en M
para dicho estudi a nocion de accion discontinua, mientras que en R se considero la normalidad
de una familia. \S},

Se analizo el paraleli que existe entre algunas propiedades de los grupos kleinianos y las co-
rreggpndientes a las funciofieg racionales, mostrando una gran similitud en cuanto a las propiedades
del conjunto limite de un iniano v el conjunto de Julia de una funcién racional. Asi como
lag propiedades de sus complementos, lag cuales se resumen las tablas 4.1 v 4.2, Finalmente, es
importante mencionar que deu,“9 d: este paralelismo estdn el teorema de finitud de Ahlfors y el

teorema de no errancia de Sulli




Apéndice A
Aplicaciones Cuasiconformes

Los resultados mencionados ew’este apartado estan basados en [Be, BI, C'/C:]. Consideremos un
abierto y conexo D C (C [ una funciémeon derivadas parciales continuas de D en C. Definimos los
operadores diferenciales:

J 170 J 1 /0 )
U_ (X, L (o (A1)
dz 2 \Jdx ()1; dz i \dr dy
Observacion A.1. Si f es una funefon.analitica, entonces
af e,

Definicién A.2. Sea D un dominio en C ydefinamod lg/funcion dilatacion compleja pp: D — C
dada por
of /of
) = 0z /) 9z
?{1 dilatacion ji es llamada coeficiente de Beltrami de [, y la ecumeion
af ()f

% "“op

(A2)

es Hamada ecuacion de Beltrami.

Observacién A.3. Si f preserva orientacion, entonees |p| < 1. Ademds; p =0 si y sdlo si f es
conforme.

Si p = 0 en D, entonces cualquier solucién f suficientemente suave de laweCuaciéon (A.2) es
analitica en D. En general ;1 es una medida de que tan lejos esta f de ser conforme:

Para una funcién arbitraria p: D — C, requerimos que sea Lebesgue medible v satisfaga
[[pelloe <1, (A3)

en D. Asi |p| < ||u|| < 1, casi dondequiera (excepto en un conjunto de medida cero).

64
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Deﬁni@A 4. Dado un dominio D y un coeficiente de Beltrami p en D, decimos que un ho-
meommﬁ o)/ on D es cuasiconforme con dilatacion compleja p, si f es una solucion L? de la

eeuacion %f sto es, f es tal que [, |f]* < occ.

Una aplicacid asiconforme f es diferenciable en el sentido de que la derivada es una aplicacién
lineal de R? en si niisto, casi dondequiera en D y solo requerimos que se satisfaga A.2, en D.

La implicacion intud \‘ra de la ecuacién (A.2), es para casi todo z € D, la funcién f envia
circunferencias infinitesi § C centradas en z en elipses infinitesimales centradas en f(z), donde
la excentricidad y orientagioh de F estan determinadas por p(z). El significado de (A.3) es que
controla la distorsion indu or [, lo cual implica que la excentricidad de E es acotada en D.

Dado un campo de elipses enn dominio D, el siguiente resultado establece cuando es po-
sible encontrar una aplicacion ifinitesimalmente envie el campo de elipses en un campo de
circunferencias. -

Teorema A.5 (Ahlfors-Bers, Bojars W}orrey . St pes un coeficiente de Beltrami en un dominio
D C C, entonces

(1) Eziste una aplicacidn cuasico on dilatacion compleja i en D.
(2) Si ¢ y1p son dos aplicaciones a.azmnfoge en D con dilatacidn i, entonces ¢! es una
Juncidn analitica. &
Si tomamos g =0y ¢ = Idp, se obtlen( mgul resultado.

Corolario A.6. Si ¢ es una aplicacion cuasm@rme 1 6’[&iaca’én compleja O en D, enlonces ¢

es una funcidn conforme en D. . g

%
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Apéndice B
Demostracion del Teorema de Sullivan

Para el siguiente resultadogdiam(E) denota el didmetro del conjunto E C C con respecto a la
métrica esférica.

Lema B.1. Supongamos que W es unp~deominio errante. Entonces para cualquier subconjunto com-
49 3
pacto K de W, diam (R™(K)) — 0, ‘entndo n — oc.

Demostracion. Supongamos que la afirmacién es falsa, entonces existe algin K C W compacto,
£ > 0 y una sucesién creciente {n;} de N tal-que para k=12, ..,

diam(RUS(K)) > «. (B.1)

Como {R"} es normal en W, existe una'Subsucesion de R™ que converge localmente uniformente
en W a una funcién analitica g, por convenienéia diremes-que es la misma subsucesion R™ con tal
propiedad.

Si g es una funcién constante con valor a'en W, entonices R™ converge uniformente a o en K
v asi para k suficientemente grande R™(K) esta contenido/en una bola centrada en o de radio
£/3. Pero esto es una contradiceién a la ecuacion B.1. En ebngecuencia R™* converge localmente
uniformente a una funcién analitica no constante g en .

Tomemos un punto 3 en W, tal que ¢'(3) # 0 y consideremos iima circunferencia C' con centro
en 3, con interior D C Wy g(z) # ¢(8) para todo z en la circunferemeia C'. Entonces para k > ko,
se tiene

|R™(2) = 9(2)| < Inf |g(w) = g(B)] < lg(2) — B

en C. Por el teorema de Rouche, R™(D) contiene el punto g(3). Esto cortradice el hecho de que
W es un dominio errante y se obtiene el resultado. «

Para una demostracién de los siguiente resultados, véase [Be, cap. 3, sec. 3].

Teorema B.2. S5i R es una funcidn racional, entonces exviste & > 0, tal que si v €8 una curva
cerrada de didmetro menor que 8, entonces la wmagen R(D) de la componente interior P acotada
por v no intersecta al exterior, E(R('}-)) de la curva R(7).
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Propo@'n B.3 Un dominio D C C es simplemente conezo si y solo si su complemento C \D,
€5 CONETO:

Teorema B. Fy, Fi componentes del conjunto de Fatou F(R), de una aplicacién racional
R. S'up(mqam ana Fy en F, entonces para algin n € N, R es un cubriente de n-hojas de
Fyen Fyy

/' X(F0) + 0r(Fo) = nx(Fy).

Lema B.5. Supongamossque R tiene dominios errantes. Entonces para alguna componente W de
F(R), las componentes é

" R(W),RA(W),..., R*W),.

de F(R) son ajenas por parejusgSimplemente conexas, y no contienen puntos criticos de R. En
particular, cada uno es enviado per B homeomorficamente en el siguiente.

-
Demostracion. Sea C' una compone rrante del conjunto de Fatou. Consideremos las componen-
tes R™*(C). Ya que R tiene 2d — 2 purftog.criticos, solo sélo una cantidad finita de las componen-
tes R™(C') contienen puntos criticos de a N € N suficientemente grande de tal manera que
W = RY(C), no tenga puntos criticos, ha; s W, = R™(C), luego W y W, son dominios errantes
que no contienen puntos criticos d . Por elvma B.4, se tiene

@’;) anH (B.2)
donde R es una funcion m,, a 1 de W, en ﬂ?, ‘Por “hasta probar que W = W es simplemente
conexa, para tener que W, es simplementesconexa, ue mox(Wy) = 1, por lo tanto Wj es
simplemente conexa, my = 1 y procediendo induccionse tiene que W, es simplemente conexa
para toda la subsucesién n. Para demostrarlo pre¢edemos ontra,dl(‘clon Supongamos que W no

es simplemente conexa, entonces existe una curvacerrada ‘-.lln en 117 que no es homotdpicamente
trivial en W. Definamos la curva I}, = R*(v). Ya que

R" W — R™(W)

es un mapeo cubriente suave no ramificado, por construccion no tie ntos criticos cualesquiera
de los factores en la composicion de R", es decir la derivada de se anula en W y esto
asegura que 7, no es homotdpicamente trivial en B™(TV), ya que si esto no f}& asi, por el teorema
de monodromia, tendria una deformacién de 7, a un punto en B"(W) l4 cual se levanta en una

deformacion de v a un punto de W.

Del teorema B.2, § definida en ese resultado y usando el lema B.1, toma.ndo 1 a la imagen
de la curva 7, existe algin m € N tal que paran > m

diam(7y,) < 0.

Por el teorema B.2, si n > m entonces R envia la unién de v, y sus componentes inte ;‘res ala
unién de 4,41 v sus componentes interiores.




68

Del teorema 3.19, obtenemos que {R™ : n > 1} es normal en cada componente interior de 7, v
entonces cddaiuna de estas componentes se encuentra en F(R). En consecuencia, la unién de ~,, vy
todas sus cdwpOnentes interiores es un subconjunto compacto y conexo de F'(R) cuyo complemento
es simplemente’conexo, esto se sigue de la proposicion B.3. Asi, v,, es homotodpica a un punto en
F(R) v por lo tafifg también en W, contrario a la observacién anterior. De aqui, concluimos que
W es simplemente eénexa y la demostracion.

«

ﬂ siguiente resultado”essconocido como el teorema de dominios no errantes de Sullivan. La
prueba estd basada en [CCGy€ap. IV, sec. 1], ver también [Be, cap. 8, sec. 6].

Teorema B.6 (dominios no errantes de Sullivan). Cada componente de Fatou F(R) de una funcion
racional R es eventualmente periodica.

Demostracion. El resultado es equivalente a que R no tiene dominios errantes. Por lo que demos-
traremos este ultimo y la prueba se liard*por contradiccion.

Sea Uy C F(R) un dominio errante {0 = R"(Up),n > 1. Supongamos que oo € V' C F(R) tal
que V # U, para todo n € N. Esto implicargque >~ Area(U,) < oo, pues C es compacto. Lo cual
implica que la funcién limite de {RZ¥ és constante.en Uy. Asi (R™)" — 0 en subconjuntos compactos,
de lo contrario cada U, contendria wn”disco con un diametro uniformente acotado mayor que 0.

Reemplazando U, por U, ., tenemos que)l/,, no ¢ontiene puntos criticos de R.

Del lema B.5, se tiene que R envia €ada U/, engU,. biyectivamente y éstas son simplemente
conexas. Para ¢ > 0, elijamos N € N tal qué digm(Uf) £ ¢ para todo n > N. Ahora construiremos
una familia de aplicaciones cuasiconformes {,} 't € CNAales que { [ 1R f,} es una familia analitica
de funciones racionales distintas con parametro, Dado qliesesta familia tiene el mismo grado que R,
esto da una contradiccién, si tomamos N > 2d — 4, donde d-eS el grado de R. Ahora demostraremos
ésto ultimo.

Fijamos N > 2d—1, y supongamos que Dy = D(0,2), D = D0, 2¢) C Uy. Parat = (ty,...,tx) €
CV, |t| < 6, definimos un coeficiente de Beltrami (campo de elipses) p en Dy por

Para n > 1, hagamos D, = R"(D,). Ya que D, N D,, = 0, si n # ni™y R envia cada D,
conformemente sobre D, ;, se puede extender el campo de elipses a UD, detalymanera que sea
invariante bajo R. Cada componente de R=1(UD,,) es enviada finitamente y bi¥éetivamente sobre
los D,,. Asi, podemos extender el campo de elipses a R~1(UD,,) v procediendo haefa atris a todas
las imagenes inversas de UD),, para que sea invariante bajo R. Como R es una aplicaeionconforme,
la extension no incrementa ||j||s. Para los z que no estdn en la unién o sus imdgenes<inversas
hacemos ¢ = 0. Asi, el campo de elipses es invariante en casi todas partes. Notemos ademéas que
p=0en Uy Dy.
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Sea@: f(z,1) la solucién de la ecuacién de Beltrami, normalizado por f(z,t) = 2+ o(1) en
oc. Suprimier lo.el parametro t, sea g = % — Id,

/Lg = (Id = Upyu)7'S(p) = S(p) + Upu(S (1)) + Un(S(w) + -+ - -

Dado que ||p]]s0 @iﬂ): también ||.S(x)|[2 = O(|t]), en consecuencia g = S(j) + O(|t|) esta en L2
Sea ( =¢+in= pe‘tsﬂara z € D\ Dy se tiene:
*

7

1 e e Ch
= =—= ———d¢d (2) = —— -(2),
o %‘L_G ?r/ Dy (C_Z)z ‘E "?‘HPS-( ) zk+2+§9k( )
donde @y es una funcién a;‘ayaa en D,y ¢ = 2 ke41) 0.

99
ot

k+2

Ahora si A= (A1,..., ) €

# 0, entonces para algin z € D\ Dy,

—

N

M2 (2.0) 0. (B.3)
ad L
de lo contrario se tiene, ;
i Ak

k=1 k=1
lo cual resulta una contradiccién, por la 1239&1’&(] d(‘Oﬁ‘ie de Laurent.

1

ks é‘<'|Z|<'2€:

De la invarianza del campo de elipses, se('i que &, = fiRf,", es funcién racional del mismo
grado que R, luego f; depende analiticamente arame v ademas f; es la funcién identidad.
= R. Por lo tanto los coeficientes

de Ry son funciones holomorfas de { y coinciden con Rent =

Supongamos que R(oc) = 1, v escribimos la expresion para @

RL@Z “d(t)zd+ad—1(f)_2¢d_]+...+an@
Zd—f—bd—](t)zd l‘f'""f'b(;(t) ®

donde a4(0) = 1 y a;(t),b;(t), 7 = 0,...,d son funciones analiticas e%)i §) en CV. Sea V

q) componente conexa que contiene al () de la subvariedad de B(0,d) deten% por la ecuacion
a

() = a;(0),b;(t) = b;(0). Ya que solo hay 2d — 1 ecuaciones, en consecuenc tiene dimension
positiva.

2

Sea T € V| entonces fLRf7' = R. g zp es un punt@¥ijo de E™, entonces taa
viceversa, dado que f.(z9) =g (R"(zy)) = R™(f-(20)). 51 zp es un punto fijo re
entonces también lo es f;(zp), por lo que el conjunto de los puntos fijos A, satisface =A,.
@ que fp es la funcién identidad y A, es un espacio discreto, f, debe fijar cada punto de'#,,. Como
el conjunto de los puntos repulsores es denso en el conjunto de Julia J(R), as{ UA,, es un conjunto
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denso eéﬂ?) v asi f-(z) = z en J(R). Ahora como f. es analitica en Uy \ Dy v f-(2) = z en
Uy C J(Rﬁ)n‘consecuencia f-(z)=zenUpy\ Dy.

Cambiand{#notacién, tenemos [(z,7) — z = 0 para todo z € Uy \ Dy, 7 € V. Dado que
g=Jf-—1d 1&5

z,7) =0, zely\ Dy, TV B.4

/\ g(z,7) o\ Do (B.4)

Si 7y es un punt
7(0) =7 v 7/(0) = A,

ular de V', existe una funcién o — 7(a) de un disco D(0, d) sobre V', con
= 1. De la ecuacién (B4) y la regla de la cadena, se obtiene

N
@&)\k,—g(?ﬂ?‘n) =0, 2z €U\ Dy.
Oty

En lo anterior, el vector unitario A depende de 1, tomando limite cuando 7, — 0, se obtiene
una contradiccién a la ecuacién (@ Por lo tanto R no tiene dominios errantes. <
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