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Introduccion

Uno de los conceptes hasicos en la geometria fractal es el de dimension, la cual
permite clasificar y distinguir la complejidad de un conjunto mas alla de su dimensién
topologica. De una variedad de definiciones de dimensién fractal que han aparecido
en las ultimas décadas, la_définicién de Hausdorff, basada en una construccién de
Carathéodory, es la mas antigua y probablemente la més importante. La dimensién
Hausdorff esta basada en diferehtes medidas, alguna de las cuales se pueden calcular,
[F].

En el estudio de la dindmica de las aplicaciones racionales, el plano complejo com-
pactificado lo podemos dividir en dosteonjuntos disjuntos; el conjunto de las z € C
para los cuales existe una vecindad U~donde la familia { R"(z)} es normal (conjunto
de Fatou de R) y el complemente)de este conjunto al cual se le llama conjunto de
Julia de R. El conjunto de Fatou.de una=aplicacion racional R, Fg, se le conoce
también como conjunto estable de”Rs.ya quelas z € Fr tienen érbitas bien compor-
tadas. Por otro lado, la dindmica en‘él,conjunte’de Julia de R, Jg, resulta ser mas
complicada. En particular, los puntosi periodice$ son densos en Jr y Jr puede ser
toda la esfera, [B, M1, CG].

Para el caso en el que la aplicacién es un=pelinomié f de grado d > 2, se tiene una
componente especial del conjunto de FY, lawcual esta formada por todas las z € C
cuya érbita tiende a infinito. A esta componente especial dél, conjunto F se le llama
dominio (cuenca) de atraccién del infinito y se denota porsAp(oc). Al complemento
de esta componente se le llama conjunto de Julia lleno y €sté formado por todos
los z € C cuya o6rbita bajo f estd acotada, a este conjunto sezle denota por K. El
conjunto de Julia de f resulta ser la frontera de K; y coincides/consla frontera de
A¢(00), [CG, B]. Una herramienta que se utiliza para caracterizar®@dos conjuntos de
Julia de las funciones polinomiales es la dimensién Hausdorff. En particular, se han
tenido importantes avances en el estudio de la dinamica de la familia de_ polinomios
cuadraticos f.(z) = 2% + ¢, [DH, McMI, KL]. Para el caso cuadratico, demotemos
por K, = Ky, , J. = Js, y por M al conjunto de Mandelbrot (lugar de conéxidad),
el cual consiste de los parametros ¢ € C para los cuales el conjunto J. esiconexo.
En 1982 Douady-Hubbard demostraron que el conjunto de Julia de cualquier’ f.
hiperbdlico tiene dimensién Hausdorff (dimy) menor que 2. En particular, si ¢ ¢ M}
fe es hiperbdlico y J. es un conjunto de Cantor con dimg(J.) < 2, [DH].

En 1998 Shishikura demostré que existe un conjunto residual de pardmetros ¢ € OM

para los cuales dimpy(J.) = 2. Ademds, demostré que dimy(OM) = 2, [Shl]. En
2005 Buff-Chéritat demostraron que existen parametros ¢ € dM, tales que la medi-
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da de Lebesgue de J. es positiva y en consecuencia dimg(J.) = 2, [BC]. Ademds,

se conjetura la existencia de un parametro ¢ € R, tal que la medida de Lebesgue de

J. es_positiva, [LeZ]. Tanto los resultados de Shishikura como los de Buff-Chéritat

estan Hasados en el fendmeno de implosién parabdlica descubierto y desarrollado

por Dotiady;Hubbard, [DH, D2|. Gracias a la implosién parabdlica, se puede de-

mostrar qué_un polinomio con un ciclo parabdlico de ¢ pétalos genera un conjunto
2q

de Julia cuya'dimension es mds grande que 7%, [Zin, Sh1]. De hecho, el resultado

de Shishikura“se“obtiene usando esta desigualdad y un argumento de Baire.

En general, para‘la farhilia de polinomios P,(z) = 2%+ ¢ se desconoce si existe alguna
d tal que sup{dimy; (¥p,),: ¢ € R} = 2. Dentro de los posibles candidatos se encuen-
tran los polinomios ‘iffinitamente renormalizables, sin embargo se ha encontrado
que la dimension Hausdorff, de los conjuntos de Julia de los polinimios Feigenbaum
con combinatoria alta, es ménor que dos y ademas puede ser muy cercana a uno,
[LS, LeS, Zu, AL]. En 2013 Zinsmeister demostré que en la familia P, con d par,
existe un conjunto Y C R d& pardmetros tal que Jp, es conexo y dimpy(Jp,) > d%fl
para cualquier ¢ € Y, [LeZ]."Para-la familia cuadratica Ruelle demostré que la
funciéon ¢ — dimpy(J.) restringida’a, una componente hiperbélica del conjunto de
Mandelbrot M es real-analitica, [Ru]..Por otro lado, McMullen demostré que esta
funcién es continua cuando ¢ € [cpehy, 1/4]. Sin embargo, la funcién ¢ — dimg(J.)
es discontinua en varios puntos de la fionitera del conjunto de Mandelbrot. En par-
ticular, la discontinuidad en elgaso ¢ = i fue estudiada por Douady, Sentenac y
Zinsmeister, [DSZ]. Denotemos por#/, el lugar de conexidad de la familia P,, en 2001
Rivera-Letelier demuestra que hay(cierta confinuidad de la dimensiéon Hausdorff en
los pardmetros ¢y € My, tal que P.-es.semihiperbolico (pardametros para los cuales
el punto critico no es recurrente y no‘tiefie ciclog’parabdlicos) y la aproximacién a
o desde el exterior de M, es de ”buena’inanera, [JREn 2003, Haas generaliza los
resultados de Shishikura mostrando que hdy un subcenjunto considerable del lugar
de Jp, —inestabilidad de Kp, sobre el cual la funcién &= dimg(J.) es discontinua.
Ademas, prueba que la funcién ¢ — dimpy(J.) es contifituardonde la accién de P,
en su conjunto de Julia es hiperbdlica, asi como también enscualquier punto en el
lugar de Jp, —inestabilidad con dimensién hiperbélica 2, [Shf. Havard y Zinsmeister
demostraron que cuando se restringe a la recta real, la derivada.por la izquierda
de la funcién ¢ — dimg(J;) en el punto ¢ = i tiende a infinito\En"2014, Jackstaz
prueba que la funcién ¢ — dimg(J.) es analitica real en el intervalo(>3/4,1/4), es
convexa cerca de i y numéricamente verifica que la dimg(Jp,) con ¢ = —% es menor
que %. Ademas, cuando ¢, tiende a —% por la izquierda la derivada dé la’ funcion
tiende a —oo, [LJ, LJ1].

Debido a la complejidad que presenta el calculo de la dimensién Hausdorff paraun
subconjunto de R™, en algunos casos particulares, se han desarrollado algoritmos
que permiten aproximarla con suficiente precision. Garnett calcula aproximaciones
numéricas en el caso de aplicaciones expansivas, implementando un algoritmo basado
en un teorema de Bowen-Sullivan, [G]. Por otro lado, Bodar y Zinsmeister calculan
aproximaciones numeéricas para polinomios cuadraticos hiperbdlicos usando la teoria
del formalismo termodinamico, donde calcular la dimensién Hausdorff de un con-
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junto se traduce a calcular el cero de una funcién denominada presién, [BZ]. Poste-
riormeénte McMullen propone un algoritmo llamado del valor propio el cual funciona
para,coenjuntos de Julia de polinomios expansivos y realiza la implementacion para
¢ € Rde la familia cuadrética, [McMI].

En esta tesise analiza y se implementa el algoritmo del valor propio para la familia
cuadratica f., cofinc € C, asi como para una familia de polinomios cuarticos obtenida
por la composicion de dos polinomios cuadraticos. Para la implementacion del algo-
ritmo se construyeda espina dorsal del conjunto de Julia J., utilizando herramientas
como modulacion y{remérmalizacion, lo que permite construir una matriz de tran-
sicién, para la cual segdefine una multiplicacion especial que permite aproximar la
dimension Hausdorff y €alcularla en parametros que no se habian reportado en la
literatura.

Esta tesis esta organizada en tfes capitulos, en el capitulo uno se dan algunos con-
ceptos fundamentales de sistémas dindmicos discretos, como son conjunto de Ju-
lia, conjunto de Fatou, lugar de”eonexidad, asi como algunas de sus propiedades.
En particular, se dan algunas prépiédades de la dindmica de la familia cuadratica
fo(2) = 2% + ¢ y se hace un anélisis/gdométrico del espacio de pardmetros de una
familia cuartica. Ademas se presentan_algunos conceptos de teoria de la medida, de
dimensién Hausdorff y los elemenfos necesarios para la implementacion del algorit-
mo del valor propio, [McMI].

En el capitulo dos se muestran los=primeros ‘tesultados de este trabajo, los cuales
consisten en calcular la dimensién Hausderff de_eonjuntos de Julia de la familia
cuadratica correspondiente a parametrossecomplejos’y, comparar los resultados con
las aproximaciones obtenidas por McMulen=en [MéEMI]) para pardmetros reales. En
particular, se corroboré numéricamente la oséilacion de'la dimension Hausdorff cer-
ca del pardmetro ¢ = 1/4, conjeturada en “trabajos antetiores, [McMI, BZ]. Los
resultados obtenidos fueron publicados en la revista ”Fragtals, Complex Geometry,
Patterns, and Scaling in Nature and Society Vol. 26, No. 03,.(2018)”, [MB].

En el capitulo tres se utilizan las herramientas del capitulo anterior para el calculo de
la dimension Hausdorff, y se aplican para los conjuntos de Julia d¢'layfamilia cuartica
Qy(z) = z* + bz?. También, se muestran los resultados obtenidos” paxa pardametros
complejos en la componente principal del lugar de conexidad. Estosiltimos resul-
tados que hemos obtenido, forman parte de un manuscrito que se esta_preparando
para ser sometido en una revista indizada.



Capitulo 1

Dinamica de Aplicaciones
Racionales

En este capitulo daremos algtinas definiciones y resultados de dindmica discreta
que son validos para funciones gentinuas, ain cuando en el trabajo se analizaran
particularmente funciones analitiGasen el plano complejo. Definiremos los conjuntos
de Julia y de Fatou de una aplicaciéncracional R, analizaremos el caso polinomial y
definiremos la dimension Hausdorff de un, subconjunto en el plano.

1.1. Dinamica local

Sea X un espacio métrico y f : X =./X continual Denotaremos por f"(z) a la n-
ésima composicién de f consigo misma aplicada a”2y& X. Un problema interesante
es determinar cuando existe el limite en X de la stcesion {f"(z)}.

Si f: X — X es una funcién y zo € X, l& orbita Of(z,) de un punto =y € X se
define como el conjunto

Of(fo) = {0, f(x0), fQ(fo)a f3($0)a f4(330) 2}

Existen orbitas que juegan un papel muy importante en el‘estudio de un sistema
dindamico, tal es el caso de las drbitas finitas. El caso maés sencillo esscuando la érbita
tiene un solo punto xg, es decir, f(zg) = o.

Sea xo un punto en el dominio de una funcién f. Decimos que ‘zg/es un punto:
periddico de f con periodo k, cuando f*(zy) = o para algin entero positivo k y
fr(zo) # xo para 0 < r < k; eventualmente periddico o preperiddico de f si
para algin m € N, f™(zq) es un punto periédico de f, es decir, fF(zo)="f2 (o)
para algun k € N.

Los puntos fijos y los ciclos estan entre los mas importantes tipos de érbitasdeun
sistema dindmico, asi que es importante clasificarlos.

Definicién 1.1.1. Sea f : C — (A:, donde C = CU{oo} ~ 8%, una funcion analitiéa

en xg y f(wo) = 2.

1. El punto xy es atractor si |f'(xg)| < 1, si f'(xo) =0 diremos que xq es super-
atractor.



1 Dinamica de Aplicaciones Racionales

2. El punto xq es repulsor si | f'(xq)] > 1.

3. Elpunto xq es indiferente si |f'(x0)| = 1, es decir, f'(zo) = €™, 0 € R.

En términos*de 6 los puntos fijos indiferentes se pueden clasificar en parabdlicos (0
racional)y Siegel o Cremer (6 irracional).

Dos funcionegranaliticas f y g, son topolégicamente (analiticamente) conju-
gadas en el abierto U C ((Af, si existe un homeomorfismo (bi-holomorfismo) ¢ : U —
e(U) tal que v o f(2) = g o p(z) para toda z € U. Esto es, el siguiente diagrama
conmuta

e(U) —5= ¢(U).

g

Observemos que si f y g son dos funciones topolégicamente (analiticamente) conju-
gadas por medio de ¢ y z es un punto fijo de f, entonces ¢(z) es un punto fijo de g,
ya que g(p(2)) = ¢(f(2)) = ¢(z).“De-hecho, aplicando induccién sobre n se puede
mostrar que esto también es cierto para los puntos periddicos de f en U.

Se puede probar que para todo polinomio cuadratico P(z) = ag+ a1z +az?, existe ¢
tal que Py f.(z) = z* + ¢ son @haliticamente-conjugados. De hecho, la conjugacién
es una funcién afin de la forma ‘az# b, con a/b € C, a # 0.

Para mostrar la importancia de la ‘dasificacion.de los puntos fijos y del que una
funcién sea conjugada enunciaremos-algunos téorémas, los cuales pueden ser consul-

tados en [B, CG].

Teorema 1.1.2. (Koenigs-1884). Sea f"una funcién analitica con un punto fijo
en zo y cuyo multiplicador es X = D f(z). S70 < |A| <{1 8 |A| > 1, entonces ezisten
U,V wvecindades de zy y de 0, respectivamente, y un bisholomorfismo ¢ : U — V
que conjuga analiticamente f con g(z) = Az. Ademds, eStatconjugacion es iunica,
modulo multiplicacion por un escalar real.

Este teorema nos dice que en una vecindad de los puntos fijos@atraetores o repul-
sores las funciones se comportan como multiplicacion por A. En paxticular, si zy es
atractor, las orbitas de los puntos en una vecindad de zy convergen‘a %,. Este teore-
ma también es valido para orbitas periédicas atractoras o repulsoras desperiodo k,
sustituyendo f por f*.

Si f: C — C es una aplicacién racional y z* un punto fijo atractor de fiSe.define
la cuenca de atraccion de z* como el conjunto

Ai(z")={z € C: nhjEO f'(z) = 2"}

La cuenca inmediata de atraccion de z* denotada por A}(z*), es la componente
conexa de As(z*) que contiene a z*.

Las cuencas de atracciéon para puntos k-periddicos atractores se definen usando a
f* en vez de f y la cuenca inmediata de atraccién es la unién de las componentes



1.2 Conjuntos de Julia y de Fatou.

conexas que contienen la orbita peridédica. Por definicién, los puntos k-periddicos
atraetores siempre tienen dominio inmediato de atraccién abiertos y diferentes del
vacle.

Teorema 1:1.3. (Fatou-1919). Sea [ una aplicacion racional. Si zy es un punto
periodico atractor de f, entonces la cuenca inmediata de atraccion de zy, A}(zo)
contiene al menos un punto critico de f.

Teorema 1.14. (Béttcher-1904). Sean f una aplicacion analitica y zo un punto
fijo super-atractbrs Sisf(2) = 29 + ap(z — 20)* + ..., con ap # 0, entonces existen
U,V wvecindades dé zg~y 0, respectivamente, y un bi-holomorfismo ¢ : U — V que
conjuga f(2) y g(2) =%, Esta conjugacion es tinica médulo multiplicacion por una
raiz (k — 1)—ésima de\larunidad.

De igual manera que en elteorema de Koenigs, este teorema es valido para érbitas
periddicas super-atractoras.

1.2. Conjuntos de Julia y de Fatou.

En esta seccion definimos el conjunto de Julia y de Fatou de una aplicacién racional
R y las propiedades que estos €onjuntos presentan. Daremos algunas definiciones y
resultados que son validos en un gontexto mas general pero nos restringiremos a las
funciones racionales,

donde P y @ son polinomios primos enttg”si. La aplicacién R : C —» C es una
funcién analitica y su grado es el maximo d€ los gradés de P y (). En este trabajo
suponemos que el grado de R es mayor o igual que 2. Li6Syconceptos y resultados
mostrados en esta secciéon pueden ser ampliados consultando)[B, CG, M1].

Para definir los conjuntos de Julia y de Fatou de una aplicagién racional veamos la
definicion de familia normal.

Definicién 1.2.1. Sea U C C un conjunto abierto y conexo. SeaS={f : U — @}
una familia de funciones analiticas en U. La familia S es normal¥en zo € U st
para toda sucesion {f,} C < existe una subsucesion {f,,}, tal que converge uni-
formemente en subconjuntos compactos de U, en una vecindad de zy, a unafuncion

Jo-

Definicién 1.2.2. Sea R una aplicacion racional. Decimos que zy € C pertenece, al
conjunto de Fatou de R, Fg, si la familia {R"} es normal en una vecindad dé zp,
El conjunto de Julia Jgr se define como el complemento de Fg.

Si R es una aplicacién racional, se tienen las siguientes propiedades de los conjuntos
Jr v Fr que pueden ser consultadas en [B, CG, McM]:

1. El conjunto Jg es compacto, perfecto y diferente del vacio.



1 Dinamica de Aplicaciones Racionales

2. Los conjuntos Jp y Fgr son completamente invariantes, es decir, R™!(Jg) =
R(Jg) = Jr y de igual manera para Fg.

3.7Si#*f denota la k-ésima iterada de R para alguna k € N, es decir, f = R*,
entonces Jgp = Jy y Fr = F}.

4. Si z €5, entonces el conjunto | J7~ , R™"(z) es denso en Jp.
5. Sea z un punto periédico de periodo k de R.

a) Si z es atractor, entonces z € Fpg.

b) Si z es repulsor, entonces z € Jg.

6. Los puntos periddieos repulsores de R son un conjunto denso en Jg, es decir,
Jr = {puntos periddicos repulsores de R}.

El conjunto posteritico esta definido por

Cr = { R"(20)"#0_es punto critico de Ry n € N},

es decir, Cr es la cerradura de la wnién de las érbitas de todos los puntos criticos de
una aplicacion racional R. El conjunte’€r esta estrechamente ligado con la dinamica

de R, como podemos ver en el siguiente tesultado, consecuencia de los trabajos de
Fatou, [CG].

Proposicion 1.2.3. El conjunto=postcritico g contiene los ciclos atractores de R,
los ciclos indiferentes que pertenecef,al conjunto de Julia y la frontera de cada disco
de Siegel y anillo de Herman.

Observe que si f es un polinomio de grado d > 1, entonces el infinito es un punto
fijo super-atractor y por el teorema de Bottcher existeyuna vecindad U del infinito
donde f es analiticamente conjugada a la funeién z?#En.consecuencia, la érbita de
cualquier punto z € U converge al infinito y por lo tante; z € Fy.

Definimos el dominio de atraccién del infinito
As(o0) ={z€C: nlg{)l() f"(z) = 00} C I}
y el conjunto de Julia lleno de f por
Ky ={2€C: O(z) esacotada }.

Como el interior de Ky estd contenido en F}, se tiene que Jy es igual a la=frontera
de K que a su vez es igual a la frontera de A(o0).

Por definicién, tenemos las siguientes propiedades de Ky :
1. Es compacto, perfecto y diferente del vacio.
2. FEs un conjunto lleno, es decir, su complemento en C es conezo.

3. Su frontera es igual al conjunto de Julia de f.



1.3 Hiperbolicidad 5

Teorema 1.2.4. (Fatou-1919). Sea f un polinomio. El conjunto Ky es conexo si
y solo si la orbita de cada punto critico es acotada.

1.2.1. ./ Aplicaciones tipo polinomial y renormalizacion

En esta segtion definiremos las aplicaciones tipo polinomial y renormalizacion para
polinomios g@iadraticos. Los resultados aqui presentados se pueden consultar en
[DH1, McM].

Definicién 1.2.5. Una funcion tipo polinomial de grado d > 2, es una tripleta
(U, V, f) donde U y V" son subconjuntos de C isomorfos a discos, con U relativamente
compacto en V', y f U=V es una funcion C-analitica y propia de grado d.

Definicién 1.2.6. Sea f(: U= V una funcion tipo polinomial. El conjunto de Julia
lleno de f estd definido como elbconjunto de puntos en U que no escapan de U bajo
iteracion, es decir,

Ky ={Ae0U : f"(z) €U V n>0}.
Una definicién equivalente es
Ky = Nsof (U).
Definimos el conjunto de Julia desf.como
Jplv= 0Kj.

Dos funciones tipo polinomiales f y g son ‘hibridameénte equivalentes si existe una
conjugacion cuasiconforme ¢ entre f y g, definida en wia.vecindad de sus respectivos
conjuntos de Julia lleno, tal que d¢ = 0 en K, [DH1] Elsiguiente resultado puede
ser consultado en [DH1].

Teorema 1.2.7. (Rectificacion, Douady-Hubbard)

1. Toda funcion tipo polinomial f es hibridamente equivalentéestmn polinomio g
del mismo grado.

2. 81 Ky es conexo, el polinomio g es unico modulo una conjugacion afin.

1.3. Hiperbolicidad

En esta seccién daremos la definicién de aplicaciones racionales hiperbélicas y mostraremos
las propiedades que hacen a este tipo de aplicaciones bien comportadas. Los resul-
tados aqui expuestos pueden ser consultados en [McM, B, CG].

Definicién 1.3.1. Una aplicacion racional, R : C— @, es hiperbolica st las orbitas
de todos los puntos criticos convergen a los ciclos periodicos atractores de R.
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De entre todas las funciones racionales, las hiperbodlicas son las que tienen un com-
portatniento mas sencillo, ya que cuando R es hiperbdlica, existe un conjunto finito
A G CAque atrae a un subconjunto abierto de C de medida total. El siguiente resul-
tado cdragteriza la propiedad de ser hiperbdlico y puede ser consultado en [McM].

Teorema 1£3.2. (Caracterizacion de Hiperbolicidad). Sea R una aplicacion
racional. [as_siguientes condiciones son equivalentes:

1. El conjunto~postcritico Cr es ajeno al conjunto de Julia Jg.
2. No hay puntosscriticos o ciclos parabdlicos en el conjunto de Julia.
3. Cada punto critico_de R converge a un ciclo atractor bajo iteracion positiva.

4. Emiste una métricaseonforme suave p definida en una vecindad del conjunto
de Julia tal que || R4%) ||,> C > 1 para toda z € Jg.

5. FExiste un entero n > 0 dal que R" expande estrictamente la métrica esférica
en el conjunto de Julia.

A las aplicaciones racionales hiperbélicas algunas veces se les llama expansivas o que
satisfacen el axioma A de Smale. EFsiguiente resultado de aplicaciones racionales
hiperbdlicas puede ser consultado en [DH].

Teorema 1.3.3. El conjunto de/Julia de una aplicacion racional hiperbdlica tiene
medida de Lebesgue cero.

De hecho, la dimensién Hausdorff del ¢onjuntesde.Julia de una aplicaciéon racional
hiperbdlica es estrictamente menor que 2, {DH,(S2}

1.4. Dinamica de la familia cuadsratica

En esta seccién presentaremos un resumen de algunos resultados de la familia
cuadrdtica f.(z) = 2% + ¢ para ¢ € C. Denotaremos por K, = K;,, J. = J;. v
A.(00) = Ay, (00). Del teorema 1.2.4 tenemos:

Corolario 1.4.1. El conjunto J. es conezo si y solo si la orbitagde)cero es acotada.

Corolario 1.4.2. El conjunto J. es un conjunto de Cantor si y solovsi la orbita del
cero converge a infinito, es decir, 0 € A.(00).

Un conjunto de especial interés es el conjunto de Mandelbrot M definidoncomo:
M ={ceC:J. esconexo} ={ceC: O.0) esacotada}.

Notemos que si ¢ = 0, entonces K, es el disco unitario cerrado centrado en cero.y
por lo tanto, es conexo, véase la figura 1.1. De aqui tenemos que M es no vacio.

Proposicién 1.4.3. Sea S = méx{2, |c|}. Si|z| > S, entonces

lim f(z) = oo.
n—o0o
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Figura 1.1: Conjunto de‘Jalia lleno K. para: ¢=0.253, c=-0.75, c=0, c=0.5358+0.606i
y c=-1.3852

Observacién: Si |c| > 2, entonegs

I \f7'(0) = oo.

n—o

Corolario 1.4.4. El conjunto M7 esta contenido en el disco

Dy(0) =fe € T Je| < 2}.

Teorema 1.4.5. (Douady-Hubbard-1982). Fi’conjunto M es conexo y com-
pacto. Ademds, C\ M es conezo.

Teorema 1.4.6. (Shishikura-1992). La frontera del Comjunto M tiene dimension
Hausdorff dos.

Este resultado proporcioné el primer ejemplo de un conjunt@_génsiderado fractal y
cuya dimension es un nimero entero.
Los siguientes dos resultados pueden ser consultados en [McM].

Teorema 1.4.7. La frontera del conjunto de Mandelbrot M es igudl al cenjunto de
las ¢ € C tales que la familia de funciones

{c = f}0):n=1,2,3,...}
no es una familia normal en c.

Teorema 1.4.8. Si f. tiene un ciclo indiferente, entonces ¢ pertenece a la frontera
del conjunto de Mandelbrot.

Si U es una componente del interior de M y ¢g € U es un parametro hiperbdlico, se
puede mostrar que f. es hiperbdlico para toda ¢ € U y U es isomorfo al disco. Este
isomorfismo esta definido por el multiplicador de la 6rbita periédica atractora y se
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extiende continuamente a la frontera, por lo que a cada pardametro en la frontera
de una componente hipérbolica del interior de M se le asocia un angulo interno,
[DH,_D1]. Por otro lado, si ¢ no pertenece a M, f. es hiperbdlico porque el punto
criticorconverge al punto fijo super-atractor en infinito. Una conjetura muy impor-
tante, 1a_ewtal fue propuesta por Fatou para la familia de aplicaciones racionales,
es la conjetura de la densidad de las aplicaciones racionales hiperbdlicas. Esta con-
jetura restrimgida a la familia de polinomios cuadréticos se traduce en demostrar
que las componentes del interior de M esta formado por componentes hiperbélicas.
Asi mismo, Douady-Hubbard mostraron que la conexidad local de la frontera del
conjunto de Mandelbrot implica que las componentes hiperbdlicas son densas en M
y por lo tanto, la conjettira de Fatou para la familia cuadratica, [DH]. Un concepto
muy util en la comprension de la conexidad local de la frontera de M, ha sido el de
rayos externos. N
Dado que el complementodel conjunto de Mandelbrot es simplemente conexo en C,
por el teorema de Riemanngexiste un biholomorfismo ¢ entre C\ M y D. Ademés
por el teorema de Carathéodary« se extiende continuamente a la frontera de D si
y solo si, la frontera de M es logalmente conexa [DH, D1].

Como el polinomio f. tiene un punitefijo super-atractor en el infinito, por el teorema
de Bottcher existe una vecindad U del)jinfinito donde el polinomio f. es analitica-
mente conjugado a la funcién z?. Defiotémos por ¢, al biholomorfismo que realiza
la conjugacién, deja fijo al infinit@’y es tangente a la identidad en el infinito. Si U es
el conjunto méaximo donde ¢, coljuga a fEon 2%, entonces se tienen dos casos [DHJ:

1. Sice M,U =C\K..

2. Sic ¢ M, entonces U es una veciidad, del infinito que contiene al valor critico
c.
A partir del biholomorfismo ¢., Douady-Hubbard definieron la funcién
Oy :C\M —C\D
c — ¢c(c),

y demostraron que es un biholomorfismo que relaciona al espagi®“dinamico con el
espacio de parametros. Para entender el comportamiento de ®ypen-la frontera se
definen los rayos externos a M y a J.. Si § € T = R/Z, entonces el vayo, externo a
M de angulo 6 es el conjunto

Ry(0) =0,/ ({z€C:z=re" 1 <r < oo}).
Si el lim,_,; Ry (0) = ¢, se dice que el rayo de dngulo 6 aterriza en ¢ y que ¢ tiéne a
0 como argumento externo.
Se define el equipotencial Ep(r) de M, de radio r > 1, como
Ey(r)=®,;({z€C:z=rexp”™ 0 cT}).

Ambas definiciones son vélidas para los conjuntos de Julia lleno conexos, si sustitu-
imos a ®,; por ¢..
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Teorema 1.4.9. (Douady-Hubbard-1982). Sea ¢ un pardmetro en la frontera
de uwa componente hiperbolica W de M y con dngulo interno t € T.

1. 87 tyes racional y ¢ # i, entonces c tiene dos argumentos externos, es decir,
hay.dos dngulos 01,0y tales que los rayos externos Ry (0;) aterrizan en ¢, para
i = U 2. Ademds, los rayos R.(0;) aterrizan en un punto de la frontera de la
componente del interior de K. que contiene a ¢ y son adyacentes a ésta.

2. Sit es irraciopal, entonces existe un unico angulo 0 tal que Ry (0) aterriza en
c.

Ademas de este resultadoy; Douady y Hubbard demostraron que todos los rayos ex-
ternos de angulo racional™¥ aterrizan en la frontera de M y de hecho mostraron
que si 6 es periddico bajosla funcion 26, entonces Ry () aterriza en un pardmetro
¢ parabdlico (f. tiene una grbita parabdlica) y en caso contrario, Ry () aterriza
en un parametro de Misiurewicz(cero es pre-periddico). Por otro lado, Yoccoz de-
mostro que se tiene conexidad loealjen todos los parametros que se encuentran en la
frontera de una componente hiperbélica de M, [H]. En esta direccién se han tenido
importantes avances los cuales estan‘télacionadas con la teoria de renormalizacion
y pueden ser consultados en [KL] y en_las referencias alli citadas.

La renormalizacion es una herramienta muy 1util para estudiar las iteradas de f.,
ya que éste va subiendo de gradospero sé\busca obtener una vecindad del punto
critico, donde fI' se vea como unasaplicacidn.de tipo polinomial de grado dos con
conjunto de Julia conexo, [McM]. Espedificamente stenemos los siguientes resultados,
los cuales pueden ser consultados en [McMy.

Definicién 1.4.10. Sea f.(z) = z* + ¢ con eonjuntd dedJulia conexo. La funcién fo
es renormalizable si existen abiertos U y Viwen C tales"que 0 € U y f7: U — V es
una funcion tipo polinomial cuadrdtica con conjunto de”Julia conexo.

Teorema 1.4.11. Cualesquiera dos renormalizaciones de fl.tienen el mismo con-
gunto de Julia lleno.

Teorema 1.4.12. Si f* y f° son renormalizables, entonces tambi€ndq es %, donde
k es el minimo comun multiplo de a y b. El correspondiente conjunto”de Julia lleno
satisface KF = K¢ N K?.

Corolario 1.4.13. i f2 y f? son renormalizables y a divide a b entonces-is* @ K.

1.5. Analisis de una familia cuartica

En esta seccién se estudia el espacio de pardmetros de una familia de polinomios
cuarticos que se obtienen de la composicién de dos polinomios cuadraticos de la
forma P,(z) = az + z%. Partimos de esta familia cuadrética porque el cero es un
punto fijo, el cual resulta ser un punto fijo de la aplicacién cuartica P, (P,,(z)).
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1.5.1. Lugar de conexidad

La familia de polinomios cudarticos en la que nos enfocaremos resulta de la composi-
cion dedy(2) = az + 2% y By(z) = bz + 2% con a,b € C. Denotaremos por

Pyu(2) = Py(Pu(2)) = 2* + 2a2* + (b + a*)2* + baz.

Definicién 1.5.1. FEl lugar de conezidad C, en el espacio de pardmetros C2, de la
familia de polimomios P, se define por:

C ={(a,b) € C*: Kp, es conexo}.

Por el teorema de Fatou)1.2.4, el lugar de conexidad C estd determinado por las
orbitas de los puntos criti€os,, los cuales deben ser acotadas. Los puntos criticos de
la familia Py,(z) son:

—a

"a=5
_ —a+Va*-2b
m o= g
—a— 2_
"oy = a \/Za 2b.
. _B2 . .
Es importante hacer notar quesPy,(cs) = Ppakés) = Tb, por lo que estos polinomios

cuarticos a lo mas presentan dos dinamicas.

Para analizar el lugar de conexidad\de esta(familia haremos algunas restricciones
que nos permitan determinar ciertas<componentes hiperbdlicas en dicho espacio.
Empezaremos analizando el espacio de parametrog ciando uno de los puntos criticos
de Pyu(z) esta fijo.

» Caso para el que ¢; = 5 es fijo.

Resolviendo la ecuacion:

e Caso en el que a = 0.
Notemos que si a = 0, entonces Py, (2) se simplifica a Qy(2) =02 421 y
los puntos criticos se convierten en
oc =0

0y = Y=

OC3:

Debido a que ¢; es fijo y a que Qp(c2) = Qp(c3), el lugar de conexidad de
Qy(2) es el conjunto de b € C tal que la érbita de ¢y permanece acotada,
el cual se muestra en la figura 1.2.
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Figura 1.2: Luga¥ de conexidad para la familia Q,(2) = b2 + 2*.

3
e Caso en el que b = “#5,
3+4a®2+4a2%+8 "
Para este caso P,(z) = 22t PR )y los puntos criticos de P,(2)
son:
0 ¢ = —%
_ —2a++v2a*—16a
© 6= da
o __ —2a++v2a%*—16a
€3 = 4a

Ya sabemos que ¢; es un=punto fijo.de P,(z), por lo que para conocer
el lugar de conexidad, bastasObservarpara cuales valores de a € C la
orbita de ¢y permanece acotada. Con esté eondicién se obtiene el lugar
de conexidad que se muestra en{la figura 3,

2(z+a)(a®+4a?z+4a22+8)
4a !

Figura 1.3: Lugar de conexidad para la familia Py,(z) =

= Caso en el que c; es fijo.
Resolviendo Py, (c2) = ¢3 se obtiene que b =0 o que a = 1’1—”;8.
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e Si b =0, entonces (P,(z))* = (az + 2?)? y los puntos criticos son:

Observe que ¢; es un punto fijo de (P,(z))? y que ¢y es es eventualmente
fijospor lo que para obtener el lugar de conexidad de (P,(z))?, necesitamos
que Ja-érbita de c3 sea acotada. En la figura 1.4 se muestra el lugar de
conexidad.

Figura 1.4: Lugar de conexidad jpara lafamilia (P,(2))* = (az + 2%)2.

. _ b3438 o« 2(42b+b3%-8) (422b+2b3 +82+4b?)
o Si a = "5 entonces Py, (2) = T y los puntos
criticos son:
__ b>+8

°Ca=""p

2
O C2 = —bZ
O C3 = —2

Notemos que ¢ es un punto fijo de Py,(z) y ¢3 es un punte‘eventualmente
fijo, por lo que para obtener el lugar de conexidad de P,,(£)\basta observar
para que valores de b € C, la orbita de ¢; es acotada. En la, figura se
muestra el lugar de conexidad.

En [Ro] se demuestra que la familia Qy(2) = b2? + 2 no es afinmente conjugada a
la familia (P,(2))? = (az + 2?)? y que la familia

~ 2(42b + b% + 8)(42%b + 2b3 + 8z + 4b?)
@nlz) = 1602

tampoco es afinmente conjugada a la familia

~ 2(z 4 a)(4az® + 4a®z + a® + 8)
P.(z) = 1 :
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2(42b4-b3+8)(422b+2b34+-824-4b2)

Figura 1.5: Lugar de cofiexidad para la familia Py, (z) = e )

Por lo que es necesario estudiat separadamente a cada una de esas familias. En
particular, en este trabajo analizapémos la familia Qy(z) = bz% + 2* correspondiente
al caso a = 0. Para esta familia tefiemos las siguientes propiedades geométricas.
Sea

D 5(0),={£EC: |2| < V8}.

Proposicién 1.5.2. Sea S = m@éx{2, [b|}. Sifz| > S, entonces
Im'Q} (z) =09.
n

Demostracion. Supongamos que |z| > S¢#En partiedlar |z| > 1.

|Qu(2)] - Qo)
3
2] 2]
B |21 + 22
P
|2|* — |b]]2|?
|2
_ 1ol
2]
> [z =1

= |7]

Por lo tanto, |Q}(z)| es una sucesién creciente y se sigue el resultado.
(]

Observacién 1.5.3. Note que J, C D 5(0) y si [b] > /8, entonces la érbita del

punto critico ¢y = —V;% se va a infinito.

Corolario 1.5.4. El conjunto M estd contenido en el disco D g(0).
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Proposicién 1.5.5. Los polinomios @y, (2) y Q,(2) son afinmente conjugados por
la coffjugacion p(z) = az, donde a® =1y by = abs.

Demosifacion. Sean Qy, (2) = 2* + 0122, Qp,(2) = 21 + b22? y 0(2) = az + B. Los

polinomi6s.Qy, (2) v Qu, (2) son afinmente conjugados si o(Qy, (2)) = Qp,((2)), para
alguna o #/0.

Por un lado
(@, (2)) = oz + bi2%) + 8 = azt +ab 2® + B

y por otro,

Qb (0(2)) = Qu, (2 ¥ 3)
= (az + B) " by(az + B)?
= a'2! + 40?2385 60227 B% + daz B 4 B+ by(a?2® 4 2082 + 7)
= a'2? + 40 B229602 5% + bya?) 2 + (4B + 2b08) 2 + B + B2

Igualando coeficientes se tiene que;

o ="a* (1.1)
0 = 44°p (1.2)
at= 60° B3 bya® (1.3)
0 =Ma B 42bya 3 (1.4)
B =16 (1.5)

Como « deber ser distinta de cero de (141) tenemossque
o =T,
De (1.2) tenemos que =0y de (1.3) tenemos que

ab; = 60(202 + bQOé2 = bQOé2 = by = abs.
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Figura 1.6: Conjunto de Julaclleno K, para los pardmetros: b=-2, b=1+1.732i,
b=1-1.732i, b=-1.241.0912i, b=1, b=-1.21+1.1052i

1.6. Dimension Hausdorff

En esta seccion daremos la definicion dedimension Hausdorff y algunas de sus
propiedades. Para ello comenzaremos definiendo la medida s-dimensional de Haus-

dorff. Los conceptos y resultados ‘agui, presentados pueden ser consultados en [F,
McMI, McMII].

1.6.1. Medida s-dimensional deyHausdorff

Sea U un subconjunto del espacio euclidiarfo R”, el didmietro de U esta definido
como:

U] = sup{lz —y| : 2,y € U}.

Cuando U es compacto, el didmetro coincide con la maxima distaneia entre los pares
de puntos de U.

Una d-cubierta de F© C R™ es una colecciéon numerable o finita {U;} de conjun-
tos de didmetro a lo mas ¢ que cubren a F', i.e,

FC [OJUi
i=1

con 0 < |U;| < 6 para cada i € N.
Supdngase que F' C R™ y s es un ntimero no negativo. Para algin ¢ > 0 definimos

Hj(F) = inf {Z |U;|° : {U;} es una d-cubierta de F} .

i=1
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Esto es, el infimo se toma sobre las sumas de las s-ésimas potencias de los diametros
de todas las d-cubiertas de F. Cuando  decrece, la clase de cubiertas admisibles de
F' en la’ecuacion anterior se reduce, por consiguiente, el infimo de la definicién Hj
se incrémenta y asi se aproxima a un limite cuando J tiende a 0 y escribimos:

H*(F) = lim H{(F).

6—0

Notemos que gste infimo es mayor o igual a cero ya que sumamos potencias de
nimeros mayores ‘oliguales a cero. Este limite existe para todo subconjunto F' de
R™, sin embargo, elvalor limite puede ser 0 o oco.

Proposicion 1.6.1. [ es una medida sobre los conjuntos de Borel en R™.

Observacién 1.6.2. Sea./#'C F. Tomamos a {U;} una d-cubierta de F' , entonces
{U;} es una é-cubierta de E, per lo que

{Z |Ui |5~V } d-cubierta de F'} C

C {Z |U:|° H U} d-cubierta de E'}

en consecuencia tomando infimos-tenemos que Hi(FE) < Hi(F).

Teniendo ya definida la medida s-dimeénsional'deHausdorff, vamos a comprobar mas
adelante que existe un valor de s para él' cual la'medida de un conjunto £ C R? no
es trivial. Ademads, vamos a ver que ese’valor es tnico.
Como ya sabemos,

H*(F) = limdij(F)

6—0.

siempre existe y puede ser 0, co o un numero real positivo. Asf;si tenemos el conjunto
de las d-cubiertas admisibles para A podemos tomar cualguier subcoleccién de las
d-cubiertas. Si tomamos el limite del infimo de las sumas de‘las s-ésimas potencias
de los didmetros de esa subcoleccion de d-cubiertas de A y ese limite, existe, entonces
es el mismo que lim;_,o H$(A).

Ejemplo 1.6.3. Si A C R” es una bola de radio r, entonces

2n
H"(A) = =Vol,(A).

Donde C), es el volumen de la bola n—dimensional de radio 1.
Proposicion 1.6.4. Si FF C R™ y A > 0, entonces
H¥(\F) = NH*(F),

donde N\F' = {\x : x € F}, es decir, el conjunto F' es multiplicado por un factor \.
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Demostracion. Si {U;} es una d-cubierta de F', entonces {AU;} es una Aj-cubierta
de M. De lo que se tiene que

H3s <> AU =X ) |UJ*.
En particular, tenemos que
His < N Hj(F).
Puesto que esto’es valido para toda d-cubierta {U; }, haciendo § tender a 0 se obtiene
que H*(AF) <A HP(F).

Si {U;} es una é-cubierta de AF entonces {1U;} es una ;d-cubierta de F. De lo

que se tiene que
S 1 S 1 S S S S

NHY,; < Hj.

En particular

O

Definicién 1.6.5. Sea F' C R". Una.aplicacion f : F — R™ es Hélder continua con
exponente a > 0, si existe ¢ > 0 tal qué para todo x,y € F,

|f@y— fy)] < clz—yl|*
Se dice que es bi-Holder con exponente o si\existen cq,co > 0 tales que
cille =yl I HE) - FuMpZ collz — yl|*
En particular, st a« =1 se dice que la fuwecion es pilipschitz.

Proposiciéon 1.6.6. St F C R" y f : F.—.R" esdina aplicacion Hélder continua
con exponente o > 0, entonces para cada $.>/0

s

Ha(f(F)) < ca H(F).

Demostracion. Si {U;};>1 es una d-cubierta de F, entonces
lf(FNU)| <c|lFNU|* < c|lU]*.
De donde se deduce que {f(F NU;)}i>1 es un e-cubrimiento de f(K)} considerando
;)e ecsie. modo, sumando sobre los elementos de la cubierta, tendremos
Z |f(FNU;)|« <o Z Uil®.
Por lo tanto, tomando el infimo sobre todas las d-cubiertas de F', se tiene

HE (f(F)) < ¢s Hy(F).

Asi, cuando 6 — 0 también € — 0, por lo tanto
He(f(F)) < caH*(F).
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Un caso de gran importancia es cuando el exponente « de la condicién de Holder es
1, estO es,

lf(x) = fly)| <clx—y| xyel.
A una aplicacién que satisface esta condicién se le llama aplicacion de Lipschitz, y
H(f(F)) < cH*(F).

Observemos que’ cualquier funcién diferenciable con derivada acotada en F' es nece-
sariamente Lipscehitz, lo cual es consecuencia del teorema del valor medio. Por otro
lado, si f es una isometria, es decir,

Wfiz) = fWw)l=lz—yl z,y€eF,

entonces H*(f(F')) = H*(F). En particular, las medidas de Hausdorff son invariantes
bajo traslaciones, es decir, H*(# + z) = H*(F'), donde

Foa={cv+z:2€F},

e invariante bajo rotaciones.

1.6.2. Definicion de la/dimensién Hausdorff

De la definicién de H§(F') tenemés\que paré un conjunto dado F' 'y 0 < § < 1,
Hj(F) es no decreciente con respectosa.s. Asf por definicién de H*(F') es también
no decreciente y tenemos la siguiente proposicions

Proposicién 1.6.7. Sit > s, 0 <6 <1 74dU;} es una §-cubierta de F, entonces
Hi(F) < 8" "H;(F).

Demostracidn. Debido a que |U;] < 9§, entonces |U;|'™5 < ¢*_%.0 equivalentemente
57t < |U;]*7*. Por lo anterior,
Uil* = U U = 0" Uil

Por lo tanto, Y, 0°*|U;|" = 657>, |Ui[" < 7. |Us|°. Esto implica que\HF(F) >
STTHLUF). Asl, HY(F) < 8" *H§(F). O

Noétese que sit < sy H*(F) > 0, esto es, si limg_,o Hj(F') > 0 se tiene que

‘ s < i s—t 17 t )
Sy ) = i 0 i M)

Por lo tanto, H'(F) = cc.

Anélogamente, tenemos que si ¢ > sy H*(F) < oo, entonces H'(F) = 0. Esto
nos muestra que existe un valor critico s en el cual H*(F) salta de oo a 0. Este valor
critico recibe el nombre de la dimensién Hausdorff de F'.
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Definicién 1.6.8. Sea F' C R"™. La dimension Hausdorff de F' es el nimero dimp(F) =
inf{s>0: H*(F) =0} =sup{s > 0: H*(F) = c0}.

De la<definicién anterior y adoptando que sup{@} = 0, tenemos que

oo si 0<s<dimg(F)
H*(F) =
0 si s>dimg(F).

Si s = dimpy(F), entonces H*(F') puede ser igual a 0, co 0 0 < H*(F') < o0.

A un conjunto de Borel que satisface la tultima condicién se le llama s-conjunto.
Graficamente esto lopodemos ver en la figura 1.7.

4—
O WP n
S

Figura 1.7: Diménsién Hausdorft.

Corolario 1.6.9. 1. Si f es una funcién Holder-ov =dimp (f (X)) < Ldimy(X).
En particular si es Lipschitz, dimg(f(X)) < dimg(X9)-

2. Si f es una funcién bi-Hélder-ov = dimp(f(X)) = Ldimg(X). En particular
si es bi-Lipschitz, dimg(f(X)) = dimg(X).

Demostracion. 1. Si s > dimy(X) por la proposicién 1.6.6
Ha(f(X)) < ca HY(X) = 0.

Como la dimensién es el infimo de los s > 0, tales que H*(X) = (0 se sigue que
dimp(f(X)) < £ para toda s > dimy(X). Luego dimy(f(X)) < Ldimg(X).

2. Basta observar que siendo bi-Hélder-« la funcion f es inyectiva pues st

r#y=lle—yl>0=0<ale—yl* <[fx) = FW)I.

Asi, restringiéndose a la imagen, es biyectiva y tiene inversa f~1: f(X) — X
Sean z,y € f(X), es decir, existe z1,y; € X tal que z = f(z1) y y = f(wn1),
siendo f Holder tenemos que

aller = oll* < [[f (1) = fy)]l < eallzr = [, lo que implica que
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~—

|“ de donde se sigue que

allf @ =W < lle—yll < el f @)= f

1 1 1
—llz—yl= < If @) = T W < < llz—yll=

&3

%)
HQ‘H| —

y por Jo tanto f~! es Hélder-é. Luego aplicando el inciso anterior a f tenemos
que &img(f(X)) < édz’m (X)) y aplicando el inciso anterior a f~! obtenemos
que dimy(f~1(X)) < adimy(f(X)). De estas dos desigualdades obtenemos

que

L dimu(X) < dimu(F(X)) < Ldimp ().

[0 (0]

Ejemplo 1.6.10. Sea F'uma bola de radio r contenida en R". Entonces,

2n
H'(F) = C—Voln(F) < 00.

Por lo tanto la dimy(F) = n, condH(F) =ocosis <ny H*(F)=0sis>n.

Propiedades que cumple la dimensién Hausdorff.

1. Monotonia. Si E C F eftonces dimp(E) < dimy(F).

2. Estabilidad Contable. Si {E,};>1 es wha’sucesién de subconjuntos de R",
entonces

dimpy <U E) —=sup {dimy(F;)}.
i1 1<i<o0
3. Dimension de conjuntos contables. Si F© C R™ es contable, entonces

4. Dimensidon de conjuntos abiertos. Si F' C R" es abiertogentonces dimy (F') =
n.

1.6.3. Algoritmo del valor propio

En esta seccion se definen las particiones de Markov para los sistemas“dinamicos
conformes equipado con densidades invariantes, la cual nos permite deséribir un
algoritmo para el calculo de la dimensién de la densidad invariante en el caso expan-
sivo. Este calculo nos permite aproximar la dimensién Hausdorff de los conjuntos de
Julia de polinomios hiperbdlicos. Los resultados aqui presentados estan basados en
el trabajo de McMullen [McMI].

Definicién 1.6.11. Un sistema dindmico conforme F en C es una coleccion de
aplicaciones conformes f : U(f) — C, definidas en un dominio U(f) C C.
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Definicién 1.6.12. (Densidad F-invariante) Dado un sistema dindmico con-
forme F, una densidad F—invariante de dimension 0 es una medida pu finita y
posttiva’en S? tal que

u(f(E)) = /E (@) Pdp

siempre que=flp es inyectiva, E C U(f) es un conjunto de Borel y [ € F. Aqui la

: : ., .. 2|d
derivada se mide en la métrica esférica, dada por p(x) = 11\5\‘2 en R?,

Definicién 1.64132 Una particion de Markov para un sistema dinamico conforme
F con densidad F#inyariante y, es una coleccién no vacia P = ((P;, f;)) de bloques
compactos y arcocoiexo$ P; C S? y aplicaciones f; € F definida en P;, tal que:

L. fi(P) D U,.; Py donde la relacion i — j significa que pu(fi(£) N P;) > 0;
2. fi es un homeomorfismo en una vecindad de P; N f; ' (P;), cuando i + j;
3. w(P) > 0;
4 p(PNP)=0sii#j;y
5. u(fi(F)) = H(Umj p;) = ij MR;).

Las particiones siempre seran finitas.

Definicién 1.6.14. Una particiénede- Markow es expansiva si existe una métrica
suave conforme en S? y una constante)f tal que

i (@) 26 > 1
donde x € P; y fi(x) € P; para algin j.
El refinamiento de una particion P
R(P) = ((Rij, fi) : i = Jj),
es una nueva particiéon de Markov definida por

Ry = f(P) NP
En otras palabras, cada bloque de la particiéon P es subdividido y lasfaplicaciones
son las mismas en cada bloque subdividido.

Proposiciéon 1.6.15. Si P es una particion de Markov expansiva, entonees=los
bloques de R™(P) tienen didmetro de orden O({™"),& > 1.

Demostracion. Ya que cada bloque P; de P es arcoconexo, cualesquiera dos puntes
en P; pueden conectarse por un camino de manera suave uniformemente acotado de
longitud L, contenido en la imagen de f; cuando ¢ — 7. Dado que la particién es
expansiva, es decir, existe ¢ tal que |f'(z)] > & >1 V x € B,y fi(x) € P; para
alguna j, entonces por el teorema del valor medio tenemos que
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L=|fi(z) = fily)l = f'(c)lz —y| > £z —yl.
Y asf

|z —y| < &&:i(x) — fily)l = 17 (file) = £ ()| < €M filz) = fily) = €7

Por tanto, bajo fi_l, este camino se contrae por £! con respecto a la métrica p,
asf los puntos de Ry estdn a lo mds a una distancia L. Iterando, tendremos que
los p-didmetros de dés bloques de R™(P) es a lo méas £ "L. Como la métrica p es
equivalente con la métriea esférica se termina la prueba. O

A continuacion presentaimos el algoritmo que permite aproximar la dimension § de
una densidad pu.

Supongamos que se tiene una particién de Markov P = ((P;, f;)) y una muestra de
puntos x; € P;. El algoritmoCalcula una sucesién de aproximaciones a(R"(P)) que
tienden a 0 procediendo de la siguiente manera:

1. Para cada i — j, calcule y;; € P; tal que f;(vyi;) = ;.
2. Calcule la matriz de transicién
FHO sl 7+ 7,
(MT);; =

0] en otro caso.

3. Encuentre a(P) > 0 tal que el radié espectral satisface
AMTHP= 1.
Donde ((MT)%);; = T5.
4. La salida «(P) es una aproximacion a 0.

5. Reemplace P por un refinamiento R(P), defina nuevamente una muestra de
puntos z;; = y;; € R;; y regrese al paso 1.

Esperamos tener a(P) ~ 0. En efecto, la ley de transicién, u(f = [ 4f(z |5d,u,

implica que m; = pu(P;) es un eigenvector aproximado para el vector (VE T) on
eigenvalor A = 1, es decir,

=S (NP Z/| DPdp~ 3 i) | (R

i—7]
= (MT)}m;.
J

Este argumento se usa para probar la convergencia del algoritmo en el caso expan-
sivo.



1.6 Dimension Hausdorff

23

Teorema 1.6.16. Sea P una particion de Markov expansiva para un sistema dindmi-
co coniforme F con una densidad invariante j de dimension &, entonces

a(R"(P)) — ¢
cuando n —% oo.

Demostracion. VPrimero supongamos que la particiéon P es expansiva en la métrica
esférica. Sea P= {(P,, f,)) v P;j = P,N f; 1 (P;). Definimos S;; y Uy; como el minimo
y el mdximo, respectivamente, de |f/(x)|™* sobre P;; cuando i — j y establezcamos
Si; = U;; = 0 en ofrpreaso, entonces por la expansion tenemos que

Sy <(MT)y; <Uy<€&t<1

para alguna constante £.“En particular, A((MT)%) es una funcién estrictamente
decreciente con respecto a di-asi existe una unica solucién para A((MT)*) = 1.
Se afirma que

donde m; = pu(P;). En efecto,

Z/ O ) Pdp >S9 (P "m);.

1—] i—]

De manera similar para U. Por tantos

por la teorfa de matrices no negativas [G].

Ya que f es de clase C?, tenemos que
Uij/Si; = 14+ O(max diam F;).
Escogemos una 3 = O(max diam P;) tal que €7S° > U°. Entonges,
(MT)™? = (MT)(MT)™P > 8%8 > U° = AN(MT)*P) > NU°) > 1
De igual manera (MT)°(MT)? < U°¢=# < S° <1 por tanto,
A(MT)"*P) < X(S°) <1y A(MT)"*P) <1< A(MT)*P)1.

Por continuidad, la solucién de A((MT)*) = 1 se encuentra entre estos dos éXpos
nentes, asi

|a(P) — 0] < 28 = O(max diam P;).

Ya sabemos que los bloques de R"(P) tienen didametro O(£~"), lo cual implica que

[a(R"(P)) = 6] = O(™).
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Para el caso general, en el que tenemos una métrica expansiva p # o, note que el
argwmento anterior funciona si reemplazamos M'T" por

T — | #( Y| -1 — p(yij)o(x;) B
(MT>U - |fi(ylj>|p U(ym)p(xj)(MT)U‘

Pero para unas, particién suficientemente fina, y;; ~ x; y por lo tanto, MT =
N(MT)N~!porda matriz diagonal N con N;; = g((‘;)) Yaque \(T) = A(N(MT)N~1),
obtenemos una convergencia rapida exponencial a 0 en el caso general. O

En esta parte constrmiremos, via angulos externos, una particion de Markov para
polinomios expansivest Recordemos que un polinomio es expansivo si su conjunto
de Julia no contiene puntos criticos o puntos parabdlicos.

Definicién 1.6.17. Una#aplicacion racional f es geométricamente finita si todo
punto critico que pertenece a.d, es pre-periddico.

Teorema 1.6.18. El conjunto?de=Iulia de una aplicacion f geométricamente finita
lleva una unica densidad invariante w de dimension 6 = dimy(J¢) y de medida total
uno. Ademds, p tiene soporte en el conjunto de Julia radial.

Sea f un polinomio de grado d > 2, por-el teorema de Bottcher existe @ definida
en una vecindad del infinito Ugtal que

O u(=%) = f(@7(2)). (1.6)

Ademés, si Ky es conexo, la conjugacion se extiénde a C\ Ky, es decir,
O (C—A) = (C — K(f)),véase Aarfigura 1.8.

Ademas, si f es geométricamente finita, J; es,localmente.conexo y por el teorema de
Carathéodory, @ se extiende continuamente a la frontera’y seé obtiene una aplicacién

bp: St Jp

que semiconjuga la dindmica de f en J; a la multiplicacién por d. El punto ¢(e*) €
Jy tiene angulo externo 6, [CG].

Los polinomios de Chebyshev Ty(z) son definidos por Ty(cos(0))“= cos(df); por
ejemplo Ty(z) = 222 — 1. El mapeo Ty(z) es semiconjugado con la funcién, z — 24
bajo 7(z) = (2 4+ 271)/2; esto es, Ty(w(2)) = 7(2?). Asf el conjunto de Juliade T es
(St =[-1,1].

Notacion: A < B significa que % < B < CB para alguna constante C'.

Teorema 1.6.19. Sea f(z) un polinomio geométricamente finito con conjunte de
Julia conezxo y densidad candnica p, entonces o bien:

1. pu(er(I)Ny(J)) =0 para todos los intervalos disjuntos I, J C S*; o

2. f(z) es conformemente conjugado a los polinomios Ty(z) de Chebyshev.
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Figura 1.8: Conjugacion

Teorema 1.6.20. Sea f(z) un polinomio expansivo con conjunto de Julia conezo.
Entonces P = (¢4(1;), f) es una particion de Markov expansiva para (f, i) donde

=1/
= |—¥ -
T

bajo la identificacion de S* = R\ Z yj=es, una densidad para f.

Demostracion. Verificaremos que se cumplen los axieas de una particion de Markov.

(1). Sea P; = ¢4(I;), la semiconjugaciéon ég(z?) = f(d4(z)) implica que f(P;) =
UP = Jy.

(2). Por la expansién, f es un homeomorfismo local cerca dé.Jp Tenemos asi que

Py =P fY(P) = ¢s(ly)

21, d
2 )

para un arco I;; C S* de longitud = ya que 2 es inyectiva en [ f\es un homeo-

morfismo en una vecindad de P;;.

(3),(4) y (5). Por el teorema 1.6.19, se tiene que I; es un intervalo y ¢pes con-
tinua tenemos que p(FP;) >0y u(P; N P;) =0 para i # j ; por lo tanto, iff(£;)) =
p(J(f) =225 ulf(F;)).

Finalmente, la expansién de f implica que hay una métrica conforme tal que | f/|, & 1
en Jr [McMI,Teo 3.13] . Asi P es una particiéon de Markov expansiva.
]

Corolario 1.6.21. El algoritmo del valor propio aplicado a P calcula la dimension
Hausdorff de los conjuntos de Julia.



Capitulo 2

Dimensién Hausdorff de conjuntos
de Julia de polinomios cuadraticos

En este capitulo se construyen{lasherramientas para la implementacion del algoritmo
del valor propio en la familia f.(2) % 2% + ¢ cuando f. es hiperbdlico.

2.1. Arcos regulares

En esta seccion construimos arcés.regulados en los conjuntos de Julia de la familia
f.(2) = 2% + ¢ para el caso en quesel-punte critico es periédico o atraido por una
orbita periodica.

Sea f.(z) = 2%+ c. Este polinomio tienefwinico puato critico que es z = 0 y cuando
la 6rbita de éste es acotada J,. es conexo.

El polinomio f,. tiene dos puntos fijos, a.y" 3., de 168 guales solo uno puede ser
atractor. Denotemos por a, al punto fijo de f. que para“cpequenos es atractor y .
al punto fijo de f. que siempre es repulsor y por lo tanto estaen J..

Observe que a. = % — %\/1 —4cy B, = % + %\/1 — 4c. Ademas, (. tiene angulo
externo cero.

Apartir de ahora, supongamos que f. es hiperbdlico. Si J. es €onexo, el teorema
1.6.20 garantiza la existencia de una particién de Markov expansiya~P = ((P;, f.))
con P; = ¢.(P]) y P> = ¢.(P3), donde P{ = [0,1], Pj = [3,1] y ¢ es-iina semiconju-
gacion entre la funcién doblamiento y f.|;.. Para el caso en que J. es distenexo, el
mismo algoritmo funciona, sélo que en este caso la particion de Markov se_censtruye
usando los equipotenciales en la cuenca de atraccién del infinito, [McMI]:

Sea M’ = |J,c; Wi, donde W; es una componente hiperbdlica del conjunto ‘deMan-
delbrot, para toda ¢ € I y en particular denotemos por Wy a la componente principal
del conjunto de Mandelbrot. Como f, es hiperbdlico existe U C Int(K.), compos
nente de Fatou periddica, la cual contiene un punto periédico atractor. Definimas
el centro de U como el punto periddico atractor o super-atractor zy de U. Por el
teorema de Sullivan toda componente V' C Int(K.) es eventualmente periddica,
es decir, existe m tal que f7(V) = U, por lo que definimos el centro de V' como
f;m(ZU) S Vv [CGv B]

26
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Sea ¢ € W; v U la componente peridédica de periodo k& que contiene al critico. El
conjufito U es invariante bajo f* y f*|; es un cubriente ramificado de grado dos. Si
el punté critico de f. no es peridédico, por el teorema de Koenigs existe un biholo-
morfisioyoy : U — D que envia el centro de U en 0 y conjuga analiticamente f*
con \z.“Adémsds esta conjugacion se extiende continuamente a la frontera de U.
Sea zy = fc_k(zU) € Uy 2z # zy, se define el arco regular que une a zy con
29, como @ M([0,1])), donde Y([0,1]) es el segmento de recta que une a oy ()
con oy (zy) enddenotado por [z, zp]y. Para 21 € {f."%(20)} N U, dado el arco
[20, zv]u definimo§ el arco regular que une a zy con z; como la curva [z, zp]y en
U tal que f*([21,20]) = [20, 2zv]y. De manera general, si z,.1 € {f %(2,)} NU,
definimos el arco que_whe a z,,1 con z, como la curva [z,41,2,]y en U tal que
FE([nr1, 2nlv) = [z, 2500

Si el punto critico de f: e§ periddico, por el teorema de Bottcher existe un biholo-
morfismo @ : U — D que’envia el centro de U en 0 y conjuga f¥ con 2%. Ademads
esta conjugacién se extiendelgontinuamente a la frontera de U.

Sea z;, € U el punto fijo repulser para f* y 2o = f.%(z};) € U con z # z;. Se
define el arco regular, que une @zp con z;;, como la curva ®;'(Y([0,1])), donde
T1([0,1]) es el segmento de recta_que pasa por cero y une a ®y(z,) con Py(zp)
en D el cual se denotara por [z, 2jd5)Asi, para z; € {f-%(2)} N U, dado el ar-
co [20, 2y |y definimos el arco regular_gue une a z, con z; en K. como la curva
(21, 20) . tal que f¥([21, 20]57) =A%0, 2] De manera general, si 2,11 € {f7%(2,)},
dado el arco [z, z,_1] € K., definimos el"atco regular que une a 2,4 con z, como
la curvalz,41, zn) k. tal que f¥([zfmmli.) = 2n1lk..

Para ambos casos definimos el arco-régular [2rZiae] k. = /o [2hir Zhrit1] k.-

2.2. Construccion de la-curva+T

Para la construccion de la matriz de transi¢ién vamos“asconstruir una curva, I';,
que separa al plano en dos conjuntos disjuntos y esta formada por la unién del rayo
externo a —f., el rayo externo a . y una curva 'y, que’conecta a —f. con [,
dentro de K,.. Como K. es localmente conexo la curva ['k_ existe y en general no es
Unica, para su construccién sera necesario dar algunas definicion€s, y en particular
usaremos el siguiente resultado de Yin, et al, [TY, P].

Teorema 2.2.1. Sean f un polinomio, Cy su conjunto post-critico, Dgila unién
de los dominios de rotacién periddicos de f y v : [0,00) — C una cfirva.tal que
f(y(t)) = v(t — 1) para toda t > 1. Si v([0,1]) N (C; U Dg) = 0, entonces: (t)
converge a un punto fijo de f con multiplicador A con [A| > 1 o |\ = 1.

2.2.1. Caso ce W,

Sic € Wy se construye la curva 'k, de la siguiente manera: sea zy = a,. y 20 = —a.
Dado z; se elige z;11 como la imagen inversa de z; bajo f. mas cercana a .. Sea
{2Zn}n>0 la sucesién anterior, construimos una curva uniendo z, con z,,; mediante
arcos regulados para n > 0. Estos arcos se parametrizan con funciones -, de tal



28

2 Dimension Hausdorff de conjuntos de Julia de polinomios cuadraticos

manera que:

(=4 1), =nl) = [2nt1, 2alke, (=0 + 1)) = 201

YV Yu(—)'=%, V n > 0.
Sea C,. la‘clausura del conjunto post-critico de f.. Se define la curva

Ye : (—00,0] = C\ C.

como v, (t) sit g[+(n+1), —n] con n > 0. Por la construccién de los arcos regulados
[Zn+1, 2n] K, Se tiene’que si t < —1, entonces

Jeeft)) = fe(n(t) = yn-1(t) = 7e(t + 1).
Por la Proposicion 2.2.1 ten€émos el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.2. La sucesion {z,},>¢ definida anteriormente converge al punto
fijo repulsor . y la cerradura‘de’la imagen de la curva <. conecta a —a, con ..

Sea I'l = 7.([~00,0]) y I'? = —T'&i
Observacién 2.2.3. T'? conecta a ay.con —f,.

Definimos T'g, = T2 U [—a., aJg/UTL "a Tk, se le llama espina dorsal de K.
Denotemos por Wro a la compenente hiperbélica que se bifurca de Wy con dangulo
0

interno Z—g y (po,q0) = 1.

2.2.2. Caso ce Wn
q0

Observe que para los parametros ¢ € Wro, f. tiene unasérbita periddica atractora
40

de periodo ¢g. Si ¢ € Wpo, entonces la curva I'k,, se construye de la siguiente

manera: como ¢ € Wpo, entonces via una renormalizaciénl_se\obtiene que f% es

hibridamente conjugada a fz para alguna ¢ € W,. Denotemios por K? C K. al
conjunto de Julia lleno obtenido por esta renormalizacién y 32, &2 ados puntos fijos
de f% que pertenecen a K?. Como la dindmica de f% en K? eg"Conjugada a la
dindmica de fz en K3, con ¢ € Wy, podemos construir el arco I'xo"= [+ 039 KO,

usando el procedimiento dado para los parametros en la componente prmmpal Wo.

Notemos que Y = a. y por lo tanto [—3Y, 5]ko = [—a., a.]. Tomemos&¢ = —a,
dado z; se elige z;,1 como la imagen inversa de z; bajo f. mas cercana a .. Para esta
sucesion de imagenes inversas de —a., usando como arco inicial I'ko, se consttfuyen
los arcos regulados que unen a cada uno de los puntos de esa sucesion.

Estos arcos regulados se parametrizan con funciones 7, con n > 0 de tal manera
que: Yo ([—(n+1), =n]) = [2n41, 2n]k.. Note que v, (—(n+1)) = zpp1 y Ta(—n) = 4
VY n>0.

Sea C. la clausura del conjunto post-critico de f.. Se define la curva

Ye : (—00,0] = C\ C.
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como v, (t) sit € [—=(n+1), —n] con n > 0. Por la construccién de los arcos regulados
se tiehie que si t < —1, entonces

fc('yc(t)) - fc(rYn(t» Tn— 1( ) Ve (t + 1)
Por la propeésicion 2.2.1 tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2:2.4. La sucesién {z,},>o definida anteriormente converge al punto
fijo repulsor S«¥ la cerradura de la imagen de la curva ~. conecta a —a, con ..

Sea T} = 7([—o0, 0 y T7 = —T.
Observacion 2.2.5. 1"2 conecta a «a, con —f..

Definimos 'k, = T2 U [, o] k. UT:.

2.2.3. Caso c € Wy pi

q0 an

Denotemos por Wro . pn a la componente hiperbdlica que se bifurca de Wpy  rn-1 con

q0 an q0 dn—1
angulo interno zi donde (py, q¢x) = 1 paratodo k = 0,...,n. Note que sic € W pn,
n q0 an

fe tiene una orbita periddica atragtora 'de periodo g - - - qy.

Observaciéon 2.2.6. Si ¢y es el gentro de Wpy rie1 vy ¢ € Wag  pi, entonces ¢ =

0 dk—1 0 a9k
¢o L ¢ para alguna ¢ € Wr, donde 1) denotada.modulacién definida por Douady
dk

en [D].

Observaciéon 2.2.7. Si c € Wpo,,,pn, entonees via®ina renormalizacion se obtiene
an

que fdoin es hibridamente conjugada a fe/, para dlguna c,.; € Wy. De igual

manera via una renormalizacién se obtiene que fI -1 gg"hibridamente conjugada

a f., para alguna c, € Wea. En general, renormalizandosSe)obtiene que f#9% es
an

hibridamente conjugada a f., , para alguna cxy1 € Wi, miwparak =0,...,n—1,

qan dE41
[DH1, McM].

Denotemos por K* al conjunto de Julia lleno obtenido por la remérmalizacién de
faoak v por B% o los puntos fijos de f% % que pertenecen a K* para k = 0,...,n.

Sea My = {Uy>¢ WPO .7 ¥y ¢ € My, entonces ¢ € Wpo . Para construir lacurva I'.
dk

qan,
vamos a construir recurswamente las curvas I' g contenlda en los conjuntos.devJulia
lleno K%, de las funciones polinomiales cuadraticas f%% con k = 0, ..., n=Estas
curvas van a satisfacer la cadena de contenciones

Fng C FKZL—I - FK?—Q c---C FKg

Para construir la curva I'g» tomemos la renormalizacién obtenida por f% que es
hibridamente conjugada a fz para alguna ¢ € W. Como la dinamica de f%% en K7
es conjugada a la dindmica de fz en Kz, podemos construir la curva I'g» de K de la



30

2 Dimension Hausdorff de conjuntos de Julia de polinomios cuadraticos

misma forma que se hace para el parametro ¢ € W,,. Para construir la curva I ko1
tomemos la renormalizacién obtenida por f% -1 que es hibridamente conjugada a
fe parafalguna ¢ € W%. Como la dindmica de f% -1 en K" ! es conjugada a la
n

dindnticade fz en Kz, para construir la curva I'pn-1 de K"™1 partimos de la curva
I'k» y apli€umos la construccion realizada para el parametro ¢ € WZ_Z' Siguiendo este
proceso comstruimos, apartir de la curva I' .n—, la siguiente curva I K- (1), Para ello
usamos la renormalizacién correspondiente a la funcién f2%In-k+1) Asi llegamos a
la curva I'ko la'Cuial conecta a —% con 2. Note que 3° = a,. Con las curvas antes
definidas vamos @ construir la curva final I'x,. Tomemos zy = —a., dado z; se elige
z;+1 como la imager_inversa de z; bajo f. mas cercana a (.. Para esta sucesién de
imagenes inversas dé.,, apartir de I'ko se construyen los arcos regulados que unen
a cada uno de los puntiosyde esa sucesion. Estos arcos regulados se parametrizan con
funciones 7, con n > 0 de tal manera que: v,([—(n + 1), —n]) = [2n+1, 2n) k.. Note
que Yn(—(n+1)) =2p41 ¥ Yu(=n) =2,V n > 0.

Sea C, la clausura del conjuntOspost-critico de f.. Se define la curva

70:(_0070] _>(C\Cc

como Y, (t) sit € [—(n+1), —n] con 0. Por la construccién de los arcos regulados
se tiene que si t < —1, entonces

Je(re(t)) =" Je(1a (1) =ame1(t) = 7e(t + 1).
Por la Proposicion 2.2.1 tenemos el'siguientefesultado.

Proposicién 2.2.8. La sucesién {z, },>¢. definida anteriormente converge al punto
fijo repulsor . y la cerradura de la imagen,de la'curva . conecta a —a, con ..

Sea Ty = 7.([~00,0]) y I'Z = —T;.
Observacién 2.2.9. T'? conecta a a, con —f,.

Definimos 'y, = T2 U [—a., @]k, UTL. Por construccién, ensfodos los casos se tiene
el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.10. Sea D = J.\ I'.. La curva I', divide a D en_dos sectores,

1
Ag = {z € J. : el argumento externo 6 cumple 0 < 0 < 5},

1
Ay = {z € J. : el argumento externo § cumple 5 < 6 < 1}.

2.3. Descripcion de la matriz de transicién

Para aplicar el algoritmo del valor propio, tomemos como particiéon inicial la que
nos proporciona el teorema 1.6.20 y elegimos una muestra de puntos de tal manera
que haya uno en cada elemento de la particién. Se toma {1, 22} = {¢(5), ¢c(2)} =
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[ Y(—=p,) donde B. = ¢.(0) es el punto fijo de f. con dngulo externo cero y —f3. €
[P, Ast, f2(x;) = B. y los puntos muestra para todos los refinamientos de P
se encuéntran en la Orbita inversa de f§.. Note que si 7;; € ST = R\ Z, entonces
¢e(Ui7V=Wi; € Jo. De {x1, 22} se obtiene yi1, y21 que son preimdgenes de z1 y Y12,
Yoo que’sol preimagenes de xo. Donde 11 v y12 se encuentran en P; en la regiéon
Ao v yo1 W/ y2a estdan en P, que se encuentra en la region A;, véase la figura 2.1.
Con esta particién inicial construimos una matriz de transicién preliminar, PT} y
posteriormente_séwobtiene MT;.

Ple(yn ym)’ Mle(‘qZH 212)7
Y21 Y22 Ya1 Y22

donde y;; = | fi(yi;)|

1—1
1—2
21
22

0=1/2

Figura 2.1: Particién inicial

Para una primera aproximacion a la dimensién Hausdorff, dim g (Jgnse resuelve la
ecuacion A((MT;)*) = 1, para la cual se usa el método de la poteneia normalizado
que se explica en el apéndice A. Para obtener una mejor aproximaciongse realiza
un refinamiento a la particiéon P, R(P) = (R, fi) : ¢ — j) = [P1, PnPs, Py,
donde P, = %([%, %]) con k = 1,2,3,4. Note que en cada P, existe una _pfeim-
agen ¥;;, las cuales se ordenan en forma ascendente de acuerdo al argumento_ex-
terno que le corresponde, de tal manera que estos seran los nuevos puntos muestra
{1, 20, w3, 24} = {0c(3), De(2), 0e(2), de(%)}, véase el algoritmo B.1.2.

De estos nuevos puntos muestra se obtienen ocho preiméagenes: y;1, y3; que son
preimagenes de x1; Y12, Y32 que son preimagenes de To; Yo3, Ys3 preimagenes de xs;
Y Y24, Y44 que son preimagenes de x4. Observe que y11 y y12 estan en P; en la regién
Ao, Y23 Y You estan en Py en la regién Ay, y31 v y32 estan en P3 en la region Ay y yas3
v Y44 estan en Py en la regién Ay, véase figura 2.2. Con este refinamiento se obtiene
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PT, y posteriormente, de igual manera que en el paso anterior, se obtiene MT5.

yiu yiz2 0 0 yn vz 0 0
0 0 w3 yYu 0 0 % Y
PT, = , MT, =1 o
2 ys1 Y32 O 0 2 ys1 Y32 O 0
0 0 43 Yaa 0 0 Va3 Yua
Donde 7i;; = |f/(yi;)]” 4La aproximacién a la dimensién Hausdorff se obtiene re-

1—1
1—2
2—3

32

0 =44

Figura 2.2: Primer refinamiento

solviendo la ecuacién A((MT3)*) = 1, usando el método de la poteneid normalizado.
Para mejorar la aproximacién se realiza un refinamiento a la particién y los'y;; pasan
a ser los puntos muestra. De manera general, si se toma una particion uniforme y
se elige una lista de puntos muestra {x,} ordenados con respecto a su arguniento
externo, la matriz de transicién preliminar PT, = [y;;] se construye como_sigue:
Los y;; estan colocados de tal manera que el indice ¢ indica que estd en la paftieién
P; y el indice j indica que es preimagen de z; para toda j,7 = 1,...,2". La mattiz
de transicién general es MT, = [y;;] v se obtiene evaluando el médulo de fl(y;;) §
sacando su inverso. Observe que por cada z para k = 1,...,2", se tiene que si una
preimagen esta en el bloque P,, con m = 1,...,2" 2 entonces la otra preimagen
estd en Pyn-24,,, ademds de que P,, C Ag, Poyn-240 C Aj conm=1,...,2" 2 Esto
indica que una preimagen de xj; siempre estd en la region Ag y la otra en A;.
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( Y1 Y12 0 0 s 0 0
0 0 Y23 Y24 s 0 0
PT _ O 0 0 0 e y(Qn—l)(anl) y(2n—1)(2n)
n y(2n~1+1)1 y(2n71+1)2 0 0 e 0 0
0 0 y(gnfl +2)3 y(gn—l+2)4 s 0 0
O 0 O 0 e Z/(2”)(2n—1) Yonon

Dado que la dimensidn.de la matriz crece exponencialmente, la memoria de una
computadora convencional-es insuficiente para calcular el radio espectral en refi-
namientos grandes ( de nnsorden mayor que 15). Por lo tanto serd necesario hacer
un reacomodo de la matriz ML;, que permita tanto bajar su dimensiéon como calcu-
lar su radio espectral.

La matriz MT, de 2" x 2" se trangforma en una matriz M7, de 2" x 2, para la cual
todas sus entradas son diferentesdeseero, véase (2.1).

U1 Y12
Y23 Y24
MT, _ @\Qn—l)(Qngl) :l///:(Qn—l)(Qn) (21)
" Y 141)1 ¥ (2n—141)2
Year-1423  Yersli2)4
Y(an)(2n-A) Yon o

Dadas A € Monys vy X € Manyq, se define C = A x X' de tal forma que

_ - 1.
L ¢t = ai - T@im1)1 + Qi - Tiy1, para i =1,..., 2"

2. 0(2"*14—2')1 = CL(anl_H')l . x(2i71)1 —+ CL(anl_H')Q . x(gi)l, para h= ]_, ey 2”71.

Explicitamente, la multiplicacion x esta dada por:

a1y 1+ a1 - T
Qo1+ T3+ Q22 Ty

A(on—1 c Lon _ +a/ n—1 c Lon
AxX = (2 )1 2n—1 (2 )2 2
CL(anl_’_l)l - T+ (l(gnfl_’_l)g )
CL(anl_’_Q)l - T3 + a(2n71+2)2 Ty

a(2n)1) c Lon_1 + G,(Qn)Q) + Ton

Proposicion 2.3.1. Dado n € N, sea MT, la matriz asociada en el refinamiento
n—1y MT, definida en 2.1. Si X € Many, entonces MT,X = MT, » X.
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Demostracion. Note que

Yn -1+ Y22+ 0xx3+0xay 4+ 4+0-2om 1 +0-29n
0-21+0-2o+Yoz 23+ Yoa - Ta+ -+ 0 Ton1 + 0290

~

@\(2n—1+1)1'.T1+y(2n—1+1)2‘x2+0‘x3+O*x4+“‘+0‘x2n,1+0‘x2n
0wt 0 o + Yon-149)3 - T3 + Y1494 ¥ Ty + -+ 0 2on 1 + 0+ Ton

MT,X — Qo1 +0-294+0-23+0-24+---+ /y\(anl)(Qn_l) cTon_1 + Z//\(anl)(zn) - Lon

0'3]1+O'LE2+0'$3+0'$4+"'+/y\(2n)(2n_1)'[Egn_l—i—:/y\gngn'l'gn

Y11 - T1 + Y12 - T2
Y2323 + Y24 - Tg

Yan-1y(2n—1) * T+ Yian-1y(2n) - Tan

Yr-141)1 - T1 FYlan-141)2 * T2
Yn—142)3 - T3 + Ylw-112)4 - T4

~

y(2n)(2n71) ¢ .T2n_1 + :/y\QnQn L xQn

De la definicion de la multiplicacidn ,,se sigue_gue

Y11 + Yao® To
Yox* 3 + Yol - T4

MT, x X = Y(an-1)(2n—1) * Tan—1 + Yan-1yfzn)) Tan
" Yer-141)1 - 41 + Yan-14+1)2"" L2
Yn-142)3 - T3 + Y(an-142)4 * T4

@\(271)(2"—1) ° fL‘Qn_l + /y\2n2n . xQn

lo que prueba lo deseado. O

Con la matriz MT! y el método de la potencia normalizado, explicado en el apéndice
A, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.3.2. El radio espectral de MT,, aproximado con el método de la po-=
tencia normalizado, se puede aproximar usando la matriz M7, con la multiplicacién
*.
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2.4. Resultados

La impleémentaciéon del algoritmo del valor propio fue hecha en MATLAB. Iniciamos
trabajando con parametros reales en la familia cuadratica, ver la tabla 2.1. Estos
resultadés.obtenidos de la dimension Hausdorff de los conjuntos de Julia coinciden
en los dos primeros decimales con los resultados de la Tabla 13 en [McMI]. Usando la
construccion de,la espina dorsal, calculamos la dimension Hausdorff de parametros
en una curva que‘conecta el cero con el centro de la componente hiperbdlica de peri-
odo dos, tres y cu@tro, ver tablas 2.1, 2.2, 2.3. Los resultados para los conjuntos de
Julia conexos se muestran en la figura 2.3. Calculando la dimensiéon Hausdorff de los
J. conexos, el radiofespeetral como funcion de la potencia de MT,,, es siempre una
funcién decreciente y tema el valor de uno, independientemente del refinamiento,
[McMI]. Sin embargo, eélwel caso en el que los conjuntos de Julia son disconexos,
encontramos que para algun refinamiento, esta funcién no es decreciente o es una
funcién decreciente, pero ne toma el valor de uno, y es necesario hacer un refi-
namiento méas fino para tenerin radio espectral uno. En la figura 2.4 mostramos el
comportamiento del radio espectralypara los primeros veinte refinamientos, tomando
c = 0.28. La gréfica en color azuliiatestra el radio espectral para los primeros diez
refinamientos y la grafica en color negro muestra los refinamientos once-dieciocho,
para los cuales el radio espectral no tema,el valor de uno. En color rojo mostramos
el refinamiento diecinueve, el cualges la\primera vez donde el radio espectral es otra
vez una funcion decreciente témando el walol de uno. Existen ocho refinamientos
para los cuales la funcién no toma el valor de.uno. Debido a esto, el algoritmo del
valor propio no da la dimensién Hausdorff para_estos refinamientos. En la figura 2.5,
mostramos los intervalos de refinamiéntos para 16s cuales el radio espectral no toma
el valor de uno, cuando el pardmetro c€s.an parametro real cercano a 1/4. En esta
figura, podemos ver una sucesién de estrellas.rojas, para las cuales el radio espectral
toma el valor de uno. En efecto, esta es una sucesiom™decreciente en el intervalo
(1/4,1/4+ ¢€). Por lo tanto, cuando el pardmetro es muy’cercano a 1/4 es necesario
hacer refinamiento mas fino para tener una mejor aproximagion a la dimensién Haus-
dorff de J.. Debido a la dimensién de la matriz de transicion, la implementacion es
limitada a 30 refinamientos. Finalmente, en la figura 2.6, mostramos que la dimen-
sion Hausdorff de J,. presenta una pequena oscilacion. Esto reafitmia numéricamente
la conjetura hecha en previos trabajos, [McMI, BZ]. Si se desearastener mejores re-
sultados cerca de ¢ = 1/4, se requiere mejorar el algoritmo o las\capacidades del
sofware. Continuaremos trabajando para mejorar el algoritmo.
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Figura 2.3.Parametros versus dimension.

1.3

1.2E

1.1—\

0.9

Radio espectral de MT

0.8

1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3 1.35 1.4
Potencia de MTn

0.7

Figura 2.4: Funcién radio espectral para ¢ = 0.28.
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Refinamiento

Figura 2.5: Comportamiento del/radio espectral, para parametros cerca de ¢ =
Los radios espectrales no toman €lwalor de 'who para refinamientos entre la estrel
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Dimension Hausdorff

Figura 2.6: Dimensién Hausdorff para parametros reales.
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C Dimensién C Dimensién C Dimensién | C | Dimensién

-1 1.268415 | -0.62 | 1.123259 |-0.25 | 1.018203 | 0.12 | 1.006670
-0.994 14267291 | -0.61 | 1.118107 |-0.24 | 1.016840 | 0.13 | 1.008066
-0.98 ¥ 1.266267 | -0.60 | 1.113182 |-0.23 | 1.015530 | 0.14 | 1.009661
-0.97 | "1.265336 | -0.59 | 1.108464 |-0.22 | 1.014272 | 0.15| 1.011482
-0.96 | 1.264489 | -0.58 | 1.103942 |-0.21 | 1.013067 | 0.16 | 1.013565
-0.95 | 1.2637214 | -0.57 | 1.099601 |-0.20 | 1.011913 | 0.17 | 1.015956
-0.94 | 1.263026+| -0.56 | 1.095430 |-0.19 | 1.010811 | 0.18 | 1.018715
-0.93 | 1.262397#71+0.55 | 1.091420 |-0.18 | 1.009759 | 0.19 | 1.021928
-0.92 | 1.261831 9.=0:54 | 1.087560 | -0.17 | 1.008760 | 0.20 | 1.025717
-0.91 | 1.261323 |[=0.53 | 1.083842 | -0.16 | 1.007811 | 0.21 | 1.030266
-0.90 | 1.260872 | -0:527| 1.080259 |-0.15| 1.006913 | 0.22 | 1.035891
-0.89 | 1.260476 | -0.51,{_1.076804 |-0.14 | 1.006066 | 0.23 | 1.043197
-0.88 | 1.260134 | -0.50 |¢'1.073471 | -0.13 | 1.005272 | 0.24 | 1.053698
-0.87 | 1.259847 | -0.49 | 1070253 | -0.12 | 1.004529 | 0.25 | 1.075053
-0.86 | 1.259611 | -0.48 | 1.067145 |-0.11 | 1.003838 | 0.27 | 1.267011
-0.85 | 1.259413 | -0.47 | 1.064442 | -0.10 | 1.003201 | 0.28 | 1.256697
-0.84 | 1.259221 |-0.46 | 1.061241 \ -0.09 | 1.002618 | 0.29 | 1.252537
-0.83 | 1.258959 | -0.45| L10568436 |-0.08 | 1.002089 | 0.30 | 1.253433
-0.82 | 1.258475 | -0.44 | 14055723 <007 | 1.001616 | 0.31 | 1.244178
-0.81 | 1.257505 |-0.43 | 1.053099 | -0.06 | 1.001201 | 0.32 | 1.224209
-0.80 | 1.255653 | -0.42 | 1.050561 | -0:05 |3»1.000843 | 0.33 | 1.207289
-0.79 | 1.252433 | -0.41 | 1.048106 4*-0.04 |~1-:000546 | 0.34 | 1.192878
-0.78 | 1.247429 | -0.40 | 1.045730 #0.03 [1.000311 | 0.35 | 1.179657
-0.77 | 1.240514 |-0.39 | 1.043432 2002 | 1.000140 | 0.36 | 1.167135
-0.76 | 1.231970 |-0.38 | 1.041207 |=0.01 | 1.000036 | 0.37 | 1.155133
-0.75 | 1.222380 |-0.37 | 1.039055 | -0.00 | 1.000000, | 0.38 | 1.143571
-0.74 | 1.212388 | -0.36 | 1.036973 | 0.01 | 1.0000387 3 0.39 | 1.132409
-0.73 | 1.202489 | -0.35| 1.034958 | 0.02 | 1.000149#4.0.40 | 1.121617
-0.72 | 1.192978 |-0.34 | 1.033010 | 0.03 | 1.000341 ¢0.41 | 1.111172
-0.71 | 1.183984 |-0.33 | 1.031126 | 0.04 | 1.000617 | 0.424" 1.101054
-0.70 | 1.175535 | -0.32 | 1.029305 | 0.05 | 1.000982 | 0.43%{)1.091244
-0.69 | 1.167609 | -0.31 | 1.027545 | 0.06 | 1.001442 | 0.44| 1.081726
-0.68 | 1.160164 | -0.30 | 1.025845 | 0.07 | 1.002004 | 0.45 | 217072483
-0.67 | 1.153152 | -0.29 | 1.024204 | 0.08 | 1.002676 | 0.46 | 1.063502
-0.66 | 1.146532 | -0.28 | 1.022620 | 0.09 | 1.003466 | 0.47 | 1.054770
-0.65 | 1.140263 | -0.27 | 1.021092 | 0.10 | 1.004387 | 0.48 | 1.046274
-0.64 | 1.134314 |-0.26 | 1.019621 | 0.11 | 1.005449 | 0.49 | 1.03800%
-0.63 | 1.128653 0.50 | 1.029952

Cuadro 2.1: Dimensiéon Hausdorff para ¢ € R.
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C Dimensién C Dimensién

0 1 -0.1125 4 0.584561 | 1.177028

-0.0025 4+ 0.012991 | 1.000063 | -0.115 + 0.597551 | 1.192596
:0.005 + 0.02598i | 1.000251 | -0.1175 + 0.61054i | 1.209166
-070075 4+ 0.038971i | 1.000562 -0.12+4 0.62353i 1.229165
-0.01 4+ 0.05196i1 1.000996 | -0.1225 4+ 0.63652i | 1.251815
-0.0125 + 0.064951 | 1.001552 | -0.125 + 0.64951i 1.266758
-0.015=0.07794i 1.002228 | -0.1249 + 0.65342i | 1.267954
-0.0175¢+ 0.090931 | 1.003025 | -0.1248 + 0.65733i | 1.270446
-0.02 + 07103921 1.003941 | -0.1247 + 0.66124i | 1.275719
-0.0225 + 0.14691i | 1.004978 | -0.1246 + 0.665151 | 1.279776
-0.025 + 0.12990i | 1.006134 | -0.1245 + 0.66906i | 1.286654
-0.0275+ 0.142891 )} 1.007412 | -0.1244 + 0.672971 | 1.303359
-0.03 + 0.155881 1.008810 | -0.1243 + 0.67688i | 1.311370
-0.0325 + 0.1688714 12010331 | -0.1242 + 0.68079i | 1.322106
-0.035 + 0.18186i 14011975 | -0.1241+ 0.68470i | 1.330481
-0.0375 4+ 0.194851 | 19013747 | -0.124 + 0.68861i | 1.335202
-0.04 4+ 0.20784i 1.095648 | -0.1239 4+ 0.69252i | 1.340672
-0.0425 + 0.22083i | 1.017679 | -0.1238 + 0.69643i | 1.343542
-0.045 + 0.23382i | 1.019847=1-0.1237 + 0.70034i | 1.348002
-0.0475 + 0.246811 | 47022149 | -0.1236 + 0.70425i | 1.342106
-0.05 + 0.25980i1 1024589 | -041235 + 0.708151 | 1.343372
-0.0525 + 0.27279i | 1.027195 | -041234 + 0.71206i | 1.347681
-0.055 + 0.28578i | 1.029946... | -0.1233+ 0.71597i | 1.352024
-0.0575 4+ 0.298771 | 1.032852+°1 -0.1232 +)0.71988i | 1.355942
-0.06 + 0.31176i 1.035931 ] -0.1231 40:723791 | 1.360095
-0.0625 + 0.324751 | 1.039195 |(-0.123 + 0.72770i 1.359987
-0.065 + 0.33774i 1.042530 | -0:1229 + 0v73161i | 1.365134
-0.0675 4+ 0.350741 | 1.046248 | -0.1228 + 0.735521 | 1.366067
-0.07 + 0.36373i1 1.050106 | -0.1227 + 0.73943i |.. 1.370066
-0.0725 4+ 0.376721 | 1.054207 | -0.1226 + 0.74334i.p" 1.374997
-0.075 + 0.389711 | 1.058490 | -0.1225 + 0.747251 | A=378708
-0.0775 4+ 0.402701 | 1.062997 | -0.1224 + 0.751161 | 1382124
-0.08 + 0.41569i 1.067854 | -0.1223 4+ 0.755071 | 1.384676
-0.0825 4+ 0.428681 | 1.073057 | -0.1222 + 0.758981 | 1.388274
-0.085 + 0.44167i 1.078559 | -0.1221 + 0.762891 | 1.391380
-0.0875 4+ 0.454661 | 1.084506 | -0.122 + 0.766791 | 1.395073
-0.094-0.467651 1.090794 | -0.1219 4+ 0.77070i | 1.399271
-0.0925 + 0.480641 | 1.097526 | -0.1218 + 0.77461i | 1.402785
-0.095 + 0.493631 | 1.104678 | -0.1217 + 0.77852i | 1.406990
-0.0975 4+ 0.506621 | 1.111800 | -0.1216 + 0.78243i | 1.410708
-0.1 + 0.51961i 1.120563 | -0.1215 + 0.78634i | 1.411352
-0.1025 4+ 0.532601 | 1.129697 | -0.1214 + 0.79025i | 1.418603
-0.105 + 0.54559i 1.139951 | -0.1213 + 0.79416i | 1.422836
-0.1075 4+ 0.558581 | 1.151160 | -0.1212 + 0.79807i | 1.427172
-0.11 4+ 0.571571 1.163315 -0.1211+0.81984i 1.431056
-0.1214-0.80589i 1.435050

Cuadro 2.2: Dimensiéon Hausdorff para ¢ € C.
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C Dimensién C Dimensién

0 1 0.21 + 0.42i 1.140326

0.005 + 0.01i | 1.000045 0.215 + 0.43i 1.152410
0.01 + 0.02i 1.000183 0.22 + 0.44i 1.165328
0.015+ 0.031 | 1.000415 0.225 + 0.451 1.180582
0.024 0.04i 1.000745 0.23 + 0.461 1.199670
0.025+ 0.051 | 1.001173 0.235+ 0.47i 1.221060
0.03~ 0.06i 1.001704 0.24 4+ 0.48i 1.246596
0.035\+ 0.071 | 1.002340 0.245 + 0.49i 1.279634
0.04 +#0.08i 1.003083 0.25 + 0.51 1.319456
0.045 4+-.0409i | 1.003937 | 0.251 + 0.50093i | 1.326470
0.05 + 014 1.004902 | 0.252 + 0.501861 | 1.332258
0.055 + 0.114 | 1220059832 | 0.253 + 0.50279i | 1.338319
0.06+ 0.12i 1.007188 | 0.254 + 0.50372i | 1.343783
0.065+ 0.13i | “1.008517 | 0.255 + 0.504651 | 1.350388
0.07 + 0.14i 18009970 | 0.256 + 0.50558i | 1.356874
0.075 + 0.151 | 1.011554 | 0.257 + 0.50652i | 1.364164
0.08 + 0.16i 1.013270°_| 0.258 + 0.507451 | 1.369970
0.085 + 0.171 | 1.0151289v] 0.259 + 0.50838i | 1.375797
0.09 + 0.18i 1.017150%10.26 + 0.509311 1.381487
0.095 + 0.19i | 1019270 | 0.261 + 0.51024i | 1.387924
0.1 +0.21 1.021622 | 0.262 + 0.511171 | 1.389314
0.105 + 0.21i | 1.024086 | 0.268 +,0.51210i | 1.398243
0.11 + 0.22i 1.026659+4.0.264 +70.513041 | 1.404607
0.115+ 0.23i | 1.029522" §#0.265 +(0.513971 | 1.409528
0.12 + 0.24i 1.032524 110.266 + 0.51490i | 1.410291
0.125+ 0.251 | 1.035708 | 0267 + 0.51583i | 1.418016
0.13 + 0.26i 1.039169 | 0.268 + 0.516%761 4 1.422550
0.135 + 0.271 | 1.042832 | 0.269 + 0.517691 [+-1.426691
0.14 + 0.28i 1.046648 | 0.27 + 0.518629i |+1.430568
0.145 + 0.29i | 1.050517 | 0.271 + 0.51956i | “1.432336
0.15 + 0.3i 1.055154 | 0.272 + 0.52049i | 1.437480
0.155 + 0.31i | 1.059800 | 0.273 + 0.52142i | 1.440848
0.16 + 0.32i 1.064697 | 0.274 + 0.522351 | 1.444070
0.165 + 0.33i | 1.069686 | 0.275 + 0.52328i | 1.445501
0.17 + 0.34i 1.075465 | 0.276 + 0.52421i | 1.446016
0.175 + 0.351 | 1.081364 | 0.277 + 0.525151 | 1.448176
0.18 + 0.36i 1.088057 | 0.278 + 0.52608i | 1.414680
0.185 + 0.37i | 1.094955 | 0.279 + 0.52701i | 1.419380
0.19 + 0.38i 1.102816 | 0.28 + 0.527944i | 1.421884
0.195 + 0.391 | 1.110953 | 0.281 + 0.52887i | 1.427411
0.2 + 0.4i 1.119791 | 0.282 + 0.529801 | 1.434979
0.205 + 0.41i | 1.129536

Cuadro 2.3: Dimension Hausdorff para ¢ € C.



Capitulo 3

Dimensiéon Hausdorff de conjuntos
de Julia de polinomios cuarticos

En este capitulo estudiaremos’la_dimensién Hausdorff de los conjuntos de Julia de
la familia Qy(2) = 2% + b2?%. Para.ellgiimplementaremos el algoritmo del valor propio
para el caso b € Cy Qp(z) hiperbélico. En este capitulo denotaremos por K, = Ky,
y I = Jg,

3.1. Arcos regulares

En esta seccién construimos los ateos regulados en los conjuntos de Julia de los
polinomios @Q4(z) = z* + bz? para el.caso hiperbglico.
El lugar de conexidad correspondiente agesta familia o denotaremos por

M = {b € C M pes conéxo},
véase la figura 3.1.

El polinomio Q(2) tiene tres puntos criticos que son ¢y = 0, ¢f'=_4/ _Tb y o = — _76

Ya que Qp(0) = 0y Qu(c1) = Qplca) = ’Tb?, esta familia degpolinomios cudrticos
puede presentar a lo mas dos dinamicas diferentes. En particulargciando las érbitas
de ¢y y ¢; son acotadas, J, es conexo.

Los puntos fijos del polinomio @Q(z) son, zy = 0,
(1/3(4b3 + 27) + 9)1/3 (3)3b
21 = - 5
1 181/3 (V3@ 1 27) + 9)1/3
(1+iv3)b (1 —iv/3) (/3(4b 4 27) 4 9)1/3

29 = — ,
T 181/3(\/3(4b° + 27) + 9)1/3 218173

(1—iv3)b (1+4v3) (1/3(4b + 27) + 9)1/3

Z — .
® T 18U3(\/3(A + 27) + 9)1/3 2.181/3

El punto z; siempre es super-atractor y de los otros tres a lo mas uno es atractor.
Denotemos por a;, = 0 el punto fijo super-atractor y o4 el punto fijo que para

41
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Figura 3.1%Lugar de conexidad de la familia Qp(2) = 2* + bz

algunas b es atractor. Dado "qué el polinomio @) tiene un punto fijo super-atractor
en el infinito, por el teorema de”Bottcher existe una vecindad U del infinito donde
el polinomio @, es analiticamente eonjugado a la funcién z* y dado que a3 es punto
fijo super-atractor por el teorema de Bottcher existe una vecindad V' del cero donde
el polinomio ), es analiticamente conjugado a la funcién z2. Sea 3, el punto fijo
que tiene angulo interno cero y elegimos la coordenada de Bottcher en el infinito
de tal manera que [, tenga angtlo externo cero, es decir, las extensiones de ambas
conjugaciones coinciden en el pante fijo (.

A partir de ahora, suponemos que @y-es hiperbélico. Si 7, es conexo, el teorema
1.6.20 garantiza la existencia de una particion de/Markov expansiva P = ((P;, Qp))
con P, = ¢q,(P!) con i = 1,2,3,4, donde' P{ = [0/, P, = [1.3] .Pj =[3,3]y
P{=1[3,1] y ¢g, es una semiconjugacién ehtre la fun€ion, multiplicacién por cuatro

y Qvlg,, [McMI].

Para conocer los argumentos externos de los puntos sobre el eénjunto de Julia, vamos
a construir dos curvas, I', y ['; que dividen al plano en cuatro-zegiones Sy, S1, Sa, Ss.
Sean Bp.1, Op2 ¥ Pb,3 las imagenes inversas de 3, con dngulo externe™d = 1/2, 0 =1/4
y 0 = 3/4, respectivamente. La curva I'y estard formada por elsfayo externo que
aterriza en 3,1, el rayo externo que aterriza en (3, y una curva I'i,.que construire-
mos dentro de K} conectando a 3, con f3,1. La curva '} esta formada per el rayo
externo que aterriza en (39, el rayo externo que aterriza en 3,3 y ufla curva F;Cb
que construiremos dentro de K conectando a 3,2 con 3 3. Ya que K, es localmente
conexo, las curvas I', y I') existen, pero en general no son tunicas. Por lo tanfo, es
necesario definir arcos regulares dentro de las componentes de Fatou en K, [DH].

Las curvas I'y y I') permitiran calcular los argumentos externos de los puntos efi

Jp. Los puntos en Sy N J, tienen argumento externo en [0, i], los puntos en S; N J,

tienen argumento externo en [i, %], los puntos en Sy N 7, tienen argumento externo
en [2,3] y los puntos en S3 N J, tienen argumento externo en [2,1]. La particién

{50, 51, 52,53} y la semiconjugacion ¢¢, permiten asociar su argumento externo a
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todas las imagenes inversas de [, bajo @),. Para aplicar el algoritmo del valor propio
comefizamos con los bloques P, = SoNJy, Po = S1NTy, P3 = SoNTp vy Py = SsNJh.
Los'tefinamientos de esta particion, los obtendremos tomando las imagenes inversas
de Pj ¥ajo Q), para j = 1,2,3,4 y tomando puntos muestra en Q;(nﬂ)(ﬁb,l).

Sea M' = [J;zp Vi, donde W; es una componente hiperbélica de M para todai € I'y
sea W la componente principal del lugar de conexidad. En el caso en que b € WyNR,
tenemos que f; €-R. Como @ es hiperbdlico existe U C Int(K,), componente de
Fatou periddica,\la cital contiene un punto periddico atractor. Definimos el centro
de U como el puntoperidédico atractor o super-atractor zyy de U. Por el teorema de
Sullivan toda componénte V' C Int(Kp) es eventualmente periddica, es decir, existe
m tal que Q'(V) = Upor lo que definimos el centro de V' como Q, ™ (2y) € V,
[CG, BJ.

Sea b € W; y U la componentegperiddica de periodo k& que contiene al critico. El
conjunto U es invariante bajo Qi y#@Q%|;; es un cubriente ramificado de grado dos.
Si el punto critico de Q) no es perigdico, por el teorema de Koenigs existe un bi-
holomorfismo ¢y : U — D que envia el centro de U en 0 y conjuga analiticamente
QF con \z. Ademds esta conjugaéién sé extiende continuamente a la frontera de U.

Sea zy € D(zy,7) y 20 # zu. Se define el arcosregular que une a zy con zp, co-
mo ¢ (T([0,1])), donde T([0,1]) es'elSegmenté de recta que une a ¢p(z) con
wu(zr) en D y lo denotaremos por [zof 27|y, algumés ocasiones serd conveniente
tomar a zp = Q,"(2r) € Uy 2 # zv.(Sed 21 €A4Q,"(20)} N U, dado el arco
[20, zv]u, definimos el arco regular que une a zy con zp€omo la curva [z1, 29|y en
U tal que QF([z1, 20]u) = [20, 2v]v- De manera generalf’sile, 1 € {Q,"(z,)}NU
definimos el arco que une a z,.1 con z, como la curva [zg1, 2,y en U tal que,
O (21, 2lr) = [z 2l

Si el punto critico de )y es periddico, por el teorema de Bottcher existe un biholo-
morfismo @y : U — D que envia el centro de U en 0 y conjuga QF con z*\Ademas
esta conjugacién se extiende continuamente a la frontera de U.

Sea zj; € U el punto fijo repulsor para QF y z = ng(z’U) € U con zp## 2. Se
define el arco regular, que une a z, con z;, como la curva ®;'(Y([0, 1])),.donde
T1([0,1]) es el segmento de recta que pasa por cero y une a @y (2(,) con Py (g)len
D y lo denotaremos por [z, 2;;]. Para z; € {Q;"(20)} N U, dado el arco [20, 2z
definimos el arco regular que une a 2z, con z; en K como la curva [z, 2ok, tél
que QF([z1, 20l7) = [20, 2]~ De manera general, para z,,1 € {Q;"(2,)}, dado
el arco [z, z,_1] € K4, definimos el arco regular que une a z,,; con z, como la
curvaz, 11, Znli, tal que Q5 ([zn11, 2nlic,) = [2ns 201K, - '

Para ambos casos definimos el arco regular [zx, 24 ]k, = Ug;& [Zhtiy Zhtit1]ic, -
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3.2. Construccién de las curvas [, [}

3.2.1« Caso en que b € W,

Si b € W, _sé construye la curva I'i,, F;Cb de la siguiente manera: Para zy = ay se
elige z; como la imagen inversa de zyy mas cercana a (3, y dado z; se elige z;11 como
la imagen inversa de z; bajo @, mas cercana a [y. Si {2, }n>0 es la sucesién anterior,
construimos wnascurva uniendo z, con z,.; mediante arcos regulados para n > 0.
Los arcos obtenides, de la sucesién {z, },>0 se parametrizan con funciones =, de tal
manera que:

(= #1), —nl) = (201, 2]k, Wn(=(n+1)) = 201

Y Yu(—n) = 2, V n > s
Sea Cp, la clausura del conjunito post-critico de Q). Se define la curva

W (—00,0] = C\ G,

como Y, (t) sit € [—(n+1), —n]TComy> 0. Por la construccién de los arcos regulados
[Zn+1, Zn)Kc, se tiene que si t < —lyentonces

@o(w(1)) = Q@) = Yn-1(t) = w(t +1).
Por la Proposicion 2.2.1 tenemos_el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.1. La sucesién{z },>¢"dehinida anteriormente converge al punto
fijo repulsor (3, y la cerradura de1adnragen deda curva =, conecta a zy con .

Sea Ty = w([—00,0]) y I} = —T}.
Observacién 3.2.2. T’ conecta a —zg'Con, — 3} = Br.1-

Definimos T'x, = ['7U[—20, a)ic, U[w, 201, T, a Tk, s€'le llama espina dorsal de Kp.

Note que si I'} conecta a zp con (3, entonces existe unasiimagen inversa de I'} que
conecta a f~!(zp) con B2, donde f71(z)) es la imagen invérsa mds cercana a 3.
Sea (T})' = Q (T'}) que conecta a Q@ *(z) con By v (1) =3(T)"

Observacién 3.2.3. (I'})? conecta a —Q~'(2g) con By 3.

Definimos a ', = (TP U Q1 (20), avlic, U [aw, —Q 7 (20)]xc, U (T4
Por construccién de ambas curvas se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.4. Sea D = 7, \ {I'}, I, }. Las curvas I'}, I'y dividen asD en cuatro
sectores:

1
So = {z € T : el argumento externo 6 cumple 0 < 0 < Z}’

N
>
A\
N | —
nad

S1 =1z € J : el argumento externo 6 cumple

A\
S
A
o
>

Sy ={z € Jp : el argumento externo 6 cumple

N
>
A\
[u—
—

Sy ={z € Jp : el argumento externo 6 cumple

Ao N ] =
H~
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3.3. Descripcion de la matriz de transicion

Para aplicar el algoritmo del valor propio, tomamos como particion inicial la que nos
proponé el teorema 1.6.20 y escogemos los puntos muestra de tal forma que exista
uno en €ada elemento de la particién. Tomamos

Ty 20,01} = {0(5),0(5), (2, (D)} = Q3 (Bu),

donde 31 = qﬁ(%) Vies una imagen inversa del punto fijo 5, de @), con argumento ex-
terno cero. Asi, Q?(a}) = 53, y todos los puntos muestra para todos los refinamientos
estén en la drbita infersa de (3,. Note que si 7;; € S* entonces ¢y(7i;) = vi; € Jp. De
{x1, 22, x3, 24} Obtenémass Y11, y21, Y31, Ya1 que son preiméagenes de x1; Y12, Y22, Y32, Ya2
que son preimagenes delZsiy13, Vo3, Y33, Y43 quUe son preimagenes de zg; y finalmente
Y14, You, Y34, Yaa que son preimagenes de xy. Los puntos yi1, Y21, Y31, Ya1 estan local-
izados en P; en la regién Sy, los puntos yio, Y22, Y32, Ya2 estan localizados en P, en
la region Si, los puntos 13, ¥23,433, Ya3 estan localizados en P; en la regién Sy y
los puntos w14, Yo4, Y34, Yasa estan decalizados en Py en la regién S, véase figura 3.2.
Con esta particién inicial, constriimbs una matriz de transicién preliminar P'Ty y
entonces obtenemos M'T},

Y11 Y12 Y13 Y14 /y\n @\12 @\13 @\14
P'Tl _ Y21 Y22 Y230 Y24 : M'T2 _ 221 222 223 224
Y31 Y32 Y33 M3 Y1 Y32 Y33 Ysa
Ya1 Ya2 Y43 Yy Ya1 Ya2 Y43 Yaa

donde gi; = |Q'(yiy)| "

En general, si x es un punto en la érbitagnyersa de”Jy; bajo @), entonces Q;l(x) =
{Y1, Y2, Y3, Y4} y los puntos y1, y2, ys, y4 tiehen asociadomn argumento externo 6;, 65,
03, 04 respectivamente. Para implementar el*algoritmo(del valor propio tenemos que
saber si y1, 0 Y2, 0 y3, 0 Y4 tienen argumento externo en (07%) o si y1, 0 Y2, 0 Y3, 0 Ys
tienen argumento externo en (i, %), 0 sl Y1, Y2, O Y3, O Y4 tienen argumento externo
en (3,2), 0 sl y1, y2, 0 Y3, 0 Y4 tienen argumento externo enl ¢5.11). Cuando b € R y
tomando a

C(VBER +27) 498 (2)/3b
181/3 (\/3(4b% + 27) + 9)1/3

es suficiente verificar la el signo de la parte real y de la parte imagiharia de los
puntos y1, Y2, Y3, Y4 para saber sus argumentos ya que los sectores estan determinados
por los ejes coordenados. Pero cuando el parametro b es complejo es neceSatia la
construccién de las curvas ', I'l, v para ello usaremos el algoritmo B.2.3.

La aproximacién a la dimensién Hausdorff se obtiene resolviendo la ecuacion

B

A(M'T)™) =1,

la cual hacemos por el método de la potencia normalizado, véase apéndice A. Para
mejorar la aproximacion, hacemos un refinamiento a la particién y los y;; pasan a
ser los puntos muestra y obtenemos la matriz P'Ts, véase figura 3.3 .
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2—1
2—2
2—3
2—4

1—1
1—2
1—3

1—4

Yo

1
0= -
2 0=0
3—1
3—2
37:3 4—1
34 4—2
4—3
4—1

Figura 3.2: Particion inicial

De manera general, si tomamos una particion uniférme y escogemos los puntos mues-

tra {x4n-1} ordenados de acuerdo a stargumentd externo, la matriz de transicién

preliminar P'T,, = [y;;] se construye como' sigue: Li6s,y;; estdn localizados de tal

forma que el indice 7 indica que el punto estden la particién P; y el indice 7 indica
q

que es preimagen de z; para toda i,j = 1,...,4" "%
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<
=
@
2

Y12 Y13 Y14 0 0 0 0 0 0
0 0 0 Y25 Y26 yar Y28 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 Y39 Y310 Y311 Y312 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Y413
Y52 Y53 Y54 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 Y65 Y66 yer Y68 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 Y79 Y710 Y711 Y712 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Ys13
Y92 Y93 794 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 Y105 Y106 Y107 Y108 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 Y119 Y1110 Y1111 Y1112 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Y1213
Y132 Y133 Y134 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 Ylus5 . Y146 Y147 Y148 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 Y159 Y1510 Y1511 Y1512 0
0 0 0 0 0 0 0 0 Y1513
: /!
Matriz P'Ts.
Y51 Z/415X4
RN O A
g 2 b1 Y2 o Y16 gy
I 55— 2
6—7 53
6—8 5 -4
8 B 79 __X74" Y110
8§—14 7_.,10 Yy s
8—15 711 f Y12
8—16 712 BB
Xg & Y814
Ys15 Py
1
2
9—1 10—5 ¥
9—2 10-—56 Yoz
X9
9—3 10—7 P
9 4 Yo3
- 10 — 8
1—9 12— 13 Tios
11— 10 12— 14 o
11— 11 12— 15
11— 12 12— 16

Y145

X
e 13Y133

Figura 3.3: Particién en el primer refinamiento
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Y1613
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13 —1
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2—6
2—7
2— 38

16 — 13
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La matriz de transicién general es M'T,, = [;;] v es obtenida calculando |Q}(v:;)| ™
Obsefve que por cada x;, tenemos que si su preimagen estd en el bloque P, entonces
las ‘otraS preimdgenes estan en Pyn-2,,, Paan—2)4m, P3an-2)4m con m = 1, 42
Esto significa que P,, C So, Pyn—24m C S1, Poyan—2y4m C S2 ¥ Pyan—2)4m C S3 para
m =1, .,4" 2 Por construccién, una preimagen de x; estd siempre en la region Sp,
otra en la region Sp, otra en la region S, y otra en la region Ss.

Debido a quelaydimensién de la matriz crece exponencialmente rapido, la memoria
fisica de una computadora convencional es insuficiente para calcular el radio espec-
tral para refinamientos grandes (> 6). Debido a esto es necesario hacer un arreglo
de la matriz M'T,, gue permita decrecer su dimensién y al mismo tiempo obtener el
radio espectral. En la mdtriz M'T,, eliminamos las posiciones con zeros y esta matriz
de 4™ x 4™ se convierte@n una matriz de 4™ x 4, cuyas entradas son diferente de cero,

ver matriz 3.1.

Y11 Y12 Y13 Y14
Yos Y6 Yor Y28
Y39 Y310 Y311 Y312
Ya13 Ya14 Y415 Ya16
Yan—14n_3 Yarz14n 2 Yan—14n_1 Yqn—14n

@\(4%1“)4
Yn—1+2)8
Y(ar—143)12

37(471*1+1)3
Yan—142)7
Y(@—133)11

@\(4n—1+1)2
Yurni142)6
Y(an—133)10

@\(4%1“)1
Yn—1+42)5
Y(ar-143)9

M'T. =

Sea H € Mynys, X € Myny1 v definimos G = H x X € Myny como:

?//\(4"—1+4)13

@2(471—1)47173
@\(2(4n*1)+1)1
@\(2(4n71)+2)5
@\(2(4n*1)+3)9
@\(2(4n—1)+4)13

Ys(an—1yan—3

Yan—144)14

§2(4n—1)4n72
Y@@r—1)+1)2

Yeown—1)42)6

Y(2(4n—1)+3)10
Y2(4ar- 1)+4)14

Y3(an—1yan—2

Y(ars Ly

@\2(471—1)4"—1
@\(2(4n*1)+1)3
Y(2(an—1)42)7
Y(2(an—1)43)11
@(2(4n—1)+4)15

Ys(an—1yan—1

?//\(4"—1+4)16

Yo(an—1yan
Yan—1)4+1)4
@\(2(4”*1)-{-2)8
Y2 —1)+43)12
Yo +4)16

Ys(an—1y4

@\(3(4n*1)+1)1 @\(3(4n71)+1)2 @\(3(4n*1)+1)3 @\(3(4n*1)+1)4
Y@an-1)42)5  YB@Er-1H42)6  Y@B3an-1)+2)7 y(3(4”*1)+2)8
Y@Ban—1)+43)9  YB@ar-1H)+3)10  Y(3(4n—1)+3)11 y( 3(4n—1)43)12
YE@ar-1+4)13  YBUr-1)+4)14  YBE@Ar-1H+4)15  Y(3(4n—1)+4)16

Gi1 = Qj1T45-3 + Q20452 + ;3T 451 + AiaTy;

Jan-14+i)1 = Q4n-14)104i—3 + Q(an—144)2T4i—2 + Qan—147)3T4i—1 T Q(an—147)4T4;

Jo(an—14i)1 = Q
93(an—14i)1 = A3(4n—144)1T4i—3 T A3(an—144)2T4i—2 + A3(4n—114)3T4i—1 T A3(4n—147)4T s,

(3.1)

2(4n—144)1T4i—3 + Ao(an—144)2T4i—2 + A2(4n—147)3T4i—1 + A2(4n—114)4T4;
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para i = 1,...,4"1. Explicitamente de acuerdo con la definicién del producto * se

tiene’que:

ay - T ai2 - T2 a13 - T3 A14 * Ty
21 * Ts 22 * Tg Q23 = T7 24 = T8
asz1 + Ty asz2 - T10 aszs - T11 34 * T12
Q41 - T13 Q42 - T14 43 * T15 G44 - T16
QgnR1] “Tgn -3 Qqn—19 = Tyn_2 Qygn—-13 * Tyn—1 Qgn—14 * Tyn
A (4n—141 )4 T1 A(gn—-141)2 * L2 QA(gn—141)3 * T3 A(gn—141)4 * T4
A(4n=142)1s" L5 QA(4n-142)2 * Tg Q(gn-1492)3 * T7 Q(4n-142)4 * T8
Aan-143)15 B9 QA4n-143)2 * T10 A(4n-143)3 * T11 Aan—143)4 * T12
A(4n—144)1 * T{3 A(4n=144)2 * T14 A(yn—144)3 - T15 A(4n—144)4 * T16
HxX = Ag(4n—1)1 - Tyn—3  Mo(4n-1)2 " Tyn_2  QAg(4n-1)3 * Tyn_1 QAg(4n—1)4 * Tyn
A@ar—H4+11 " T1 ARErsH4+1)2 " T2 A@un—1)41)3 ~ T3 A(2(4n—1)+1)4 T4

)
A2(4n—1)42)1 " L5 Q24— 1)4+2)2 " Lo A(2(4n—1)42)3 " L7 A(2(4n—1)42)4 * T8
A(2(4n—1)43)1 L9 A(2(47=1)48)2 " L10 A(2(47—1)+3)3 * L11  A(2(4n—1)43)4 ~ T12
A(an-1)40)1 - T13  A@(an—1)442¢ T14  A@2(4n—1)44)3 * T15  A(2(an—1)+4)4 * T16

A3(4n—1)1 * Tyn—3  A3@En=d)2 * T2 & A3(4n—1)3 * T4n | Ag(4n—1)4 * Tyn

A3(4n—1)+1)1 L1 Q3@Enz2y1)2 © L2 S, A(3(4n—1)4+1)3 " L3 A(3(4n—1)41)4 " L4
A(3(4n—1)42)1 " L5 Q(3(4n=1)42)2 * L ol((an—1)4+2)3 " L7  A(3(4n—1)42)4 * T8
A3(4n—1)43)1 L9 A(3(47—1)48)1 2 T10 @(3@n=1)+3)3 " LT11 A(3(4n—1)4+3)4 ~ T12
A3(4n—1)4+4)1 " 13 Q3(an—1)+4H2,%14 Q34— 1)4+4)3 " L15  A(3(4n—1)+4)4 " L16

QAyny * Tgn_3 Qgng * Tyn_9 Qgn3g s Tygn_1 QAgny * Tyn
Directamente de la definicion, tenemos el siguiente resultado:

Proposiciéon 3.3.1. Dado n € N, sea M'T,, la matriz asociada en el refinamiento
n—1y M'T, definida en 3.1. Si X € Myny, entonces M'T, X =M'T, « X.

En resumen, aplicando el método de la potencia normalizado a las imatrices M'T,, y
M'T; | tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3.2. El radio espectral de la matriz M'T,, aproximado con el método de
la potencia normalizado puede ser aproximar usando la matriz M'T}, con elfpréducto

*x.

3.4. Resultados

Al igual que en la familia cuadratica, la implementacion del algoritmo fue hecha
en MATLAB. En esta ocasién, comenzamos trabajando con parametros reales en
la familia cuartica, ver la tabla 3.1. Usando la construcciéon de la espina dorsal,
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calculamos la dimension Hausdorff de parametros en una recta que conecta el cero
con el'punto 1.24+1.09124, ver tabla 3.2. Los resultados se presentan de manera grafica
en la figira 3.4. Debido a la dimensiéon de la matriz de transicién, la implementacion
es limitada a 15 refinamientos. Es importante resaltar que la manipulacién numérica
de los pumtos fijos es complicada para esta familia, ademas de que la matriz se
complica mucho para la obtencion del radio espectral.

Figura 3.4: Pardmetros versus dimensién en la familiayQ, = z* + b22.
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3 Dimension Hausdorff de conjuntos de Julia de polinomios cuarticos

b Dimensién b Dimensién b Dimensién

-2 1.268354 | -1.25| 1.081349 | -0.45| 1.009429
-1.95 | 1.266641 | -1.2 1.073270 | -04 1.007401
-1.9 1.274945 | -1.15| 1.065820 | -0.35| 1.005634
-1.85 | 1.340410 | -1.1 1.058948 | -0.3 1.004118
-1.80 | 1.278415 | -1.0 1.052608 | -0.25 | 1.002847
.75 | 1.245744 | -0.95| 1.046761 | -0.2 1.001815
-1.705 1.219915 | -0.9 1.041372 | -0.15| 1.001018
-1.664 ¥ 1,198135 | -0.85 | 1.036411 | -0.1 1.000452
-1.60 ¢ 1.179190 | -0.8 1.031850 | -0.05| 1.000113
-1.55 | W1.462402 | -0.75 | 1.027666 0 1.000000
-1.50 | 14147343 | -0.7 | 1.023837
-1.45 | 1.124336» | -0.65 | 1.020344
-1.40 | 1.110018 | -0.6 1.017171
-1.35 | 1.099645 4-0.55 | 1.014303
-1.3 1.090117-0.5 1.011726

Cuadro 3.1: Dimension Hausdorff para b € R.

b Dimension b Dimensién
-1.2000 4+ 1.0912i | 1£3¥7592 1 -0.6500 + 0.5001i | 1.030870
-1.1500 4+ 1.04571 | 1.314109 | -0.5000 + 0.4547i | 1.023955
-1.1000 4 1.0003i | 1.286124 | -0.4500¢#+ 0.4092i | 1.017872
-1.0500 4 0.9548i | 1.258856 4 -0.4000-0.36371 | 1.013083
-1.0000 4+ 0.9093i | 1.234417 ¢ -0.3500=F_.0.3183i | 1.011240
-0.9500 4+ 0.86391 | 1.212428 1| #0.3000 + 027281 | 1.008329
-0.9000 4+ 0.8184i | 1.116426 | -0.2500 + 0.22¥3i | 1.001919
-0.8500 4+ 0.7729i | 1.097202 | -0.2000 + 0.18193 | 1.001430
-0.8000 4 0.72751 | 1.084459 | -0.1500 + 0.1364i4 1.000724
-0.7500 4+ 0.6820i | 1.081121 | -0.1000 4+ 0.0909i¢[\1.000111
-0.7000 4+ 0.63651 | 1.068798 | -0.0500 + 0.04551 |* 1.000021
-0.6500 4+ 0.5911i | 1.055274 | 0.0000 4+ 0.0000i | 1.000000
-0.6000 4+ 0.54561 | 1.038363

Cuadro 3.2: Dimension Hausdorff para b € C.

3.5. Conclusiones

El algoritmo del valor propio propuesto por McMullen fue implementado en MAF-
LAB de manera eficiente para la familia cuadratica f. y para una familia de poli-
nomios cuarticos obtenida por la composiciéon de dos polinomios cuadraticos. En
particular, esta implementacién permitié observar numéricamente las oscilaciones
que presenta la dimension Hausdorff en la familia cuadratica real a la derecha de
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1/4

La implementacion del algoritmo en el caso de la familia de polinomios cuérticos
resulto Sexsmas compleja debido a que la dimensién de la matriz de transicion crece
mucho mas/que la matriz de transicién en el caso cuadratico. Ademas, las expresiones
de los puntogfijos hace que la manipulacién numérica sea mas complicada a la hora
de encontrar éLpunto fijo repulsor con angulo externo cero, lo cual es fundamental
para encontrar les puntos muestras en cada refinamiento. En este caso se logré im-
plementar el algoritino no para el caso real y para los parametros ¢ que pertenecen
a la cardiode principal/de la familia cuartica. Ya que existe una conjugacién entre
los parametros del lugar de conexidad es suficiente calcular la dimensiéon Hausdorff
en un sector del espacio dé parametros.



Bibliegrafia

[AL]

[Ba]

[B]

[BD]

A. Avila M _skyubich. Hausdorff Dimension and Conformal Measures of
Feigenbaum “Julia Sets. Journal of the mathematical Society. 21 (2008),
305-363 S 0894-0347(07)00583-8

M. F. Barnsley. Fractals Everywhere. Morgan Kaufmann, (1993).

A. Beardon. Iteration{ ofsRational Functions. Springer Verlag, New York,
(1991).

B. Branner y A. Douady. Surgery on complex polynomials. Proc. of the
Symposium on Dynamical Systems, Mexico 1986. Lecture Notes in Math.
1345 (1986), 11-72.

X. Buff y A. Cheritat. Quadratic Julia_sets with positive area. Proceeding
of the International Congréss,of Matliematicians. Hyderabad, India (2010).

O. Bodart and M. Zinsmeister ! Quelques‘résultats sur la dimension de Haus-
dorff des ensembles de Julia des polynomes” guadratiques. Fund. Math. 151
(1996), 121-137.

A.D. Brjuno. Convergence of transformations of diferential equations to nor-
mal forms. Dokl. Akad. Nauk USSR. 165 (1965), 987-989.

L. Carleson y T. Gamelin. Complex Dynamics. Springer Verlag, New York,
(1993).

M. Capinski y P. E. Kopp. Measure, Integral and Probability¥Springer Ver-
lag, London, 1999.

A. Douady. Does a Julia set depend continuously on the Polynomial, Amer-
ican Mathematical Society 91-138, 49(1994).

A. Douady. Algorithms for Computing Angles in the Mandelbrot Set. 1984

A. Douady. Systemes Dynamiques Holomorphes. Séminaire Bourbakd,
35¢é année. 599, Astérisque 105-106 (1982), 39-63.

A. Douady y J. Hubbard. Etude dynamique des polynomes complexes. Pub-
lication Mathématiques d’Orsay. 84-02 (1984); 85-04, (1985).

54



BIBLIOGRAFIA

55

[DH1] A. Douady y J. Hubbard. On the dynamics of polynomial-like mappings.

[DSZ]

[F]

[L.2]

[LeS]

[LJ]

[LJ1]

Ann. Sci. Ec. Norm. Sup. 18 (1985), 287-344.

Ay Douady, P. Sentenac, and M. Zinsmeister. Implosion parabolique et di-
mension de Hausdorff. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 325 (1997),
T654772.

K.J. Ealconer. Fractal Geometry, John Wiley & Sons, (2003).
F.R. Gangmacher. The Theory of Matrices, volume II. Chelsea, (1959).

L. Garnett, A_gémputer algorithm for determining the Hausdorff dimension
of certain fractéls) Math. Comp. 51 (1988), 291-300.

J.H. Hubbard. Loeal connectivity of julia sets and bifurcation loci: Three
theorems of J.-C. Yogeoz. Topological Methods in Modern Mathematics.
(1993). pp 467-511.

J.E. Hutchinson. Fractals@and Self Similarity, The Australian National Uni-
versity, (Octubre 16, 1980).

G.H. Hardy y E.M. Wright. Afi"Introduction to the Theory of Numbers,
Oxford University Press] New York, (4979).

G. Havard and M. Zinsmeistér. Thesmodynamic formalism and variations
of the Hausdorft dimension _of quadratic’Julia sets. Comm. Math. Phys.
210(2000), 225-247.

J. Rivera. On the continuity of Hausderff dimension of Julia sets and similar-
ity between the Mandelbrot set and=Julia sets/Fundamenta Mathematicae.
170 (2001).

J. Kahn y M. Lyubich. A priori bounds for some ifinitely renormalizable
quadratics: III. Molecules. In Complex Dynamics: Families and Friends”.
Proceeding of the conference dedicated to Hubbard’s 60t birthday (ed: D.
Schleicher). Peters, AK (2009).

M. Lyubich. Dynamics of quadratic polynomials, I-II. Acta Mathematica.
178, (1997), 185-297.

G. Levin G. Swiatek. Measure of the Julia set of the Feigenbaum ‘map, with
high criticality(2009)

L. Jaksztas. The Hausdorff Dimension is Convex on the Left Side of /4!
Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society (2017) 60, 911-936.

L. Jaksztas. On the Left Side Derivate of the Hausdorfl dimension of the
Julia Sets for 22+ ¢ at ¢ = —3/4. Israel Journal of Mathematics. 199 (2014),
1-43



56

Bibliografia

[LS]  G. Levin and G. Swiatek. Hausdorff dimension of Julia sets of Feigenbaum
type, (2005).

[LeZ] +Gy Levin and M. Zinsmeister. On the Hausdorff dimension of Julia sets of
some real polynomials (2013).

[M]  P. Mattila. Geometry of Sets and Measures in Euclidean Space. Cambridge
University Press, (1995).

[M1]  J. Milnor. Dynamics in one complex variable. Third edition. Annals of Math.
Studies. 160 Princeton University Press, Princeton, NJ, (2006).

[MB] L. Martinez G..Blé. Hausdorff dimension of Julia sets of quadratic polyno-
mialsFractalsVol 26, No. 03,(2018).

[MH] J. E. Marsden y M. J. Hoffman Analisis Basico de Variable Compleja. Ed.
Trillas (2008).

[McM] C. McMullen. Complex (Dynamics and Renormalization. Annals of Math.
Studies. 135, Princeton University Press, Princeton, NJ, 1994.

[McMI| C. McMullen. Hausdorff dintension and conformal dynamics I1I: Computa-
tion of dimension , (3 October,\1997).

[McMII] C.  McMullen. Hausderff dimension and conformal dynamics
II:Geometrically finite ratiénal maps ¢ (3,October, 1997).

IMT] R. S. MacKay and C. Tresser. Boundarysef-topological chaos for bimodal
maps of the interval, J. London Math. Soe«"2(37),(1987), 164-189.

[MiT] J. Milnor and C. Tresser. On entropy<and mohetonicity for real cubic maps,
Commun. Math Phys., 209, (2000), 123-178.

[dMvS] W. de Melo and S. van Strien. One-dimensional dynamics, Springer, Berlin.
(1993).

[P] C.L. Petersen, Local connectivity of some Julia sets containing a circle with
an irrational rotation. Acta Math. 177 (1996), no. 2, 163#224. (Reviewer:
Hartje Kriete) 58F23 (30D05)

R] A. Radulescu. The connected isentropes conjecture in a space of\quartic
polynomials. Discrete Contin. Dyn. Syst. 19 (1),(2007), 139-175.

[Ro] M. Romero (2015). Componentes hiperbdlicas principales en una famuidyde
polinomios cuarticos. Universidad Judrez Auténoma de Tabasco, Cunduacén
Tabasco.

[Ru]  Repellers for real analytic maps. Ergod. Th. Dynam. Sys. 2 (1982), 99-107.

[Sh]  S. Haas (2203) The Hausdorff Dimension of Julia Sets of Polynomials of the
form 2? + c. Department of Mathematics Harvey Mudd College.



BIBLIOGRAFIA

57

[Sh1]

[52]

[TY]

[Y]

M. Shishikura. The Hausdorff dimension of the boundary of the Mandelbrot
set and Julia sets. Annals of Mathematics. 147 , (1998), 225-267.

D. Sullivan. Conformal dynamical systems. Geometric dynamics. Springer-
Verldag Lecture Notes 1007, (1983), 725-752.

TanyTei; Yin, Yongcheng Local connectivity of the Julia set for geometrically
finite rational maps. Sci. China Ser. A 39 (1996), no. 1, 39-47.

J.-C. Yoecoz. Linearisation des germes de difeomorphismes holomorphes de
(C,0). C.Rg¢Acad. Sci. Paris. 306, (1988), 55-58.

Yousef Saad. DNafmerical Methods For Large Eigenvalue Problems. Second
Edition (2011). €opyright ¢ (2011) by the Society for Industrial and Applied
Mathematics.

M. Zinsmeister. Fleur dé Leau-Fatou et dimension de Hausdorff, (1998).

Anna Zdunik. Parabolic 6rbifolds and the dimension of the mazimal measure
for rational maps, (1990).



Apéndice A
Método.de la potencia

La resolucién de sistemas.por métodos iterativos, el estudio de la dindmica de una
poblacién y en general los problemas donde se obtiene la solucién mediante una
formulacién recurrente del tip6

dado 2° 2"'=<LA%z* con keNy AeRV"

requieren conocer cual es el valor propioyde mayor valor absoluto, lo que se denomina
valor propio dominante.

Aunque la manera ortodoxa de_.obtener los valores caracteristicos de una matriz
A € R™™ es obtener raices de susppolinomie-caracteristico, el método de las potencias
ofrece una opcién para obtener elahayor y elanenor valor caracteristico de A € R™*"
sin la necesidad de disponer de la eciacién cara€teristica.

El método de la potencia es un método-iterative’de aproximaciones sucesiva, por lo
cual, ademas de la matriz A € R™*" deberda conocerse una tolerancia establecida y
también un cierto niimero de iteraciones..Los resultades de esta seccién se pueden
consultar en [YS].

Definicién A.0.1. El valor propio dominante es el valor propio de mayor mddulo,
es decir, i

Al > [Aa] > -+l
entonces Ay es el valor propio dominante.

Dado un vector

diremos que la componente v; es una componente dominante si

03] =Il  loo= madx fu].

Observa que un vector puede tener mas de una componente dominante, pero todas
las componentes dominantes deben tener el mismo moédulo. Un vector esta nor-
malizado si sus componentes dominantes valen +1. Si v, s una componente

o8
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dominante de v podemos obtener un vector normalizado ¥ en la direccién de v

dondé
1

V= .

Ydom

Dada una matriz A de dimensiones n x n, el objetivo es calcular el valor propio
dominantefy=tin vector propio asociado.

Supondremos que la matriz A tiene valores propios distintos
Al > [Ao] > -+l

con vectores propios asociados
jo1| > |va| > - - [on].

También suponemos que tenémoes un vector inicial 2 que se puede escribir como
combinacion lineal de vy, vy ... v

Método
yli=b = Cj%lx(j_l) (Notmalizado de) U1,
c¢; = componente \dominante de ),

La convergencia de este método esta garantizada por el siguiente resultado cuya
demostracién puede ser consultada en [Y.S]:

Teorema A.0.2. Suponga que existe un tnico valor ‘propio A\; dominante de una
matriz A. Entonces, la sucesién de vectores 27 generados por.el método de la potencia
converge a un vector propio asociado a A\; y ¢; converge a Ay

En el Cuadro A.1 podemos ver como se va obteniendo la sucesién, de vectores y la
sucesion de c;.

; 0T ) Q)
1 g0 =10 2= A0 | 4
2|y = Lo 2@ = Ay | o
3| y®=Le® 28 = Ay | ¢
4]y = L0 2@ = Ay | ¢,
J |y = ey | a0 = 4y |

Cuadro A.1: Sucesién de vectores y de c;.
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Si las hipdtesis citadas son ciertas, entonces se cumple:

1.- chsién de escalares c; tiende al valor propio dominante, es decir,
> A\ 00

2.- La suceélwe vectores
A {l'] }joil — X,
donde z es un V@F) propio normalizado asociado a A;.

o
N



Apéndice B

Algoritmos

B.1. Algoritmes para la dimensiéon Hausdorff de
la familia fi{(%Z) = 2° + ¢

Sea {z,}Y_, una sucesién de puntos en I'.. Construimos segmentos de rectas que
conectan a x, = a, + tb, con x,,7 ==a,+1 + tb,1. Las ecuaciones de estas rectas
son y;, = my(x — a,) + b,, donde la‘péndiente es m,, = sz%z’;i

Asignamos una direccion a cada recta ¢omo sigue:

Algoritmo B.1.1 (Para determingt la direécién de cada segmento de recta). Dado
Tp = Qp+1b, ¥ Tpi1 = apeq+1b,.1 puntos en BE este algoritmo asigna una direccion
a los segementos de recta que conectan asr, con Fpuf:

n Sioa, > Qp1
Dir(l,) < 1
de lo contrario
Dir(l,) <0
fin de si.

En el siguiente algoritmo, si a = 1, entonces y; tiene argumento ext€rno en (0,1/2)
y si a = 0, entonces y; tiene argumento externo en (1/2,1).

Algoritmo B.1.2 (Para determinar si un punto y; esta arriba o abajo de I'.). .
Dado un punto y; este algoritmo permite determinar el valor de a.

= Encontrar el conjunto de segmentos de rectas {l;}5_; que satisfacen Refyy) €
[Re(z;), Re(xj+1)].
= for j=1:k
yj < m;(Re(y1) — Re(z;)) + Im(z;)
end

s {2, }E] < {y;}E_, UIm(y1), ordenados en orden descendente.
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= [, < [; correspondiente.

= Calcule Dir(l,) Con el algoritmo B.1.1 con datos de entrada z, = Re(z,) +
uin(z,), zpr1 = Re(zpi1) + ilm(zpi1)

» Matt ¢ Max{z, :p=1,...,k+1}.

» Min < Min{z, :p=1,..,k+1}.

w SiIm(y1) > Men

a=1

de lo contrario si-[m(y,) < Min
a=20

de lo contrario
Para p=1:k

si Im(y1) € [zp,a%4a]
st Dir(l,41)="1
a=1
de lo contrario
a=20
fin

fin

fin
fin

Algoritmo B.1.3 (Algoritmo de la Matriz«dé transicién) Sea ¢ € C un pardmetro
hiperbdlico, y n € N, este algoritmo calcula la matriz dé_tfansicién MT).

{ur, us} + f7H(—Be)

Calcule a usando el algoritmo B.1.2 con datos de entrada ug

sia=1
samplepoints(1) « uy
samplepoints(2) +— us

else
samplepoints(1) < usg
samplepoints(2) < u;
end

para k=3:n
para i=1:2F2
preimage < = (samplepoints(i))
Calcule a con el algoritmo A.l con datos de entrada preimage(1)
st a=1
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T(2i — 1) < preimage(1)
T(2i) < preimage(2)
else
T(2i — 1) < preimage(2)
T'(2i) < preimage(1)
end
end
for j=1:2k72
WNewsamplepoints(j,1) < T'(2j — 1)
N ewsamplepoints(2F=2 + j, 1) < T(27)
end
samplepoints < Newsamplepoints

fin
= Calcule f!

» para m =1 : length(samplepoints)
Eval(m) < | fi(samplepbints(m))|
fin
» para | = 1: length(samplepoints)/2
MT!(1,1) < Eval(2l41)
MT!(1,2) + Eval(2l)
fin

Algoritmo B.1.4 (De la potencia nérmalizado)«Dada una matriz A € M,,xn,
m € N el numero de iteracione maximas ¥ 07€ R una telerancia, obtenemos el radio
espectral R de la matriz A.

= Genera un vector aleatorio X € R"” con X # 0

» Determine z; tal que |z;| > |z;], i # j

Y<—iX

€

Xold + AY

Determine Xold; tal que | Xold;| > |Xold|, i # j

! Xold

Xnew Xold.

m k1

Mientras | Xnew — Xold| > § y k < m, hacer
Xold + Xnew
Xnew <+ AXnew
Determine Xnew; tal que | Xnew;| > |Xnew;|, i # j
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Xnew + Xnew

k+—k+1

new;

fin

d Z(Xnewi)Q

=)

n 2 — AXnew

(Z(Z’ - Xnewi))

i=1
d

R+

Algoritmo B.1.5. (Del cdéulo de la dimensién Hausdorff) Dado un parametro
¢ € R con J, hiperbdlico, n,i'€ N, dimy, ., ,dimgy,, ., tol,6 € R, este algoritmo nos
permite calcular la dimensiéon Hausdorff de J., dimyg.

Obtenga MT,,

MPyj < ((MT},)ij) = Hmin

Calcule r{ con el algoritmé6-B:1.4 con datos de entrada MP, k, §
rir—1

dimy, .  dimg . +h

min

MPyj = ((MT});)#mitmas

Calcule r5 con el algoritmo B.1.4 con datos de entrada MP, k, ¢

9 19 — 1
dimg < dimg,,,, — (")
dlf — |dimHmm — dzmH\

141

Mientras dif > tol y © < m, hacer
dimHmm — dzmH

MPyj < ((MTy,)i;) % min

Calcule r; con el algoritmo B.1.4 con datos de entrada MP, k, ¢
T < T — 1
dimp,,,, < dimg, . +h

MPyj « ((MT});;) % tmas

Calcule r{ con el algoritmo B.1.4 con datos de entrada MP, k, ¢§
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To < To — 1

e.% T .

dimg <« dimg,,,, — (")
t—1+1

fin de mientras

B.2. Algoritmos para la dimensiéon Hausdorff de
la familia Q(z) = 2% + b2?

Sea R% el rayo que aterriza en 31 y Ri el rayo que aterriza en 3 5. Sea R’ = R% N
_ _ 2
D 5(0), R’% = R1ND 5(0), CL= [z, ozb]UFgUR’% y C1 = [ow, Qb_l(zo)]U(Fg)luR’i.

Sea x1 = min{Re(z) :z € R\ } y T 15 min{Re(z) : z € R, }.
2 4
Observe que T <1

Sea
Fi:{zeC:x%<Re(z)§O}
y
F%iZ{ZE(C:.T%<R6(Z)§$i}.

Algoritmo B.2.1. Sea z € C con Re(z) £ 0. Algoritmo para determinar el intervalo
en donde se encuentra el argumento externé de z.

m Sizeln
Determine si z estd arriba o abajo de C 1 con elfalgoritmo B.1.2.
Si esta arriba
d=0.
De lo contrario
Determine si z estd arriba o abajo de C’% con €l algoritmo B.1.2.
Si estd arriba
d=1.
De lo contrario
d=2.
fin de si
fin de si
De lo contrario si z € F1
Determine si z esta arriba o abajo de C'1 con el algoritmo B.1.2.
Si esta arriba i
d=1.
De lo contrario
d=2.
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fin de si
fin de si

Para el algoritmo B.2.1 se tiene que: si d = 0 entonces z tiene argumento externo en
(0, }1) sid # 1 entonces z tiene argumento externo en (4, 2) y si d = 2 entonces z
tiene arguimenito externo en (4, 2). Es importante hacer notar que si z € {@Q; " (z)},
entonces —z'€¥{Q; ' (x)}. Es por esto que es suficiente saber el argumento externo
de dos de las imagenes inversas de los puntos muestra z que no sean antipodas, para
saber el argumento externo de las otras dos. Por ejemplo si z tiene argumento externo
en (0, i), entonces #Z\tiene argumento externo en ( ;, %) y si z tiene argumento

externo en (%, 3), entohices —z tendrd argumento externo en (3, 1).

Algoritmo B.2.2. Algotitme para la construccion de la matriz de transicion. Sea
be W,

n {ug, ug, ug, ug} — le(ﬂb,l)'
m h+— 1

Param=1:4
Si Re(um,) <0
B(h) = uy,
h+<—h+1
fin de si
fin de para

Calcule el valor de d; con el algorigimg B.2.1~¢on datos de entrada B(1)

m Sidi =0
puntosmuestra(l) «— B(1)
puntosmuestra(2) «— B(2)
puntosmuestra(3) «— —B(1)
puntosmuestra(4) «— —B(2)

De lo contrario si d; =1
Calcule el valor de dy con el algoritmo B.2.1 con datos"de~entrada B(2)
Sidy=0

puntosmuestra(l) <— B(2)
puntosmuestra(2) <— B(1)
puntosmuestra(3) «— —B(2)
puntosmuestra(4) «— —B(1)
De lo contrario si dy =
puntosmuestra(l) +— —B(2)
puntosmuestra(2) <— B(1)
puntosmuestra(3) <— B(2)
puntosmuestra(4) «— —B(1)

fin de si
fin de si
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» Parak=3:n
Para i =1: 42
preimagen <— Q; *(puntosmuestraf(i))
h<+—1
Param=1:4
Si Re(preimagen(m)) < 0
B(h) <— preimagen(m)
h<+—h+1
fin de si
fin_de para
Calcule €l valor de d para B(1)
Sigdh= 0
P'di— 3) «— B(1)
T 4i —2) «— B(2)
T'(4i<1) +— —B(1)
T'(47) <= —B(2)
De lo contrarigisi d = 1
Calcule élwdlor de d para B(2)

Sid=p
T'(4.23) «— B(2)
T'(40— 2) +— B(1)

FA4i —1) +— —B(2)
THd) +— =B(1)
De lo“eontrario sisd = 2
T'(4i —3) << =B(2)
T'(4i"—2) «— B{)
T'(4i =L)«— B(2)
T'(4i) +~=*B(1)
fin de si
fin de si
Para j = 1 : 4+2
ord(j,1) =1T'(4i — 3)
ord(4*2 4+ j,1) = T'(4i — 2)
ord(2(4*72) +j,1) =T"(4i — 1)
ord(3(4"2) + j,1) = T"(4i)
fin de para
puntosmuestra=ord
fin de para
fin de para

= Calcule Q)

» Para | = 1 : longitud(puntosmuestra)
Eval(l) «— |Q;(puntosmuestra(l))]
fin de para
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s Para g = 1 : longitud(puntosmuestra)/8

M'T)(g,1) «— Ewval(4g — 3)
M'T!(g,2) «— FEval(4g — 2)
M'T)(g,3) — Eval(4g — 1)
ML} (g,4) <— Ewval(4g)

fin de para

Algoritmo B.2.3) Dado un parametro b € W, con 7, hiperbdlico, n,m,k € N,
dimpy, . ,dimpg, tolid,h € R, este algoritmo permite obtener la dimension Haus-
dorff de J3, dimy.

» Obtenga M'T,

 MPy <« (M'T)) ;)58 tin

= Calcule r; con el algoritm® B.1.4 con datos de entrada MP, k, 0
mr—rp—1

L dz’mHmw <—dzmH -+ h

n MPyj  (M'T,);) " mitmas
= Calcule 75 con el algoritmo/B.1.4 conedatos de entrada MP, k, 0
By 1y —1

"o

L dzmH < dzmHmm — (%)

mr+— 1

= Mientras dif > tol y © < m, hacer
dimHmm — dzmH

MPyj < ((M'T;)i) ™ Hmin

Calcule r{ con el algoritmo B.1.4 con datos de entrada” MP .k, 6
7 < 7T — 1

dimpg,,,, < dimg, . +h

MPy = (M'T;) e

Calcule r; con el algorltmo B.1.4 con datos de entrada M P ko
To < To — 1

e =

dimpy <— dimpy,,,, — (%)

dlf — |dimHmm — dzmH|

14+—1+1

fin de mientras





