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Introduccion

En el mundo real, mu€hos, factores limitantes dependientes e independientes de la den-
sidad poblacional interagtuan para producir los patrones de cambio que vemos en una
poblacién. Los seres vivos.néten, crecen, se reproducen y mueren, no obstante, sus in-
teracciones con otras especies déterminan cada una de las etapas de su vida. En este
sentido, las interacciones ecoldgicas pueden clasificarse en positivas (mutualismos) y ne-
gativas (depredacion). Las interaCciones positivas son aquellas en donde dos individuos de
distintas especies se benefician muttiamente, mientras que en las negativas un individuo
obtiene beneficios al afectar o matar agetro individuo de otra especie. Una gran tarea de
la Ecologia es el desarrollo de una teoria‘de la organizacién de las comunidades [CF]. Esto
significa entender las causas de lagdiversidad y los mecanismos de interacciéon. En este
contexto, aparecen los modelos matematicosgy=la simulacion computacional las cuales son
herramientas que ayudan a entendef la_evolu¢ién de cada una de las interacciones.

En la interaccién de especies se han_observado fenémenos como la depredacion, la com-
petencia y el mutualismo. Un elemento/importante ‘en la relaciéon depredador-presa es la
tasa con la que el depredador consume a'la_presa(y gue se puede representar en funcién
de la cantidad de presa y se le llama respuesta funcienal (tasa de captura de presas por
depredador por unidad de tiempo). Entre las réspuestasduncionales mas conocidas estan
las de tipo Holling, Beddington-DeAngelis, Hassell-Varleys Crowley-Martin, etc. [SG|. En
particular, Crowley-Martin en [SG, C| proponen una respliesta, funcional que considera la
interferencia entre depredadores independientemente de si undndividuo en particular gas-
ta tiempo en el manejo o biisqueda de su presa [SG]. Explicitamente la respuesta funcional
es

aN

aN
(14+bN)(1+4c¢(P—1))

los parametros a,b y ¢ son positivos, y representan la velocidad de captura.tiempo de
captura e interferencia entre los depredadores, respectivamente. Hay varios trabajos en la
literatura sobre depredador-presa con respuesta funcional tipo CrowleyMartin [AJ KK,
JT, MPS]. Ali y Jazar estudiaron un modelo depredador-presa de Leslie-Gower modificado
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con réspuesta funcional Crowley-Martin [AJ]. Explicitamente, el sistema es

T = aa:(l—g)— by
- k) (1+ca)(1+dy)

o ey
o)

Ellos determinan céndiciones para la existencia y estabilidad global de un punto de equi-
libro en el cuadrantespositivo asi como la existencia de érbitas periddicas generadas de
una bifurcacién de HopfePor otro lado, en [L] se analiza la dindmica en el plano de un
sistema depredador-presa de la forma,

. T bll’
z =Tre|l—— ) — z,
K 1+ ™ + coz

. < pirby T )
z = —d |z,
1 +ez? + coxz

donde la presa tiene un crecimiento logistico y la respuesta funcional es tipo Crowley-
Martin. Ademds, se muestra que cuandoen el sistema (1) se considera la defensa de la
presa (m > 1), pueden existir hésta cuatro puntos de equilibrio dentro del primer cua-
drante. Asi mismo, se determinan‘condiciones\para las cuales existe un punto de equilibrio
estable y para las cuales éste presenta bifurcagion de Hopf. En el caso particular m = 1,
se garantiza la existencia de tres puntos de equilibrio en el cuadrante positivo y se deter-
mina su estabilidad local y global. Ademas, se detérminan condiciones para las cuales el
sistema presenta biestabilidad generada por dos puntes.de equilibrio estables o un punto
de equilibrio estable y una orbita estable.

Por otra parte, también se han estudiado modelos para_tres poblaciones en los cuales
se considera una respuesta funcional tipo Crowley-Martifi. Kharbanda y Kumar anali-
zaron un modelo considerando un recurso que es consumidospor dos depredadores que
compiten entre ellos, uno con respuesta funcional de Beddington:DeAngelis y el otro con
Crowley-Martin [KK]. Ellos estudiaron el sistema

. z azy a1z
r = 7T (1 — —) —

K a+br+cy 1+dr+ez+ derz’
. aTY d
= ———— — Yz — ,
4 a+bx +cy 1y 1y
Q3012
= — coyz — daz.

1+ dx +ez+ dexz

Determinaron las condiciones de los parametros para los que hay un punto de equilibrio de
coexistencia y utilizando una funcién de Lyapunov muestran la estabilidad globaliJana
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y Tripathi estudiaron un modelo tritréfico dado por

. T a1y
r = ax (1——> —

K x+ D’
.y a3yz d
YT ¥ D Ttdytbzibdy: W
2
y (67 ¥4
z = dy2? — .
? Dy +y

donde el recurso es congtimido por un depredador con respuesta funcional Holling II y el
depredador es consumidé pon un superdepredador con respuesta funcional tipo Crowley-
Martin [JT]. Ellos muestranicondjciones para tener un punto de equilibrio de coexistencia,
estabilidad local y global y pérsistencia uniforme del sistema.

Por otro lado, se han estudiadd. diversas variantes del siguiente modelo tritréfico general,

i = plays Fi(r,y)y
y = aFd@yy)y — 2y, 2)z — diy (2)
2 = by, 2z — daz.

Mondal, Pal y Samanta estudiaron el modelo (2) considerando una respuesta funcio-
nal Holling II y una tipo Crowley*Martin [MPS]. Ellos consideran p(z) = ax (1 — £> ,

K
Ty Yz .
Fi(x,y) = Fy(ye2).= ———="Usando estas respuestas funcionales,
i(z.9) 1+ dx + by + bdxy ¥ Faly=3) resp e

+D
determinan condiciones para las que hay un, punta de equilibrio de coexistencia, la esta-

bilidad local y global del sistema, asi como una bifdrcacién de Hopf. Upadhyay y Naji
estudian el modelo (2) considerando una respuesta funciomal Holling IT y una tipo Crowley-

Martin [;Jj Explicitamente, toman p(z) = az (1 - %) P, y) = xf——yD y Fa(y, 2) =

. A partir de ésto, determinan condiciones$ para los cuales existe un
1+ dy + bz + bdy=z

punto de equilibrio de coexistencia y usando una funcién de Eyapunov demuestran es-
tabilidad global. Zhao y Lv analizan el modelo (2) con respuesta’fiuneional Beddington-
A
DeAngelis [Z]. Ellos consideran p(z) = ax <1 — %) y Fi(u,v) = BZ?JJr—;JrCZ
1 = 1,2, y determinan la existencia de cuatro puntos de equilibrio de cgordenadas no

negativas y analizan su estabilidad local.

El mutualismo es una interaccion interespecifica en la que las especies involucradas reciben
un beneficio neto. Es un tipo extremadamente frecuente de interaccién en la naturaleza
[BJ]. Esta interaccién ha sido estudiada a través de modelos matematicos desdela)década
de 1980 [VT, EI, MGL] y sus referencias. En 1981, Addicot propuso un modelo de mutua-
lismo donde ambas especies crecen logisticamente [A]. Mds tarde, la estabilidad global del
punto de equilibrio de coexistencia de este modelo fue probada por Vargas, utilizando una
funcién de Lyapunov [V]. Legovic et al generalizaron el modelo Addicot y encontraren
condiciones para la existencia de un punto de equilibrio positivo y para la estabilidad

local [LG].

, para
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En egte trabajo, analizamos un modelo que considera la interaccién de dos poblaciones de
presa‘en_mutualismo x y y donde la capacidad de carga de cada uno crece con la densidad
de poblacién del otro. Estas poblaciones tienen un depredador comin z con respuesta
funcional #ipe Crowley-Martin. Explicitamente, consideramos un modelo de la forma

) T bixz
e = rx|l— — ,
Ki+vy 14+ ciz™ + ez

L E sy<1_ !/ ) by (3)

Ky+x) 1+cy" +cayz’

. pbix p2bay
z = + —d ) z.
T4 cpx™ 4+ coxz 1+ c3y™ + cuyz

Ademas, todos los pardmetrosson no negativos y los exponentes m y m son mayores o
iguales a 1. En este sistema

. T Yy .
s Las funciones rz [ 1 — sy 1— son las funciones de reproduc-
( K1+y)y y( K2+37) P

cion de x y y, repectivamente.

» Ky K5 son las capacidades.descargadeslas poblaciones de presas.

by b
] ! y 2Y son las‘respuestas funcionales Crowley-Martin
1+ ca™+ chxz 14 c3y™ + caye
generalizadas para las presas x y 4y #fespetivameiite.

= b, y by son las tasas de depredacion.

= ¢ y c3 son constantes positivas que deseriben el tiempo de manipulacion.

= ¢y y ¢4 describen la magnitud de la interferencia entre los depredadores.

= d es la tasa de mortalidad del depredador.

= L1y ie son las tasas de conversién de presas capturadas en biomasa depredadora.

= m y n son constantes positivas que describen el mecanismo de defensa de la poblacién
presa.

Note que si no consideramos la interaccién depredador en el modelo (3), esto”se convier-
te en el modelo de mutualismo de Addicot. Por razones biolégicas, el modele_sélo tiene
sentido si z,y y 2z son funciones no negativas del tiempo. Denotamos el octante’pesitivo
por 2 y £, denota el cuadrante positivo del plano zz. A los puntos de equilibrio.con
coordenadas positivas les llamaremos puntos de equilibrio de coexistencia (CEP)!.

Para el estudio del modelo (3), este trabajo esté organizado de la siguiente manera: en el

!Del inglés Coexistence Equilibrium Point
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Capitulo 1, presentamos definiciones y resultados importantes sobre ecuaciones diferen-
ciales'no_ dineales que seran de utilidad en el desarrollo de los capitulos siguientes. En el
Capitulo 2¢ analizamos la dindmica del modelo cuando esta restringido a una poblacién
de presas ¥ un depredador, caracterizamos su dindmica a partir del niimero de puntos de
equilibrio délsistema. En el caso de tres puntos de equilibrio de coexistencia mostramos
la estabilidad loeal y global del sistema. En el caso de dos puntos de equilibrio de coexis-
tencia, determinamos la existencia de una érbita periédica generada por una bifurcacién
de Hopf y una érbita’hemoclinica a través de una bifurcaciéon de Bogdanov-Takens. En el
Capitulo 3, analizamos=la_dinamica del modelo que considera dos poblaciones de presas
en mutualismo y un depredador comin y mostramos que la coexistencia de las tres es-
pecies se puede dar a través de un punto de equilibrio, una 6rbita periédica o una orbita
homoclinica estable. En parti€ular, estos conjuntos limites estan determinados a partir
de la bifurcaciéon de Bogdanov-Takens y la bifurcacién de Hopf. En la ultima seccién, se
presentan simulaciones numéricas para ejemplificar los resultados analiticos. Por ultimo,
se muestran las conclusiones genetales obtenidas en este trabajo.



Capitulo ]_

Preliminares

En este capitulo abordaremos algunos resultados para sistemas lineales y no lineales, los
cuales seran utilizados en el desarrglo de este trabajo.

1.1. Teoria local de ec¢uaciones diferenciales no linea-
les

En esta seccién daremos algunas herramientas gue permiten analizar localmente las solu-
ciones del sistema de ecuaciones diferéngiales nodineales,

x= f(x), (1.1)

donde f € €' (E) y E es un subconjunto abiétto de R"»Las definiciones y resultados que
aqui se presentan pueden ser consultados en*{P].

Definicién 1.1.1. x(t) es una solucion de la ecuacion diferemcial (1.1) en un intervalo I,
si x(t) es diferenciable en I y si para todo t € I, x(t) € E,

x(t) = £(x(1)).

Dado xg € E, x(t) es una solucion del problema (1.1) con valor inicial x(ty) = Xo en un
intervalo I, si ademds de ser solucion, to € I y x(tg) = Xo.

Teorema 1.1.2. (Existencia y Unicidad). Sean E un subconjunto abierto de R™,
xg € Eyf:E—R" SifeE(E), entonces existe a > 0 tal que el problema de valor
micial

x = f(x), x(0) = xo, (1.2)
tiene una unica solucion x(t) en el intervalo [—a, al.

Un punto xo € R" se llama punto de equilibrio o punto critico de (1.1), si f(xq)*="0,
Un punto de equilibrio xq se llama punto de equilibrio hiperbdlico de (1.1) si ningtmo
de los valores propios de la matriz Df(x;) tiene parte real cero.
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Un teorema muy importante que nos permite entender el comportamiento de las soluciones
del sistéma (1.1) alrededor de los puntos de equilibrio es el teorema de Hartman-Grobman.
Este teorema, establece las condiciones que permiten comprender la dinamica en una
vecindad dé wn punto de equilibrio hiperbélico xq del sistema no lineal (1.1), a partir de
la dindmica‘del sistema lineal

y=A4y, (1.3)
donde A = Df(xq)-

Supongamos que f y g son dos campos vectoriales de clase €' (FE) en un abierto E sub-
conjunto de R™ que contiéne\al origen. Los sistemas de ecuaciones diferenciales

x = f(x), (1.4)

= 8(), (1.5)

son topologicamente equivalentes en unia vecindad al origen, si existen vecindades del
origen U y V, y un homeomorfismé H : U — .V, preservando la orientacién tal que

H(onlx)) = wr(H (x)).
Donde ¢, es el flujo del sistema (1.4) y el flfjo.asociado al sistema (1.5). Sit = T,

entonces se dice que el sistema (1.4) y elSistema (1.5) son topoldgicamente conjugados en
una vecindad del origen.

Teorema 1.1.3. (Hartman-Grobman). Si x, es un ‘punto de equilibrio hiperbdlico del
sistema no lineal (1.1) y £ € €' (E) entonces, existe una vecindad de xq en el que el
campo no lineal (1.1) es topoldgicamente conjugado al sistéma’lineal (1.3) en el origen.

La demostracién de este teorema puede ser consultada en [P].

A partir de este teorema podemos establecer una clasificacién de dos)puntos de equilibrio
hiperbdlicos de un sistema no lineal (1.1), de acuerdo a los valores propios de la matriz
A. Un punto de equilibrio hiperbédlico xq del sistema no lineal (1.1) ‘es

1) Un sumidero (pozo) si todos los valores propios de la matriz A tienefl parte real nega-
tiva.

2) Una fuente si todos los valores propios de la matriz A tienen parte real positiva.

3) Una silla si A tiene valores propios con parte real positiva y por lo menos uno con
parte real negativa.

En dimension dos, esta clasificacion se puede hacer mas especifica, por lo que podemes
hablar de sillas, nodos o focos los cuales pueden ser estables o inestables.
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1.2¢ Puntos de equilibrio no hiperbdlicos

1.2.1. Teorema de Sotomayor

En esta secgion.presentaremos algunos resultados sobre puntos de equilibrio no hiperbdli-
cos en un sistena analitico plano. Supongamos que el origen es un punto critico aislado
del sistema

(1.6)

donde P y @ son funciones analiticas en una vecindad del origen.

En esta seccién mostraremos alginos resultados establecidos en [ALGM, P] para el caso
en que la matriz A = Df(0) tiefie uno o dos valores propios iguales a cero, pero A # 0.
Estos resultados pueden ser extendidos a dimension superior, al analizar un sistema en
su variedad central.

Definicién 1.2.1. Un sector que es topeldgicamente equivalente a la figura 1.1 a) se le
llama sector hiperbdlico; si es topoldgicamente_equivalente a la figura 1.1 b) se le llama
sector parabdlico y si es topoldgiéarmente equivalente a la figura 1.1 ¢) se le llama sector

eliptico.

a) Sector hiperbdlico. b) Sector parabdlico. c) Seetor eliptico.
Figura 1.1: Tipos de sectores en un punto de equilibrio.

Por ejemplo, un punto silla esta conformado por una vecindad que contiene cuatro sec-
tores hiperbdlicos y cuatro separatrices. Un punto silla-nodo contiene dos, sectores hi-
perbdlicos y un sector parabdlico como se observa en la figura 1.2. Un puntosciuspide
estd conformado por dos sectores hiperbdlicos y dos separatrices, véase la figura 1.3.
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Figurar1.2: Silla-nodo en el origen.

()

\ 4

Figura 1.3: Cuspide en el origen.

Consideremos el caso donde la matriz A tiene un valor propio cero, es decirget(A) = 0
pero tr(A) # 0. En el capitulo 1 de [ALGM, p 338| se muestra que la forma=fiormal del
sistema (1.6) es

T = p2(x7y)

y=y+ @y, 7

donde ps y @2 son analiticas en una vecindad del origen y tienen expansiones que comienzan
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con términos de segundo grado en x y y. Ademads, se tiene el siguiente teorema el cual
puedessereconsultado en [ALGM, P].

Teorema” 1:2:2. Supongamos que el origen es un punto de equilibrio aislado del sistema
analitico (1.47). Sea y = ¢(x) una solucion de la ecuacion y + qo(z,y) = 0, y ¥(z) =
amx™ + -+, l@~erpansion en una vecindad de x = 0 de la funcion ¥(x) = po(z, p(x)),
donde m > 2 yas.7# 0.

1. Sim es impar y a,, > 0, entonces el origen es un nodo inestable.
2. 5im es impar g ape< 0, entonces el origen es una silla.

3. St m es par, entonces el origen es una silla-nodo.
Teorema 1.2.3. (Sotomayor.) Considere el sistema parametrizado
n=Fnv), (1.8)
conm € R" y v € R. Supongamo’_gue. existe (n,, o) tal que
= F(ny,v) =0,
» A= (DF(ny, 0))nxn tiene un valor propio \y =0, y Re(\;) #0, 7 =2,3,...n.

Sean vy y wq los vectores propiospderesho e izquierdo respectivamente de A correspon-
dientes al valor propio A\ = 0.

a) Si
WgFV(nOJ VO) 7é 07
(Wi D*F(mgrvo)) (Veavo) # 0,

entonces el sistema (1.8) experimenta una)bifurcacion silla-nodo en el punto de
equilibrio n = m, cuando el pardmetro v varia a traves del valor de bifurcacion v = vy.

b) Si
WgFu<n07 VO) = 07
(W(:)FD2F("70a VU))(V()? VO) 7é 07
vy (wyFop)T #0,

entonces el sistema (1.8) experimenta una bifurcacion transcritica‘en el punto de
equilibrio n = 1, cuando el parametro v varia a través del valor de bifturcacion v = vy.

c) Si
WOTFV(T’m VO) =0,
(WOTDQF(nm VO))(V()a VO) - 07
Vg(WgFVn<nOJ VO))T 7£ O?
(WgD3F<n07 VO))<V07 Vo, VO) 7£ 07

entonces el sistema (1.8) experimenta una bifurcacion trinche en el punto de equi-
librio n = my cuando el pardmetro v varia a través del valor de bifurcacion v = 1.
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Ahor& consideremos el caso donde A tiene dos valores propios iguales a cero, es decir,
det(AyY=0, tr(A) = 0, pero A # 0. En [ALGM, P] se muestra que la forma normal del
sistema (146) es

T=1

: k 9 (1.9)
Y = apr”[1 4 h(x)] + bya"y[1 + g(x)] + y* R(x, y),

donde h(zx), g(z)y) R(%,y) son funciones analiticas en una vecindad del origen, h(0) =
9(0) =0, k> 2, ap ¢ 0=y n > 1. La demostracién del siguiente teorema puede ser consul-
tada en [ALGM].

Teorema 1.2.4.
a) Supongamos que en (1.9) ¢eriemos k =2m +1 y A = b2 +4(m + 1)a;, con m > 1.

1. Si ap > 0 entonces el origén.esuna silla.

2. El origen es un foco 6 un centro, si ar < 0 y se satisface alguna de las siguientes
condiciones: i) b, = 0;ii) b, # Q'yn > m;iii) b, #0, n=m y A < 0.

3. Para ap < 0, b, # 0 y nepar (impar), el origen es un nodo (tiene un dominio
eliptico) cuando n < m ¢ ni=m y A\">\0

b) Supongamos que k = 2m con m 2\ en (1.9).FEntonces el origen es
1. Una cuspide si b, =0 ¢ b, # 0 y'n m.

2. Una silla-nodo si b, #0 yn < m.

1.2.2. Variedad Central

En esta subseccién analizaremos el caso cuando se presentéah, punto de equilibrio no
hiperbdlico. Los resultados que aqui se presentan pueden ser censultados en [P, J].
Consideremos el sistema no lineal

x =Cx+ f(x,y),

y =Py + g(x,y) (1.10)

donde x € R™,y € R™ y C, P son matrices constantes tal que los valores propios de C'
tienen parte real cero y los valores propios de P tienen parte real negativa.

Si f y ¢ son idénticamente cero, entonces el sistema (1.10) tiene dos subespaciosdnyarian-
tes x = 0 y y = 0. El subespacio invariante x = 0 es llamado subespacio estable, és decir,
si se restringen las condiciones iniciales a = 0, todas las soluciones tienden a cere -kl
subespacio invariante y = 0 es llamado subespacio central.
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Si f @ ¢ son idénticamente cero, entonces todas las soluciones de (1.10) convergen expo-
nencialmente cuando ¢ — oo a las soluciones del sistema

x = Cx. (1.11)

Esto es, la sglueiones sobre el subespacio central determinan el comportamiento asintético
de todas las sgluciones del sistema (1.11).

En general, si y = h(x), es una variedad invariante para el sistema no lineal (1.10) y h es
suave, entonces es llaada una variedad central si h(0) =0y Dh(0) = 0.

Teorema 1.2.5. Supongamos que en el sistema (1.10) las funciones f y g son
C*R™ x R™) y ademds,>f(0,0) = 0, Df(0,0) = 0,9(0,0) = 0,Dg(0,0) = 0, entonces
existe una variedad centrdl para (1.10) , y = h(x), para |x| < 6, y h € €*(R")

El flujo sobre la variedad central’estd dado por el sistema n-dimensional
u=Cu+ f(u,h(u)). (1.12)

Teorema 1.2.6. a) Supongamos'que el origen es estable (asintoticamente estable ) (ines-
table) para el sistema (1.12), entontes el origen es estable (asintdticamente estable )
(inestable) para el sistema (1.10).

b) Supongamos que el origen es gstable parg el sistema (1.12). Sea (x(t),y(t)) una so-
lucion de (1.10) con condiciénvingeial (x(0)gy(0)) suficientemente pequena. Entonces
existe una solucion u(t) de (1.12).tal que cuarido t — oo,

>
—~
~
N—
|

u(® s O (=),
y(t) =h(uft)) + O(e7),

donde v > 0 es una constante.

(1.13)

Al sustituir y = h(x(t)) en la segunda ecuacién en (1.10) se“obtiene
Dh(x)[Cx + f(x, h(x))] = Ph(x) + g(x, li(x))- (1.14)

La ecuacién (1.14) junto con las condiciones h(0) = 0, Dh(0) = 0e%\¢l sistema a resolver
para el subespacio central.

Esto es imposible en general, ya que es equivalente a resolver (1.10). El giguiente resul-
tado nos muestra que la variedad central puede ser aproximada para cttalquier grado de
exactitud.

Para funciones ¢ : R® — R™ de ¢ en una vecindad el origen se define
(M) (x) = ¢'(x)[Cx + f(x,8(x))] — Pp(x) — g(x, $(x)). (1.15)
Note que por (1.14), (Mh)(x) = 0.

Teorema 1.2.7. Sea ¢ € €' que mapea una vecindad del origen de R™ a R™ con ¢(0) =0
y ¢'(0) = 0. Supongamos que cuando x — 0, (M¢)(x) = O(|x|?) donde ¢ > 1, entonces
cuando x — 0, |h(x) — ¢(x)| = O(|x]9).
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1.2.8. _Bifurcacién

Un fenémeéno que aparece frecuentemente en una familia de ecuaciones diferenciales es el
de una bifureacion. En esta seccién presentaremos dos casos particulares, la bifurcacion
de Hopf y la’ bifurcacién de Bogdanov-Takens. Las definiciones y resultados que aqui se
presentan puedén ser consultados y ampliados en [P, K].

1.2.3.1. Bifurcacién de Hopf

Dado x( un punto degquilibrio no hiperbdlico del sistema (1.1), si la matriz Df(xg) tiene
valores propios imagini@ries puros y otros con parte real distinta de cero, Xy es candidato
a tener una bifurcacion“*dé Hopf. Una bifurcaciéon de Hopf o Poincaré-Andronov-Hopf es
una bifucarcion local en la_cual un punto de equilibrio de un sistema de ecuaciones dife-
renciales pierde estabilidad al cainbiar de signo la parte real de un par de valores propios
complejos conjugados de la linealizacién.

Bajo hipotesis genéricas convenicntes al sistema de ecuaciones diferenciales, es posible
observar la apariciéon de un ciclo Himite de pequena amplitud bifurcando desde el punto
de equilibrio.

Ejemplo 1.2.8. Considere el sigiénte sistema

& Syt a(p #r — )
g =2Hy(p— 2 2°).

Para este sistema se tiene que el Unico”punto critieo_es el origen. La matriz jacobiana

evaluada en el origen es
M 1
o0 1Y

Por lo que el origen es un foco estable si u < 0 e inestablessi p > 0. Para u = 0, la
Df(0,0) tiene valores propios imaginarios puros y el origen para el sistema lineal es un
centro. Reescribiendo el sistema anterior en coordenadas polarés se_tiene:

F=r(u+ sr?
: (h ) (1.16)
0=1.

Donde s = —1. Ademas, en estas coordenadas puede observarse que en u =0_el origen es

un foco débilmente estable y para p > 0 existe un ciclo limite estable

Dyt 3(t) = yJi(cos(), sen() .

La curva I', representa una familia de pardmetros de ciclos limite de este sistemags~el
retrato fase del mismo se muestra en la figura 1.4 y el diagrama de bifurcacién en la figura
1.5.
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4 o)

p<0 p>0
Figura 1.4: Retrato fase.

Figura 1.5: Diagrama de bifurcaciény familia\de parametros de ciclos limite I',, resultantes
de la bifurcacién de Hopf.

La curva superior en el diagrama de bifureacion representa la familia a un parametro de
los ciclos limite I, la cual define una supgrficie en RZx R. La bifurcacién del ciclo limite
desde el origen que ocurre en el valor de bifirdacion p= 0 conforme el origen cambia su
estabilidad, se conoce como bifurcacion de” Hopf.

Diremos que un sistema a un parametro presenta bifurca€ion de Hopf supercritica, si
es topolégicamente equivalente al sistema (1.16) con s = —1, y'cuando s = 1 diremos que
la bifurcacién de Hopf es subcritica.

Teorema 1.2.9. (Bifurcacion de Hopf). Sea

z—?:f(x,a),XERa a eR, (1.17)

un sistema bi-dimensional, con £ diferenciable en R? x R. Suponga que el sistema (1.17)
en el punto de equilibrio x = 0 tiene valores propios

A2(a) = pla) £iw(a),

donde (o) = 0, w(ag) = wy > 0.
Si se satisface

» (1(ap) # 0, donde ¢y es el primer coeficiente de Lyapunov,

=/ (ag) # 0.
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Entances el sistema (1.17), en una vecindad del origen es topoldgicamente equivalente al

sisterma
Y B =1\ (n 2, o (W
) = +s + ;
()= (1 5) G) -t ()
donde s es el"Signo del coeficiente de Lyapunov.

De este teorematenemos que para buscar bifurcacién de Hopf en un sistema a un parame-
tro, es necesario encontrar un valor del pardametro donde el punto de equilibrio tenga
valores propios complejos imaginarios puros. Ademas es necesario calcular el primer co-
eficiente de Lyapunov y & condicion de transversalidad en la derivada de la parte real de
los valores propios. Par@ calcular estos ultimos tenemos los siguientes dos resultados que
pueden ser consultados endKj.

Teorema 1.2.10. (Kuznetsov): En el sistema (1.1) con punto de equilibrio Xg, consi-
deremos la aproximacion de Taglor de tercer orden de f alrededor de xo dado por

£(x) = Ax + %B(x,x) + %C(x, %, %) + O(|x[*). (1.18)

Supongamos que A tiene un par de walores propios puramente imaginarios twi. Sea q
el vector propio de A correspondiente ‘al valor propio wi, normalizado tal que qq = 1,
donde @ es el vector conjugado de/q. Sea p_elwector propio adjunto tal que ATp = —wip
ypq =1. 51 denota la matriz wdentidad, éntonces el primer coeficiente de Lyapunov
l1(xg) del sistema (1.1) en el punto de equilibfio xo es

iRe (PC (q,q.d) — 2pB (a, A~'Blarq)) + pB (&, (2wil — A)"' B(q,q))). (1.19)

Teorema 1.2.11. Sea M(7) una matriz real{de n X n dependiente de un pardmetro, la cual
tiene un par de valores propios complejos £(7) £iw(T), talque £(10) = 0 y w(m) = wp > 0.
Entonces, la derivada de la parte real de los valores propios complejos en 1y estd dada por

E e (o (S m-a) )6

donde p,q € C" son vectores propios que satisfacen las siguientes~eondiciones de norma-
lizacion

M(r)q =iwq,  M'()p=—iwop y P -q=L (1.20)
1.2.3.2. Bifurcacion Bogdanov-Takens
Construccion de la forma normal
Consideremos un sistema en el plano
x = f(x,a), x € R* a € R? (1.21)

donde f es suave. Supongamos que (1.21) en o = 0, tiene como punto de equilibrio a x =0,
para el cual la matriz jacobiana asociada tiene un par de valores propios idénticamente
cero, es decir, A\; 2 = 0.
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El sistema (1.21) con a = 0, se puede escribir como
x = Cox + F(x), (1.22)

donde Cy =/4fx(0,0) y F(x) = f(x,0) — Cpx, es una funcién suave, F(x) = O(||x||*). La
condicién de bifurcacion implica que

5(0) = Det(Cy) = 0, 7(0) = Tr(Co) = 0.

Asumamos que Cy # Oges decir, Cy tiene al menos un elemento distinto de cero. Entonces
existen dos vectores w4 € R? con entradas reales, que son linealmente independientes,
tales que

Covg =0, Covy = vy. (1.23)

El vector vy es el vector propio de Cj correspondiente al valor propio cero, mientras que
v, es el vector propio generalizado de Cj correspondiente a este valor propio. De igual
forma, existen los vectores propios. adjuntos wy; € R? de la matriz transpuesta CZ , que
satisfacen

Clwye=0, CTw, = wy. (1.24)

Los vectores v; y wy no estan definidos,deiforma tnica incluso si estan fijos.
Sin embargo, siempre pueden seleéeionarse cuatro vectores que satisfagan (1.23) y (1.24)
tal que

(Bogg) = (V) = 1, (1.25)

donde (-, -) es el producto punto escalar-enR? : (X, ¥% = 1y, +x2y». El teorema alternativo
de Fredholm implica que
<’Ul, ’ll)()> E S <'U(), ’LU1> = 0. (126)

Si vy y v; son elegidos como base , entonces cualquier veetor x € R? puede ser tinicamente
representado como

X = Y1V + Y21,

donde y; 5 € R. Teniendo en cuenta (1.25) y (1.26), las nuevasscoordenadas para (yi, y2)
estan dadas por

Y1 :<X7 'Ll](]),
v =(x, wy). (1.27)

En las coordenadas (y1,y2), el sistema (1.21) se escribe como

()= 3 ()+ (mrmmmd). " am

Notese la forma particular de la matriz jacobiana, la cual es un bloque de Jordan de erden
2.

Usando las coordenadas (y1, y2) para todo a con ||| pequeno, el sistema (1.21) se escribe
como
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(?Jl) _ ((f(ylvo +y2”1)7w0>) ’ (1.29)

(2 (f(y1vo + yav1), wy)

y para o = 0 se reduce a (1.28). Tomando la expansién de Taylor del lado derecho de
(1.28) con réSpecto a'y en'y = 0, se tiene

1 =Yya + ago + a10(a)ys + a1 (a)ys
1 1
+ §a2o(@)y% + an(@)yys + 5%2(04)3/5 + Py, @), (1.30)
1.30
Yo =boo(&¥) + bio(a)ys + bo1(a)y2

1 1
§b2o(oé)yf + b (@) y1ye + éboz(a)yg + Py, ),

donde ag(a), b (@) y Pra(y, a)="0O(]|y||*) son funciones suaves. Tenemos que

CL()()(O) = alo(O) = CL(n(O) = bgo(O) = blo(O) = 501(0) = 0.

Las funciones ag(«) y by () pueden.ser expresadas en terminos del lado derecho de
f(x,a) de (1.21) y los vectores vy 4 wp 1, Por ejemplo

82
ago(a) Za—y2<f(ylvo *ysuy, ), wp),
821
bao(a) Za—?ﬁ<f(ylvo + Yo ugly), wp), (1.31)
1
62

bii () :8y18y2 (f (w0 + yavib ) wo).

Ahora comenzaremos a transformar (1.30) en una forma massimple mediante una trans-
formacién invertible y suave (suave dependiente de los paranmietros) y tiempo de repara-
metrizacion. En un cierto punto, introduciremos nuevos parametros.

Reduccién a un oscilador no lineal. Introduciendo nuevas variables (uq,us), donde
us denota la parte derecha de la primera ecuacion en (1.30) y renombrande y; como u;.

uy =,

Uy =Yz + oo + aro(@)y1 + ao1(@)ys (1.32)

1 1
+ Eazo((l)y% + an(a)y1ys + §aoz(oz)y§ + Pi(y, ).
Esta transformacion es invertible en alguna vecindad de y = 0 para un ||«|| pequent y
dependiente suavemente de los parametros. Si a = 0, el origen y = 0 es un punto fijo de
este mapeo. La transformacién convierte (1.30) en
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U.I U3,
s =goo(a) + gro(a)ur + gor()us (1.33)

1 1
+ 5920(0)71% + g1 (@)ugug + 5902(04)713 + Q1(u, o),

para algunas funciéhes suaves g (), goo(0) = g10(0) = g01(0) = 0, y una funcién suave
Q(u, ) = O(||ul|?y._Sé puede verificar que

G20 =b20(0),
g11 =a20(0) + b11(0), (1.34)
go2 =bp2(0) + 2a;1(0).

Por lo tanto se tiene que

goo =bgo(x) + -+,
g10 =bro(@) + a11()boo () — bir{edag(a) + - - -, (1.35)
go1 =bo1() + aip(a) + ags (&) boo () =a11 () + boz())aoo(er) + - -,

donde los puntos suspensivos represéntan todes los términos que contienen al menos un
producto de algin ay;, b;; con k + "< 1(i + & 1). Como ay () v b;;(a) se anulan en
a = 0, para algin k41 < 1, los términos mestradesssom suficientes para calcular la primer
derivada parcial de goo(c), gr0(@), ¥ go1(cy)con respetto_a (a;, as) en o = 0.

Note que el sistema (1.33) puede ser escritor€omo una,sola ecuacién diferencial no lineal
de segundo orden con w = u,

W = G(w, a) + wH(w, a) + i Z(wih, o), (1.36)

la cual proporciona la forma general de la ecuacion de movimientosde un oscilador no lineal.

Parametro shift dependiente. Un pardametro shift dependientesde _coordenadas en la
direccion de vy

= )
w =v +0(a), (1.37)
U =V2,
transforma (1.33) en
/U.l =02,
vy =goo + 9100 + O(6?) + (g10 + 9200 + O(6%))v1 + (go1 + 9110 + O(67))va (1.38)

+ %(920 + O(6%))v; + (911 + O(6))v1va + %(902 + 0(8))v3 + O(||lv]|*).
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Asumiendo que
911(0) = ago + b11(0) # 0. (1.39)

Entonces{ usando argumentos basados en el teorema de la funcion implicita se prueba la
existencia local de una funcién suave

_901(06)
911(CY)7

d=46(a) =
anulando el términe”proporcional a vy en la ecuacién para vo, la cual lleva al siguiente
sistema
U1 =0y,
vy =hoo (W) hip(a)v (1.40)
+ %hQO(a)vf + hut(@)orws + %hog(a)vg + R(v, ),

donde hy; y R(v,a) = O(]|v]]?) sow' suaves. Encontrando que

- B0 () + - (141

donde de nuevo solo los términos=para calcular las primeras derivadas parciales con res-
pecto a o = (o, a2) en @ = 0 se mantiénen (Ver'(1.35)). Claramente, hgo(0) = h19(0) = 0.
El tnico valor relevante de hy(«), k 1= 2, los"cuales estan dados por

hao = goo(ar) + - -+, hiol@)s gro(e)

hzo(o) = 920(0), hn(o) 3 911(0)7 h02(0) = 902(0), (1-42)

donde gx(0), k + 1 = 2, estan determinados per (1.34):

Tiempo de reparametrizacién y segunda reduccién a un oscilador no lineal.
Introducimos el nuevo tiempo 7 via la ecuacion

dt = (1 4+ 6vy)dr, (1.43)

donde 6 = () es una funcién suave, la cual serd definida més adelante. La direccién del
tiempo se preserva cerca del origen para ||| pequena. Suponiendo que un punto sobre
una variable ahora significa diferenciacion con respecto a la variable 7, sé tiene que

U1 =y + 0109,
vy =hgo + (h1o + hoot)v1 (1.44)
1 1
+ §(h20 + 2h109)1)% + hll(a)vlvg + §h02’U§ + O(”VH3>
El sistema de arriba tiene forma similar a (1.30), lo cual es un poco desalentador.(Sin

embargo, podemos reducirlo una vez mas a un oscilador no lineal mediante una transfor-
macién de coordenadas similar a la del primer paso:
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&1 = v1, & = vy + Ovyvg,

mapeandé eb origen en si mismo para todo 6. El sistema en las coordenadas &;,&; toma
la siguiente forma

él 2527
) 14
&2 = fool@)+ fro(@)&1 + %fmf% + fui(@)§iée + %fozf% +0(|I€]1), (1:49)
donde
Joo(€)™= hoo(r), fio(a) = hig(a) + hoo(ar)0(c),
y
f20 :hgo(Oé) + 2h10(a)0(a),
fii Zhn(@)a
f[)Q :hog(a/) + 20((1)
Ahora tomando
0(a) = —h022<0‘)
con el fin de eliminar el término £3,86\fiene
S ) ; (1.46)
& = () + pa(a)& + Ala)&T + Blad&i&e + O([[€]1°),
donde f
p(a) = hoo(a), pa(a) = ao(a) — 5 hoa(@) hox (), (1.47)
y
A(Oé) = %(hgo(@) — hlo(a)h()Q(Oé)), B(Oé) = hll(Oé). (148)

Escala final y ajuste de nuevos parametros. Introduciendo‘un‘nuevo tiempo deno-
tado por ¢, donde

Ble)

Al
Como B(0) = h11(0) = ¢11(0) = as(0) + b11(0) # 0 debido a (1.39), el tiempolde escala

de arriba puede estar bien definido si asumimos que

2A(0) = h2o(0) = g20(0) = bao(0) # 0. (1-49)

Realizando un reescalamiento en el cual se introducen nuevas variables 1; y 12, comd

= ﬂfb N2 = sign <M) 4(o) €2

B*(a) Ala) ) B3 (a)
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Nétese que el denominador es distinto de cero en a = 0, ya que A(0) # 0y B(0) # 0. En
las coorfdenadas (1;,72) el sistema toma la forma:

Til =72,

' (1.50)
Ty =B1 + Lo + i + smn2 + O(||n])?),

con - BO)\ ag(0) + b11(0)\
S\= sign (%) = sign ( b20(0) > =+
y
B(a)
Bi(a) :A3(a) ple),
_Ba)
Ba() —mlh(a)-

Es claro que, 1(0) = 52(0) = 0."Para definir un cambio suave invertible de pardmetros
cerca del origen, tenemos que asumir la.regularidad el mapeo a— § en a =0

op
Det{ — | .
d (aa)
Esta condicién es equivalente a la_régularidad del mapeo o — p en a = 0 y puede ser
expresado mds explicitamente si tedemos en ctienta las férmulas (1.44), (1.34), (1.30).

Teorema 1.2.12. Sea
x = f(x, d) % € R%a/€R?,

donde f es suave, en o = 0 tiene como puntofdejequilibzi6 al origen, cuya matriz jacobiana
asociada tiene un par de valores propios idénticamente ‘cero,

)\1,2 == 0

Supongamos que se satisfacen las siguientes condiciones
1. La matriz jacobiana A(0) = fx(0,0) # 0,
2. ag(0) + b11(0) # 0,
3. bo(0) # 0,

4. La transformacién

(x,a) (f(x, a),Tr (W) , Det (%»

es regular en el punto (x,a) = (0,0).
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Entonces_existe una transformacion invertible dependiente de parametros, que preserva
la direecién y reduce el sistema a uno de la forma

=2, (1.51)
T = B1+ Bamn + ni + smmz + O(||n|°),

donde s = sign|bs(azn(0) + b11(0))] = £1.

Diagrama de bifancacién de la forma normal.

Tomando s = —1 §.e6nsiderando el sistema (1.50) sin los términos de O(||n||?), se tiene
que

= , (1.52)
o = B1 + Lo + 11 — Mm7a.

A
| ARG

T,

Figura 1.6: Bifurcacion Bogdanov-Takens.

Este es el primer caso donde el analisis de un sistema truncado no es trivial.
Mas especifico, los puntos de equilibro son faciles de analizar, mientras que el estudio de
la existencia de ciclos limites requiere mayor trabajo.
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El diagrama de bifurcacién del sistema (1.52) es presentado en la figura (1.6). Cualquier
puntode.equilibrio del sistema esta localizado sobre el eje horizontal, n, = 0, y satisface
la ecuacion

Bi+ Bam + 17 = 0. (1.53)

La ecuacién (1#53) puede tener dos raices reales o ninguna. El discriminante es una pardabo-
la, cuya ecuacién.esta dada por

T ={(51,82) : 461 — 522 = 0}, (1.54)

lo cual corresponde a-wha doble bifurcacion, ya que a lo largo de esta curva el sistema
(1.52) tiene un punto de equilibrio cuya matriz jacobiana asociada tiene un valor propio
cero. Si 8 # 0, entonces 1la doble bifurcacion es no degenerada y cruza a T' de derecha a
izquierda , lo cual implica la aparicion de dos puntos de equilibrio. Denotando como F;
el lado izquierdo y FEs el lado*derecho , tenemos

— 32 2 _
E1,2 — (7712,0) . ( ﬁz + 262 4ﬁ170> ‘ (155)

El punto B8 = 0 separa la curva T eng= y T, correspondiente a Sy < 0y [ > 0,
respectivamente. Puede verificars€/que sobre la curva T se colapsa un nodo estable F; y
una silla Fy, mientras que sobre Fr7seé genera fin nodo inestable F; y una silla Fjs.
Existe una curva donde no hay bifuréagiéon localizada en 5; > 0 que pasa por el origen en
el cual el equilibrio F; pasa de ser nodo a foco:

El eje vertical 5; = 0 es una recta sobre lascual el puuto de equilibrio F; tiene un par de
valores propios donde su suma da cero, es’décir, A\ Ay = 0. La parte superior,

H= {(61,ﬁ2> : 61 = 0762 < 0}7 (156)

corresponde a una bifurcaciéon no degenerada de AndronovsHepf (A2 = %iw), mientras
que la mitad superior del eje hay una recta donde éste correspénde a una silla. La bifurca-
cién de Hopf da lugar a un ciclo limite estable cuando el primercoeficiente de Lyapunov
cumple [; < 0. El ciclo existe cerca de H para 1 < 0. El punto desequilibrio Fy corres-
ponde a una silla para todos lo valores de los parametros en la partefizquierda de la curva
T y no se bifurca.

Haciendo un recorrido cerca de la bifurcacion Bogdanov-Takens, es decir ¢uando 8 = 0,
sobre la region 1 no existe punto de equilibrio y entonces no es posiblé la gxistencia de
ciclos limites.

Empezando desde la regién 1 hacia la region 2 a través de la componente 1 Japarecen
dos puntos de equilibrio, una silla y un nodo estable. Entonces el nodo se convierte en
un foco y pierde la estabilidad cuando pasa por la bifurcacién de Hopf H. Se présenta un
ciclo limite para valores cerrados de los parametros a la izquierda de H. Si contintu&mos
analizando sobre la regién 1, no permanecen ciclos limites. Por lo tanto, hay bifurcaciomes
que rompen los ciclos en algun lugar entre H y T,

Sabemos que solo dos de estas bifurcaciones del sistema son de codimensién 1 en el plano:
una bifurcaciéon homoclinica silla y una bifurcacion homoclinica silla-nodo. Dado que el
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punté de equilibrio que corresponde a un silla-nodo en la doble bifurcacion no puede te-
ner una orbita homoclinica, el inico posible candidato para una bifurcacién global es la
aparicion_de una orbita homoclinica para el punto de equilibrio del tipo silla Fy. Entonces
deberia existir al menos una curva de bifurcaciéon originada en B = 0, donde el sistema
(1.52) tenga=una bifurcaciéon homoclinica generada por una silla. Cuando trazamos la
orbita homoclinica a lo largo de la curva P hacia el punto de Bogdanov-Takens, el lazo
se reduce y desaparece.

Proposiciéon 1.2.13¢ Existe una unica curva suave P correspondiente a la bifurcacion
homoclinica generada pef una silla en el sistema (1.52) que se origina en 3 = 0 y tiene la
siguiente representacion

P =Y B): =~ 0+ O(8), 5 < 0. (1.57)

Por lo tanto, para ||3]|, el sistem@ (1.52) tiene un tnico ciclo limite hiperbdlico estable
para valores de los parametros déntro de la regién acotada por la curva de la bifurcacion
de Hopf H y la curva de la bifurcaeion homoclinica P, y no presenta ciclos fuera de esta
region.

Debido a la proposicion anterior,€l ciclo limite surge de la bifurcacién de Hopf, el cual
no desaparece en la region 3. Cuando nos™movemos en el sentido de las manecillas del
reloj el ciclo crece y se acerca a la‘Sildaeonvirtiéndose en una orbita homoclinica. Notese
que la hiperbolicidad del ciclo cercatde la bifurgacion homoclinica se sigue del hecho que
la cantidad oy < 0 a lo largo de P. Para completar.el xecorrido sobre el plano , note que
no existen ciclos en la regién 4, localizadoes=entre las‘curvas P y T, para valores de los
parametros sobre esta region existen un nede~y unacsilla, colisionan y desaparecen sobre
T,.

También debemos senalar que en B8 = 0 el punto de equilibrio con dos valores propios
cero tiene exactamente dos orbitas asintéticas, una que tiende al punto de equilibrio para
t — +o00 y una aproximandose a este cuando t — —oo. Esta forma particular es conocida
como cuspide.

El caso s = 1 es andlogo, ya que puede ser reducido a estudiar mediante la sustitucion
t — —t, no — —n9. El retrato del sistema se conserva , pero el ciclosque parece ahora es
inestable.

1.3. Estabilidad global

Una de las herramientas que se tiene para demostrar estabilidad global en el plano es el
siguiente resultado de Poincaré-Bendixson, el cual puede ser consultado en [P].

1.3.1. Teorema de Poincaré-Bendixson

Un ciclo separatriz S de (1.1), es una curva homeomorfa a una circunferencia y consiste
en la unién de un ntmero finito de puntos de equilibrio p; y separatrices compatiblemente
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orientadags I'j, tal que a(T;) = p; y w(T'j) = pjp1 donde j =1,--- ,m, y Pms1 = P1, véase
figura="7e Una grdfica S de (1.1) es la unién de un ndmero finito de ciclos separatrices
compatiblemente orientados, véase figura 1.8.

<>

Figura 1.7: Ciclo separatriz.

Figura 1.8: Grafica en un"campo vectorial.

Teorema 1.3.1. (Poincaré-Bendixson para sistemas analiticos).

Supongase que f es una funcion analitica en/un conjunto abierto E de R? y que I' es una
trayectoria de (1.1), con T contenida en un subconjinto compacto F de E. Entonces
w(l) es, o un punto de equilibrio, una drbita periddica, osding grafica de (1.1).

Con la teoria de ecuaciones diferenciales presentada en este capitulo realizaremos el estudio
local y global del sistema de ecuaciones (3), el cual es el objetivode este trabajo. Asi mismo
mostraremos la existencia de bifurcacién en los subsistemas del mo6delo.



Capitulo

Modelo Depredador-Presa con
respuesta funcional tipo
Crowley-Martin

En la interaccion depredador-presa;, el\beneficiado es el depredador y el perjudicado
es la presa. Sin embargo, los efegtios em las poblaciones son mas complejos, ya que no
siempre mayor depredacion sera mejor para-la poblacion de depredadores ni peor para la
poblacién de presas. Asi, la depredagién-afecta el crecimiento tanto del depredador como
la presa y establece un vinculo entre.ambas.

Los modelos matematicos han sido una/hérramiefita.muy importante para comprender la
interaccién depredador-presa y en general se, distinguen por la funcién de crecimiento de
la presa y la respuesta funcional (la formasen-la que”el depredador convierte la biomasa
capturada). Entre las respuestas funcionales'més utilizadasyse encuentran las tipo Holling,
Beddington-DeAngelis, Crowley-Martin, Hassell-Varley, entee otras, [SG].

En este capitulo presentamos el andlisis de la dindmica del"modelo (3), restringido al
caso de una poblacién presa x, un depredador z y m = l¢el=¢ual fue iniciado en [L].
Explicitamente, analizaremos el siguiente sistema de ecuaciones,

. T blx
= 1 _ — =
v r:c( Kl) <1+61x+02x2)2 TEE)

(2.1)
. /lelx
= —_ d =
2 <1+c1x+c2xz )z 9w, 2),

donde z, z denotan la poblacién de presa y depredador, respectivamente. Se_supone que
las constantes r, Ky, by, c1, co, i1, d son positivas. En este sistema

= 7 es la tasa intrinseca de crecimiento de la poblacion z.

= K esla capacidad de carga del medio, es decir, es el limite hasta donde puede crecer
la poblaciéon .

21
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b . - :

s — _es el nimero méaximo de presas que se puede comer un depredador por unidad
€1
de"tiémpo.

= ¢y mide¢ la interferencia de encuentros entre los depredadores.
= 111 es el faetor de aprovechamiento.
= d es la tasade mortalidad del depredador.

bix
] a2k denota la respuesta funcional del depredador, mas conocida como
1+ o+ cxz

respuesta funcional.tipo Crowley-Martin.

2.1. Estructura de-los puntos de equilibrio

En esta seccion estudiaremos el'nlimero de puntos de equilibrio que presenta el sistema
(2.1) cuando se varia el pardmetro® uf-~Para ello, en el capitulo 3 de [L] se mostré que es
posible tener uno, dos, tres o ningun punto de equilibrio no trivial del sistema (2.1) en

Q ={(z,%) : 2 >0,z > 0}.

Para calcular los puntos de equilibrio se despeja z en la segunda ecuacién de (2.1) y
se sustituye en la primera. Asi, la coordenada ‘e de los puntos de equilibrio esta dada por
las raices positivas del polinomio,

(2.2)

Qz) = 2° — K12° + Ky <—b,u1 — Cld) T — K,

CoT Uy CoT U

Si g es una raiz positiva de Q(x) y (bu — c1d)xo—d > 0,"€ntonces los puntos de equilibrio
se escriben de la forma
( (b — Cld>l’0 - d)
Zo, .
ngl’o

Por el teorema del valor intermedio, Q(x) tiene una raiz positiva‘adacual denotaremos,

en esta seccion, por xg. Para analizar el cambio en el niimero de rafees de () al variar el

29
parametro p; fijamos los siguientes pardametros: co = 2, K1 =5,¢1 = 1,o"'=2,by = —, y

d = 1. En la figura 2.1 se muestran las raices positivas del polinomio @), para_diferentes
valores de xq y variando el pardmetro ;. En particular, en la figura 2.1 a) sefinuestra que
para valores pequenos de x( se pueden tener una, dos o tres raices. Mientras queexisten
valores de x( para los cuales el nimero de raices se bifurca de uno a tres o simplemente
se mantiene, como en la figura 2.1 b).
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Hh Xz
4 305»
255»
3 [
20f
Zo.
2 15}
10}
1 f
05t
z z
0 0.5 1.0 1.5 20 25 30”1 f 1 2 3 4 5 Ml
(a) Sizg =047y f> 0, el polinomio b) Si xg = 1.67 y 1 > 0, el polinomio
Q(x) puede tenersinas dos o tres raices. Q(x) puede tener una o tres raices.

Figura 2.1: Raices dellpolinomio Q(x) para diferentes valores de la raiz x.

Para analizar los diferentes dindmicas que presenta el sistema (2.1), primero determi-
naremos los puntos de equilibrio:

Asignando
K — d+ cd
by = Co ( I l’o)xo i C1aX (2.3)
K Tof1
tenemos que,
1 2 2
Qz) = x—o(l" — x0) (—Ccofmopra” +a (e Kiraopm — coragin) — dKy).

Con el fin de simplificar las expresiones de lagfotras raices de () definimos
ﬁ = —4dK1 -+ CQT(Kl — .1?0)2.’170,ul.
Observacion 2.1.1. Como la coordenada z del punto de equilibrio se escribe como

. TLU()(Kl — l’g)ﬂl
20 = 9

dK,

los puntos de equilibrio no triviales de (2.1) se escriben como:

- D= (360, r(Ky — xo)xom) |

dK,

Py — (1 (K . \/027“130#16) 24K, — corad(xo — Ky +xm/027’xgu1ﬁ)
= 3 — 1= 40 — ) 9

5 CoT'To 1 2CQdK1{L‘Q

Py — (1 (K - \/Cgrl’oﬂlﬁ) 24K, — corad(xo — Ky)puy — LE()\/CQ’I”LZ’OIILlB)
Ry =1\13 1 — 20 ) g

2 CoT'To 1 QCQdKl.’L'O

Observacion 2.1.2. St Ky > xq, entonces by es positivo y Py € ().
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Dé esta observacién tenemos que si Ky > zg el sistema (2.1) tiene al menos un pun-
to de“equilibrio P, en {2, independientemente del valor de los otros parametros. Ahora
determinaremos las condiciones bajo las cuales los otros puntos Ps; y P, estan en ().

4d K,

CQT’(Kl — ZL'())2.TO

Proposicion=2.1.3. Si xg < K1 y 0 < 13 < , entonces el sistema (2.1)

tiene un unico~pumto de equilibrio en (2.
Demostracion. Como zy < K1, se tiene que Py € €. Por otro lado, si

4d K,

0< <
Ml CQT(Kl — I'())Q.Z'o’

entonces 5 < 0, en consecuencia Ps, Py € C. Por lo tanto, el sistema (2.1) tiene un tnico
punto de equilibrio en 2.

4d K,
cor (K — x0)%xg
dos puntos de equilibrio en ), de los ¢uales uno tiene multiplicidad dos.
Demostracion. Ya que

Proposicion 2.1.4. Si xg < Ky gyt = , entonces el sistema (2.1) tiene

4d K,

CQT(Kl 7 ZL‘O)QZL‘O ’

=

se tiene que [ = 0. Asi, los puntos dé equilibrie”se reescriben como

4 K1 — X Kl + xg )
P=2g,—— |, Po=P = , .
2 < 0 CQ(Kl —I0)> 3 4 < 2 CQIo(Kl —.To)

Por otro lado, como g < K; se tiene que Py, P3 € Q. Por]o tanto, el sistema (2.1) tiene
dos puntos de equilibrio en €.

|
4d K,

CQT(Kl — 5(70)21’0
un punto de equilibrio de multiplicidad tres en €.
Demostracion. Bajo la hipdtesis de que

, entomces el sistema (2.1) tiene

K
Proposiciéon 2.1.5. Si zy = ?1 Y =

4d K,

CQT(Kl — I())QZL‘() ’

H1 =

K
se tiene que # = 0. Por otro lado, como zy = ?1, se tiene que

K, 6
&:%:H:<§%K>'
2431

Por lo tanto, el sistema (2.1) tiene un punto de equilibrio de multiplicidad tres en €.
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dK,

cor (K1 — 2x0)xd’
dos puntoshde equilibrio en €2, de los cuales uno tiene multiplicidad dos.
Demostrac€ion. Como

Proposieién 2.1.6. Si2xy < Ky y puy =

entonces el sistema (2.1) tiene

dK,
cor (K — 2x0) 23’

los puntos de equiilibrio se reescriben como

K1 — xg 2
2 (ﬂvo, 62%([(1 _ 2%)) , 173 4 ( 1 Zo, 62%)

Por otro lado, como 2z & 4 se tiene que P, Py € ). Por lo tanto, el sistema (2.1) tiene
dos puntos de equilibrio en 2.

H1 =

|
De igual manera, de la observ@cion 2.1.1, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.7. Si alguna de las stguientes condiciones se satisface

1 < 20 < K1 <3 Ky >3
/ cor (K1 — )20 = cor(Kq — 2w0)xd Y, £t 1= of0 0 To,
4d K,y d I+
2 <y < < Ki <2
) cor(Kq — x0)%xg H cor (K = 2a) a3 L& ! o,
dK
3) > :

, K>3 K> 22,
CQT(Kl—Ql’o)[E% y ! o ¢ ! o

entonces el sistema tiene tres puntos de equilibrio distintos en ).

Para determinar la estabilidad local de los puntos de egtiilibrio obtenidos en las pro-
posiciones 2.1.3-2.1.7, analizaremos la matriz jacobiana asociadaal sistema (2.1), la cual
asignando el pardametro b; como en (2.3), se escribe como

Ji J
g (T e | (2.4)
Jor Joo

_ dKl(l 5 CII())Z

Y

donde

Ji = (K — 2x 4+ 2c K17 — 3¢12% + (2K 0 — 32% — Kiwg + 27)2)

Lo Loy
Ty — _a:(d(Kl + 1 K1xg) + cor(x — xg)xo(— K1+ + 330),&1)7
ToH1
Ty — _ 2(dKi (=1 + cowpz) + corzi(— K + xo),ul)7
To
Ty — AR (w0 + 2(=1 + 2cmp2)) + corzrd(— Ky + xo)ul‘

Zo
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4d K,
cor( Ky — x0)%xo
7 4dK
mente asintoticamente estable. Por otro lado, si 2xq < K1 < ﬂ, < ! ,
3 cor (K — x0)%xg

- 4d K4 S

C —7
61K12 + 3K1(1 — Clxo) + 330(—7 + 2011’0) va = ]{1 — 2.’130

4d K,
CQT‘(Kl — ZL‘O)QZL‘O
de equilibrio de coeXistencia en el plano (cf. proposicién 2.1.4),

4
» Pl = Los ——F77- o~ |
! ( ’ 02(K1—$0)>

pr — K1 — 2 K1 + 2
2 2 ’ CQSL'(J(Kl 4l .To) .

Proposicién 2.1.9. El punto dé equilibrio Py del sistema (2.1) es no hiperbélico.
Demostracién. Al evaluar Py endlagmatriz jacobiana se obtiene

r(2 + e (K0 —x0))we) | corao(2 + ¢ (K0 — 20)) (K — 70)?

Proposieion 2.1.8. Sixg < K1 <22y 0 < 1 < , entonces Py es local-

r entonces Py es inestable.

CASO I) Dadé ;= , el sistema (2.1) tiene tinicamente dos puntos

s _ 2 8
J<P2) N 2dK1<K1+CL'0> _dK1<K1+£C0) ’
Cg(Kl — 1'0)215'0 2,’1;'0
dK(K + 20) #4123 (—2 + o1 (— K7 + 20))

. Por lo tanto,

la cual tiene un valor propio 0 y — oug
Py es un punto de equilibrio no hiperbdlico.
[ |
Para determinar el tipo de dindmica local que presenta el punto P evaluamos la
matriz jacobiana (2.4) en Py obtenemos

7“5(]0(61.[(12 + 3K1(1 - Clxo) + 5(70(—7 + 201[E0)) _CQT(Kl - IL‘())QZE()(:[ + Cll'()>

Ky — x 4
Pl =
J(Pr) Ad K, rAdEK,
CQ.To(Kl - [L’Q) Kl — Xo

El determinante ¢ y la traza 7 de esta matriz se pueden escribir como,
_ dKl(Kl — 3[17[))2([(1(1 + Cll'o) + 1'0(3 — Cy’]?o))

0 ;
(K1 — x)?
; 1’0(—4dK1 + T(01K12 + 3K1<1 — Clxo) + .%'0(—7 + 2611’0)))
n K1 — X '

Usando el software Mathematica se puede determinar el signo del determinante., la
traza de J(P;) y obtenemos los siguientes resultados. Con la finalidad de establecer las
condiciones para la estabilidad de P}, definimos

4d K,

A= :
le<12 + 3K1(1 - 01.730) + ZL’()(—7 + QCll’o)
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Proposicion 2.1.10. P} es localmente asintoticamente estable, si alguna de las siguientes
condieiones se satisface

1) Ty < K< 2x,

X 737(]_3K1
2) 200 < K1 €5~y 0 < < ,
) o ! 3 Y ‘= (Kl — 21’0)([(1 — ili'(])

Tk 7«T0_3K1 1
3) 209 < K1 < — > 0<r<A
) o ! 3 1 (Kl — 2%0)([(1 — ﬁlj’o) Y " ’

7 _

4) %§K1<3x0y0<r<14,

5) K1>3:(:0y0<7“<f_1.
Proposicion 2.1.11. P} es inestable, si alguna de las siguientes condiciones se satisface

Txo Tror—38K,

1) 220 < K < —, ¢ > > A
) 20 1 3 » C1 (K1—2$0)(K1—$0)yr g
7 _
2) %§K1<35L’0y7">14,
3) Ky >3zgyr> A
K 4dK
CASO II) Dado zy = ?1’/“ = > ;0)23507 el sistema (2.1) tiene un tnico

punto de equilibrio de coexistencia en el plano (cf. preposicién 2.1.5),

K, 6
m PfP= — —— .
! (3’021(1)

Proposicién 2.1.12. El punto de equilibrio Py del sistema (£-1). es no hiperbdlico.
Demostracién. Al evaluar P} en la matriz jacobiana se obtiene

Kir(3+ ¢ Ky) _CQTKf’(B + 1 K1)

€\ _ 9 81
e Ky '

dKl(Kl + 1'0) + 7"1'(2)(—2 + Cl(—Kl + ZL‘Q))

la cual tiene un valor propio 0 y — 5
Zo

.Por lo tanto,

Py es un punto de equilibrio no hiperbélico.

dK, . .
5, el sistema (2.1) tiene tinicamente dos puntos
cor(Ky — 2x0)xd

de equilibrio de coexistencia en el plano (cf. proposicién 2.1.6),

CASO III) Dado p; =
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p* Ky —
u ] €T
y 0 CQIL‘Q(Kl — 21‘0) ’

2
u P2*: (Kl—zl'o,—).

CaT

Proposicion 211 .13. El punto de equilibrio Py, es un equilibrio no hiperbolico para el
sistema (2.1).
Demostracién. Al evaluar P} en la matriz jacobiana se obtiene

r{(Kf— 220)%(1 + c10) cor(Ky — 2x0) %23 (1 + cy20)
J(P*) _ Kl(Kl(Q-f—leEo) —$0(3+261$0)) Kl(l‘o(g—f-?cll‘o) —K1(2+Cll’0)
! A(z™ Ky) d(zg — K1) ’

c2x3(x0(3 + 2¢120)~ K1(2 + c110)) K1(2 + c1z0) — 20(3 + 2¢110)

dKl(fL’() — K1> + T(Kl - 2.T0)2(1 + 01I0>

K (K1(2 + e1o) — 20(3 + 2¢110))
P es un punto de equilibrio no hipérbdlico.

la cual tiene un valor propio 0 ¥, . Por lo tanto,

Para determinar el tipo desdindmica local que presenta el punto Pj evaluamos la
matriz jacobiana (2.4) en Pj y obtefiemos

. AO BO
0 0

donde
A — 7”(25(]0 - K1>(K1(2—|—Cll’0) —I0(7+401I0>)
0 Kl)Kl(Q + 011'0) — l’o(?) + 2C1.’L’0))
B — 027"(1 -+ Cl(Kl — 21‘0))([(1 + 2£U0)$%
0 Kl)K1(2+Cl$O) —l’o(3+2611’0)) ’
o 24
0 CQ(Kl — 2$0)(K1<2 + C1$0> - $0<3 + 201$0))7
2d(2£L‘0 — Kl)
Dy =

Kl (2 —I— leEo) — 170(3 + 2611’0) '
El determinante 0 y la traza 7 de esta matriz se pueden escribir como,

_ 2dr(K; — 3x0)?

K (KL (24 e1mo) — x0(3 4 2¢120))

(2x0 — K1) (2d K + K17r(2 4 1) — rao(7 + 4ey20))
K1 (K1(2+ c1mg) — 20(3 + 2¢120)) '

J

Usando el software Mathematica se puede determinar el signo del determinante y la traza
de J(Py) y obtenemos lo siguiente.
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Proposicion 2.1.14. P es localmente asintoticamente estable, si alguna de las siguientes
condieiones se satisface

1) 229 < K& 3x9,7 < Tr0 2K, —%Z(llﬁxo mp—y

2) 3a0 < K1 s %’T = 7o — 2K, Edcf(flclxo —derag’

3) % < K) < dag, S x()?(xlo(l_—Qﬁo)’T < TR —%Z(Ilﬁxo v
1) % < Ky < 4zg,¢1 < %,

5) Ky > 4xy.

Proposiciéon 2.1.15. P es inestable, si alguna de las siguientes condiciones se satisface,

2ddsy

1) 229 < K71 <3 >

) o ! 0.7 71’0 - 2K1 - ClKll'o — 4C1(L’%7
2) 3rp < K1 < —,r >

) o t= 2 " 73170 - 2K1 ~— ClleO y— 4011’%7

7112’0 71’0 — 2K1 2dK1

3) — < K; <4 > > :

) 2 ! o, 1 l’o(Kl - 4?[)0)7T 7!170 > 2K1 - ClKll‘Q - 401I(2)

De la proposicién 2.1.7, se tiene que eksistema (271))puede tener tres puntos de equi-
librio en €2. En particular, si fijamos los siguientes paramretros

cor (K1 — o) N d(1 4 Axg)
K, Tofhy
_ Coprayo(Ky — 1y — o)
K ’
Ky =29+ 20+ 21,

b1:

d

los puntos de equilibrio se escriben de la forma

r,+x

= Pl* - Xo, > )
Co1T3
To+ X

« Pp= (o, 22,
Cop3

i + 11
L P; = | o, .
Ca1X0

El analisis de estabilidad de estos puntos lo presentamos en la siguiente seccion.
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2.2¢ Estabilidad de los puntos de equilibrio: caso tres
CEP’s

En esta gecciéon analizaremos la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema
(2.1) cuando este presenta tres puntos de equilibrio de coexistencia. En particular, en el
capitulo 3 de [k se muestran los siguientes resultados.

Proposicién 2.211) (cf: Prop. 2.1.5 en [L]). Todas las soluciones del sistema (2.1) que se
encuentran en ) estawuniformemente acotadas.

Proposicién 2.2.2. (cfrProp. 3.1.1 en [L]).
Supongamos que by, >“¢fd:

1) El sistema (2.1) no tiene puptos de equilibrio en Q si y solo si d — Ky(bypy — c1d) > 0.

2) El sistema (2.1) tiene hasta~3"puntos de equilibrio en § si y solo si
d— Kl(blﬂl — Cld> < 0.

d
bl M1 — Cld
de Q(x), es necesario que zg > xgypara que la coordenada z sea positiva y tener un punto
de equilibrio del sistema (2.1). Ademds, obsérVese que el coeficiente de z3 es positivo,

Demostracién. Sea x| = .De (2.1) tenemos que si z( es una raiz positiva

d2(d > 4 Kl(bl,ul - Cld))
(bl,U/I — Cld)g

Q0) <0 y Qlzg) =

Por lo que si d— K7 (b1 11 —c1d) > 0, entones!Q(xf) >0+ en consecuencia el sistema (2.1)
puede tener hasta dos puntos de equilibrio en ). Sin embargo, para que hayan dos puntos
de equilibrio en €2, es necesario que la maxima raiz de la_derivada de Q(z) sea mayor que
xj vy que Q(x) evaluado en esta raiz sea menor o igual a céroplo cual es incompatible con
d — Ky(bip1 — c1d) > 0. Por lo tanto, bajo esta desigualdad ne hay puntos de equilibrio.
Por otro lado, si d — K;(by 11 — ¢1d) < 0, entonces Q(xj) < 0 § ‘en consecuencia al menos
una rafz de Q(x) es mayor que zy y el sistema (2.1) tiene uno,.dos o tres puntos de
equilibrio en (2.

Con el fin de simplificar las expresiones de los puntos de equilibrio de (2.1) se asigné

R? = 4(9cyr + 3c162 K1) (20, Kir — 91 K1) — 6 K — 2¢1c0 K

AGKIr* (GKT + 126K, +27) — R? g (4c2K3(3 + 1 K1)*r* — R*) iy

b
! 108 K17 (3 + 1 K1) Y 108cor (3 + 1 K1)?

Note que si 0 < R < 2¢2K1(3 + ¢1K7)r, entonces by y d son positivos, y el sistema
(2.1) tiene los siguientes tres puntos de equilibrio.
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(P

Kl 2462K1(3+01K1)27’2
3 4K (3 4+ 1 K,)2 — R? )

b (R+202K1r(3+C1K1) 34 Kar(3 + a1 K)) — R) )
3 602(3+01K1)7’ ’ 02K1(262K1T(3+01K1) _R) 7

P, — 202K1T(3+01K1) — R 3(462K1T(3+01K1) +R)
1 602(3+01K1>7’ ’ 02K1(202K1T(3+01K1) +R) .

El punto de equilibrio“Ps siempre es silla (cf. proposicién 2.3.1 en [L]). Para la dindmica
local de los puntos de equilibrie P; y Py, definimos

N 12(3 + ClKl)zT(R2 — 3CQK1(4 + ClKl)RT + QC%KIQ(S + 01K1)27’2>
M= TR R — 4cdKB + e K)r) (R? — (262K, (3 + a1 K1)r)?)

12(3 + ClKl)QT’(RQ + 302K1(4 + ClK1>RT’ + QCgKIZ(?) + 61K1)27"2)
Kl(R + 4C2K1(3 + ClKl)T)((2CQK1(3 + ClKl)T)2 — RQ)

Observacién 2.2.3. (Obs. 3.2.3 en [L])
Si0< R <2cK1(3+ c1Ky)r, entonces fio > _fi .

~

M2 =

Con la finalidad de establecer laseeondiciones para la estabilidad de Pj, definimos

(12 +3c, Ki=/T2 + ey (24 + 01K1)> R
4K1(3 -+ ClKl)QT‘ '
Proposicién 2.2.4. (Prop. 3.2.4 en [L]).

A

Sty < Al, 6 co > A1y 1 > i1, entonces Pyees localmentesasintdticamente estable. Por
otro lado, si co > Ay y 1 < i1, entonces P3 es inestable.

A=

Proposicién 2.2.5. (Prop. 3.2.6 en [L]).
Sty > fio, entonces Py es localmente asintoticamente estable.CPor otro lado, si j11 < fio,
entonces Py es inestable.

Ya que los puntos de equilibrio P3 y P, presentan un cambio en su estabilidad, fue po-
sible determinar condiciones que garantizan la existencia de érbitas periddicas generadas
mediante una bifurcaciéon de Hopf con respecto al pardmetro p; como se muestra en los
siguientes teoremas

Teorema 2.2.6. (Teo. 3.4.4 en [L)). Si ¢; > Ay, entonces el sistema (2.1) peésenta una
bifurcacion de Hopf subcritica en el punto de equilibrio P3, con respecto al parametro i,

en = ﬂl.

Teorema 2.2.7. (Teo. 3.4.10 en [L]). El sistema (2.1) presenta una bifurcacion de Hopf
supercritica en el punto de equilibrio Py con respecto al pardmetro piy, en py = fia.
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(G6mo, consecuencia de los resultados que se presentan en [L] se obtiene lo siguiente:

Lema 228. Sicy > A; y p1 < fi1, entonces el omega limite de casi cualquier orbita del
sistema [24), en el primer cuadrante, es un ciclo limite estable.

Demostracién. Como p < ji; < fiz, de las proposiciones 2.2.4 y 2.2.5 se tiene que
P3; y P, son inestables. Ademas, Fy, P y P> son puntos silla. Por la proposicién 2.2.1,
las soluciones del"sistema (2.1) son acotadas y por el teorema de Poincaré-Bendixson,
concluimos que cualquier 6rbita del sistema (2.1) en el primer cuadrante que no sea punto
de equilibrio, tiene ¢émo omega limite a una érbita periddica.

Teorema 2.2.9. 57 ¢y > Al, entonces eriste o € (fi1, fiz) tal que para toda py < o el
sistema (2.1) tiene un ciclo limite estable.

Demostracién. Por el lema~2:2.8 el sistema (2.1) tiene un ciclo limite estable cuando
p1 < fi1. Por otro lado, si py > { entonces por la proposicién 2.2.6 el sistema (2.1) tiene
un ciclo limite (de amplitud pequefia) inestable alrededor de P, el cual desaparece en
1 = o. Ademas, si pu; < fie, P, €S inestable y por el teorema de Poincaré-Bendixson
concluimos que el sistema (2.1) tiene urvciclo limite estable.

En la figura 2.2 se muestra un«esumen de la estabilidad local (linea continua) de los
puntos de equilibrio P3 y Py, asi como’de las drbitas periddicas estables (curva continua)
que aparecen alrededor de P3 o P, en"élsistema (2.1), con respecto al parametro p.

7’
/ f 3
i‘ _______ T ] "
0 f1 o fo 1
i

S A

Figura 2.2: Regién de estabilidad (linea continua) y existencia de 6rbitag®eriddicas esta-
bles (curva continua) de los puntos de equilibrio P3 y Py, respectivamente:

2.3. Estabilidad de los puntos de equilibrio: caso.dos
CEP’s

De la seccién 2.2 tenemos que el sistema (2.1) puede presentar tres puntos de equili-
brio. Sin embargo, para el caso m = 1 serd posible determinar otros puntos de equilibrio.
En particular, con la ayuda de la formula general para las raices de una ecuacién cibica de
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Cardano-Ferrari en términos del discriminante, determinamos el caso en el que el sistema
(2.1) ti€ne dos puntos de equilibrio en el primer cuadrante.

Se tien€ que el discriminante de Q(x) dado en (2.2), es cero cuando se satisface que

1 2 -
K, = 3d + — R, 25
\ (51,&1 —cd—2R, by —cad+ R1) ' (2:5)

y por tanto, bajo esta condiciéon Q(z) tienen tres raices positivas, donde una de ellas es
de multiplicidad dos.(Con’el fin de eliminar las raices cuadradas que aparecen al calcular
los ceros de Q(z) y obtenér expresiones simplificadas de los puntos de equilibrio de (2.1),
definimos

R~ cld® — 2bycidpy — 3cadrpy + b3, (2.6)

donde se obtiene que
. cid® — R? — 2bycydpy + bf,ui 2.7)
3CQdIU1

Dado que para el analisis del sistema, se consideran parametros positivos y soluciones
dentro del primer cuadrante, se tiene la'siguiente observacion.

Observaciéon 2.3.1. Si by > _efd y ademds, Ry < 0 y c;d — by < Ry, 6 Ry > 0y
2Ry < bijy — c1d, entonces r y Ky=son positivos, los puntos de equilibrio no triviales de
(2.1) estdn dentro del primer cuadraute y se‘estriben como:

. P — 3d 2(()1/.“ + R1 - Cld)
2T bl,ul — 2R1 — Cld7 BCQd ’
P, — 3d 2<b1/1,1 — Cld) — R1
T Rl + b1,u1 — Cld7 ?)ng .

Con la finalidad de analizar la estabilidad de los puntos de‘equiilibrio y las bifurcaciones
que presenta el sistema al mover el pardmetro ¢, definimos los®iguientes valores de éste.

6 = bupi(erd — TRy) + biuf — 2(cid + 2Ry)?
18d2 11, ’
Gy — — (Ry + bipy — c1d)?(2¢1d + Ry + bl,Uzl).
9d? 1y (2¢1d + Ry — 2by 1)

(2.8)

2.3.1. Dinamica local del CEP hiperbdlico

Reescribiendo la matriz jacobiana correspondiente al sistema (2.1) con las asignaciones

de r y K, tenemos que
Ju  Jio
J = , (2.9)
Jo1 Jao
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dondé

Jin =46 d 1 — 27bicod?2(1 + coxz) iy — 9d(1 + cox2) (1 4 3coxz) (Ry — bypun ) (Ry + byjy)
+ 220( LA coz2) (1 + 20922) (2Ry — bypin ) (Ry + byjuy)? + c1d®2*(d(33 + 8cpz2)
— 120y o)+ 2¢3da(d® (19 + 2cow2(15 + co2)) — 12b1dx(3 + cox) iy — 62%(Ry
— bypuy) (R b)) + (983 (1 + cow2) (1 4 3cowz) — 6b1d?2(13 + cowz(21
+ 2c0w2) ) 1) +eq (42®(2Ry — byjuy)(Ry + by )? — 3da® (15 + 8cpzz) (Ry — by ) (Ry
+ b)) + 201 (Z1d* (1 + ez (T + 3cow2)) gy — 3dx (7 + 2c002(6 + c2)) (Ry
— byjuy)(Ry + b)) 2c12%(3 + deowz) (2Ry — bypuy ) (Ry + byju)?,
Ji2 = c22(2x(crd — Ry )(9d(crd + Ry) + x(cid — Ry)(e1d + 2Ry)) (1 4 1 + cox2))
— 3bicax(—2RI2* (1 +e @™ cowz) + d*(9 + c1w(21 + 2¢12(7 + e12)) + 2¢07(3
+ 12)22) ) 1 + 6co2?d(3 4 crt) (1 + 1 + comz)pih — 2¢ob32® (1 + ey + com2) i,
Jo1 = 27cod®zpuy (b1, — 2(c1 +Ca2)(d + c1dw + codxz — b)),
Jog = 27cod iy (—d(1 + 1 + coa€)(d + 12 + 3cz2) + biz(1 + 1 + 2c922) 111).

Por la observacion 2.3.1 tenemos gueé,la condicién bypy > c1d, junto con

Ri.<0 M Cld — blul < Ry (210)

Ry >0 Y 2R; < b1,u1 — Cld (211)

implican la existencia de los puntos de equilibrio™?, y P3;. Por lo que en las siguientes
proposiciones, con respecto a estos puntos de eéquilibriogsupondremos que (2.10) 6 (2.11)
son validas.

Para determinar el tipo de dinamica local que presenta el punto P, evaluamos la
matriz jacobiana (2.9) en P, y obtenemos

A1 By
B =\¢c p )
1 1

donde,
A, — gbldﬂl (20?d3 + SC%dz(QRl — blﬂl) — (8R1 — bl,ul)(Rl + b1ﬂ1)2)
! (Cld + 2R1 - bl,ul)Q ’
B 81()102(13,&1 (2R1 — bl,ul — QCld)
1 p—

(crd + 2Ry — byjup)? ’
Cy = 18b1dp3 (Ry + b1y — c1d),
1620 cod® 113 (c1d — Ry — bypuy)
(c1d 4+ 2Ry — bip)? .

El determinante 0 y la traza 7 de esta matriz se pueden escribir como

D, =
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_ 39 366 b?c%#R%,u%(Rl + bl#l — Cld)

0 :
(crd + 2Ry — bypp)*

9b1d,u1(bl,u1 — Cld —+ Rl)(—Q(Cld —+ 2R1)2 —+ (blcld — 1802d2 — 7b1R1),U1 + b%,u%)
T =
(c1d 4+ 2Ry — bipn)?

Proposiciéon 2.3:2) Si*P, € Q, entonces § > 0.
Demostracion. Como~R; # 0, se tiene que si R; > 0, entonces § > 0. Por otro lado, de
la observacién (2.10),"s€ ticne que

Rl > Cld — blqu.

Por lo tanto,
o 39 366 b‘;’CQd‘LR%,u‘f(Rl + blﬂl — Cld)

)
(Cld + 2R1 — b1ﬂ1)4

>0

De la proposicion 2.3.2, tenemos que~enando P, € ), § es positivo y en consecuencia
P; no puede ser silla. Usando el software Mathematica se puede determinar el signo de la
traza T de J(P2) y conocer la estabilidad local’ de P.

Proposicion 2.3.3. Si se satisface

1. 3/bipi(16¢1d 4 by 1) < 8cyd + 16Ry+ Thyfir Dy
blﬂl > c1d + 2R1, 0

2. 3\/b1M1(1601d+ 961[11) > 801d+ 16 Ry + 7b1,u1, Co\ > 62 Y
Ry >0,0

3. Cg>ég Y Cld—b1M1<R1<0.

entonces Py es localmente asintoticamente estable. Por otro lado,ssinse satisface

1. 3\/blﬂ1(1601d+ 9b1ﬂ1) > 8cid + 16 Ry + 7b1,U1, co < G Yy
Ry >0,0

2. ¢y < Cg Y cld—blu1<R1<0.

entonces Py es inestable.
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2.32. _Ciclo limite alrededor del CEP hiperbdlico

Para'mipstrar que el sistema (2.1) presenta érbitas periédicas en 2, se determinaran
condicionessobre el espacio de parametros para los cuales el sistema presenta una bifur-
cacion de Hepf.en el punto de equilibrio P , utilizando el teorema de Kuznetsov 1.2.10.

Observacion\2:3.4. Suponer que bijy > c1d y ademds,

a) Si Ry >0 y 3\/b1,u1(1601d—|— 9b1111) > 8cyd + 16 Ry + Thypuy, entonces 0 < éq < Co.
b) Si R1 <0 y cid— byfiu < Ry, entonces 0 < ¢y < o.

Por la observacion 2@8.1.y 2.3.4 tenemos que la condicién bypy > c1d, junto con a)
o b) implican la existenciasde los puntos equilibrio P, y Ps, asi como la positividad
de los pardmetros del sistema. Por lo que, en los siguientes resultados de esta seccion,
supondremos que las hipotesis e la observacion 2.3.4 son validas.

Lema 2.3.5. Si ¢y = ¢, entonces.la parte lineal del sistema (2.1) evaluada en Py es un
centro.

Demostracién. La traza T de J(P,). 68 cero si ¢z es igual a é. Por lo que el polinomio
caracteristico de J(FPz) es

2187 b?dQR%/VL%(Rl + bl,ul = cld)(—2(cld + 2R1)2 + b1 (Cld — 7R1),LL1 + b%u%)

P(\) =X\ +
( ) (Cld -+ 2R1 — bl/,Ll)4

Supongamos que se satisface la condicion’ dada enfa) asi

3/ b1 g1 (16¢1d + 9Dy i1 ) >/8¢1d +A6Ry + Thy iy,

90y 111 (16¢1d + 9byp11) > 64cid” + 256¢1d Ry + 256 Ry + 1126y cidpy + 224by Ry g + 4903y,
—2(Cld + 2R1)2 + bl(Cld — 7R1),u1 + bf,uf > 0,
entonces

2187 b%d2R%M:{)(R1 + blul — cld)(—Q(cld + 2R1)2 + bl(Cld - 7R1)/L1 + b%uf)

> 0.
(c1d 4+ 2Ry — by )*

Por lo tanto el sistema (2.1) tiene valores propios de la forma

4 2187 b:fdQR%u:{’(Rl + blﬂl — Cld)(—Z(Cld + 2R1)2 + b1<01d - 7R1),U1 + b%,u%)
(crd+ 2Ry — by )*
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Lema 2.3.6. Si Ry > 0 y3/b1p1 (16¢1d 4 9bypu1) > 8cyd + 16Ry + Thyjuy 6
Ry <'O0"yewcid — by < Ry, entonces la derivada con respecto a co de la parte real de los
valores propios de J(Ps) evaluada en éo, es distinta de cero.

-
Demostracién. Notemos que la parte real de los valores propios de J(P3) es > donde

T _ gbldﬂl(blﬂl - Cld + Rl)(—Q(Cld + 2R1)2 + (b161d — 1802d2 — 7b1R1)[L1 -+ b%u%)

2 2(01d + 2R1 - b1[1,1>2

Derivando con respéctera co y evaluando en ¢, se obtiene

_81616[3[1,%(31 + bl,ul — Cld)
(bl,ul - Cld - 2R1)2 ’

la cual bajo las hipdtesis resulta’ser negativa.

Teorema 2.3.7. St Ry > 0 y 3\/blu1(1601d+ 9b1141) > 8cid + 16Ry + Tbyuy, entonces
el sistema (2.1) presenta una bifurcaciop=de Hopf subcritica en el punto de equilibrio P,.
Por otro lado, si Ry <0 ycid —bipy < Ry, entonces se presenta una bifurcacion de Hopf
supercritica con respecto al pardmetro co, en\cs = Co.

Demostracién. Ya que ¢, satisface J& gondicion’del lema 2.3.5, J(P,) tiene valores propios
complejos con parte real cero. Para”determinar eletipo de bifurcacién que se presenta
calcularemos el primer coeficiente de Liyapunov utilizando el teorema de Kuznetsov [K].
Para ello trasladamos el punto de equilibrié al origew*y.calculamos la expansién de Taylor
de orden 3 del campo vectorial. Usando el software Mathematica, calculamos los términos
de la expansion y los vectores propios requeridos en la formula del teorema de Kuznetsov
obteniendo el primer coeficiente de Lyapunov

AB

"= ep

donde

A= (Cld + 2R1 - b1ﬂ1)4,
B =2(2cid + Ry)*(4c3d® + TeydRy + TR?) + by (—20cd® — 7563 d* Ry 4=30c1d RY
+ 1Ry — 662 (7cid? + derdRy + R p? + b3(16¢1d + 11R) i + 1463703,
C _ b?dQR%/L?(Rl + b1,u1 — Cld)(—Q(Cld + 2R1)2 + bl(Cld — 7R1)/J1 + b%u%)
(Cld -+ 2R1 — 61M1)4 )
D = 324361 R pd (b (1 + 4p1}) — 4(crd — Ry)(erd + 2R)* (1 + 41}))
+ 324\/§b%d3R?M%(6b1M1(R1(—401d + Rl) + 2Cld(61d + 2R1),LL%))
+ 3247302 d° R3 12 (— 302 12 (—eyd 4 3Ry + 4(cyd + Ry)i?)).
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Dadg’que, se cumplen a) y b), empleando Mathematica se determina que si

R, > 0% 3\/b1,u1(1601d+ 9by1141) > 8c1d + 16 Ry + 7Tbypiy, entonces A > 0, B > 0,

C >0y D">40. En consecuencia, £; > 0. Ya que se satisfacen las hipétesis del lema 2.3.6,
se concluy€é gtie el sistema (2.1) presenta una bifurcacién de Hopf subcritica.

Por otro lade, si se satisface que Ry < 0y c1d — bypuq < Ry, se tiene que A > 0, B >
0,C >0y D <0, es decir, £; < 0. Por lo tanto, el sistema (2.1) presenta una bifurcacién
de Hopf supercritica.

2.3.3. Dinamica local del CEP no hiperbdlico

En esta seccién se muestrailasdinamica local del punto de equilibrio P; del sistema
(2.1). En particular, mostraremos{que J(Ps) tiene un valor propio cero y analizaremos las
bifurcaciones que presenta.

De igual manera que en P, para detérminar el tipo de dinamica local que presenta el
punto P3, calculamos el determinante d.la traza T para J(Ps).

JPy) = 7 B , (2.12)
Cs" D,

donde,

Ay = 9b1dpy (2¢{d + Ry + by,

_81b102d3,u1(201d + R 4by 1)
(bipn —*c1d + Ryp)? ’

Cy = —9bydpuy (2¢:d + Ry + bypn),

B 81bycad® iy (2¢d + Ry + byjuiy)

n (bip1 + Ry — c1d)? '

El determinante 0 y la traza 7 de esta matriz se pueden escribiz’como,

BQI

D,

5 =0,

9cod? 111 (2¢1d + Ry — 2b
T =9b1d <2Cld+R1+b1,u1+ Ca Ml( c1a + I 1#1)>'

(bip1 + Ry — c1d)?

Proposicién 2.3.8. Si P; € Q y ademds ¢ > ¢, entonces J(Ps) tiene un valorprepio
cero y otro neqgativo.
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Demiostracién. El polinomio caracteristico asociado a J(Ps) dada en (2.12), es

P(\)= )2 -\ (9b1dﬂ1((31 — c1d)*(2c1d + Ry) + 9cpd*(2c1d + Rl)ul))
(R1 + b1py — c1d)?
- (9b1du1(3b1(R% — Ad®)py + 3by (b By — 6cad?®)p? + bi’,u?))
(Rl + blul — Cld)2 ’

el cual tiene comae raices a Ay =0y

. 9bldﬂl((R1 — Cld)Q(chd + Rl) + 962d2(201d + Rl),ull)
(Ri+ b1y — crd)?
9b1d,u1 (3b1 (R% — c%d2),u1 + 3b1 (b1R1 — 602d2),uf + b?u?)
+ 3 .
(Ry +bipy — ad)

A2

Si se satisfacen las hipétesis dadas, empleando Mathematica se determina que Ay < 0.
[ |

Teorema 2.3.9. a) Si 0 < Ry < by~ e1dy ca > ¢ entonces Pj es localmente asintdti-
camente estable.

b) Si P; existe y ca < ¢ entonces/Ps es inestable.
Demostracién. a) Trasladando€l punto dé equilibrio Pj al origen, la forma polinomial
del sistema esta dado por

i =(Ry + by — c1d)?*(d(crz — 3) — z(RY #by 1))
(cid*x + Rz — 9cod®z — Ry (3codz + by )+ crdx(Beodz — 2Ry + byjir)
— by (3d(3 4 cozz) + 2by ) (cld*a® + ¢ dPr(3d (24 cowz) — x(Ry + bipy))
— (Ry + bypuy) (27cod®z — cod*wz(Ry + bypuy + 22 (Ry = 2b1ju1 ) (2Ry — bipy) (Ry + byjiy)
— 3dx(Ry + bypr ) (Ry + 2coRyxz + by — bycopuyz)
— 3cid?x(—3cyd?*z + 3d(Ry + byjuy + bicopnxz) + (B2 — bRy + b))
+ crd(—54cad®z + 2(Ry + by ) (—18¢od?z 4 2 (5R2 + by iy (9csdz 44 5y juy)
— Ry (9cadz + 8b1111))))),
2 =9d?p1(2c1d + Ry — 3codz — 2byju1 ) (Ry + bypsy — c1d)?
(id*x — 9cod?z + crdx(3cadz — 2Ry — 2byjur) + (Ry + bypy ) (Ry — 3codzet bipy))
(Ad*x + Rix — 9cpd®z — Ryiw(3codz + b)) + crdz(3cadz — 2Ry + byjuiy)

— b (3d(3 + coxz) + 2by ).
(2.13)

El sistema (2.13) se puede llevar a su forma normal

& =Pz, z),

Z=—2+Q(z,2), (2.14)
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dondé P y () estan descritas en el apéndice A.

Por eltcorema 1.2.5, el sistema (2.14) tiene una variedad central definida por z = h(z).
Usando ladérmula dada en (1.15) obtenemos la funcién ¢, la cual es una aproximacién de
h de cierte’orden. En particular, si ¢(x) = O(z?), sustituyendo (2.14) en (1.15) tenemos

2 93((__ 2 _ _ _
M(b(l‘) _ (b(x) . 2702d (( Cld+ Rl) (201d+ ng 3b1(01d 2R1)<Cld R1>/L1)$2
M1(—01d + Rl + blﬂl) (—2C1d - Rl + 2bl,ul)
 273d*(Oced’ (2¢1d + Ru)pn — 6b1(3cad® + by Ry) i + bip})

pEcd + Ry 4 by ) (—2c1d — Ry + 2by 1)

2?4+ O(z?).

Tomando

o) = 21 ((—erd A R1)* (2e1d + Ra) = 3bi(c1d — 2Ry) (erd — Rl)/M)gjz
p(—€id + Ry + bipn)®(—2c1d — Ry + 2by 1)
N 27c3d3 (9cad? (2c1d =Ry )1 — 6b1(3cad® + by Ry)ut + b?/ff)xz
p1(—erd + Ry by )°(—2c1d — Ry + 2b1p4q) ’

tenemos que

Por el teorema 1.2.7 se tiene que

h(l‘) . _27C%d3((—01d -+ R1)2(201d >3 Rl) ~ 3b1(61d - 2R1)<Cld — Rl)lul)l‘Q
p(—cid + Ry +®1/0)°(—2€1de— Ry + 2bi 1)
N 27c3d3(9cod®(2c1d + Ry)py — Gb1 (Bead? b Ry )pd + b3ud)

2 + O(2%).
Ml(_cld+R1 +b1ﬂ1)5(—201d—R1 +2b1M1) ( )

Por el teorema 1.2.6, la ecuacién que determina la dindmica‘en el origen del sistema (2.14)
es

243 by 3d3 R, , v
p— O '
(2crd+ Ry — 2oapin) (—crd + Ra + o)t (u?)

Bajo la hipotesis de que Ry < by — c1d, se tiene que

243 b 23R,

< 0.
(2c1d + Ry — 2byp11)(—crd + Ry + byjug )

Por otro lado, usando Mathematica se tiene que bajo la condicion

b — 1d)?*(2¢1d b
C2>_(R1+ 1 — a1d)*(2c1d + Ry + 1#1)202’

9d2,u1 (261d + Rl - 2b1,u1)
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el valor propio w de J(0,0), es negativo. Como se muestra en el apéndice A.
Por lotanto, el punto de equilibrio P; es asintéticamente estable.
b) Por otre lado , si

by — c1d)?(2¢1d b
c2<—(R1+ 11— a1d)*(2c1d + Ry + 1/~¢1):é27

9d2,u1 (201d + Rl - 2b1,U/1)

el valor propio w dé ¥ (0,0), es positivo.

Observacién 2.3.10. Se P € Q y ademds ca = ¢, entonces 7(J(P3)) = 0.

Teorema 2.3.11. Si by 3cid, Ry > 0y 3/b1j1(16¢1d + 9y puy) > Scrd + 16 Ry + Thypiy,
entonces el sistema (2.1) tiene“una orbita periddica estable.

Demostracion. Por la observacion 2.3.4, ¢y < ¢y y los puntos de equilibrio P, y P3 estan
en el primer cuadrante. Ademas(por el teorema 2.3.9 el punto P; es inestable y por el
teorema 2.3.7 cuando ¢y < ¢y, P egfinestable y cuando ¢ > ¢ alrededor de P, aparece
una orbita periddica inestable de periode pequeno. Como las soluciones del sistema son
acotadas [L], por el teorema de Poincaré-Bendixson se concluye que existe una drbita
periddica estable.

En las figuras 2.3 y 2.4 se muestta-un resumen de la estabilidad local (linea continua)
de los puntos de equilibrio P, y Pjy.'asi como_dé€ las 6rbitas periédicas estables (curva
continua) que aparecen alrededor de P, 6"Ps«en el@istema (2.1), con respecto al pardmetro
Cy.

e Py

L
oo = e .
= e ¥

-
\/ P3

Figura 2.3: Regién de estabilidad (linea continua) y existencia de 6rbitas peridédicas esta-
bles (curva continua) de los puntos de equilibrio P, y P3, respectivamente, ctiaifdo ¢o < Cs.
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fommmmmmmmo- :
O Co 62 Co
For-------- :

Figura 2.4: Regién de estabilidad (linea continua) y existencia de 6rbitas periddicas esta-
bles (curva continua) de Iog'puntos de equilibrio P, y Ps, respectivamente, cuando é; < és.

Ejemplo 2.3.12. Dados co =0071, Ry = 0.015, K; = 10.475,¢; = 0.059,r = 2.534, iy =
0.294,b; = 0.668, y d = 0.211 que satisfacen las hipétesis de los teoremas 2.3.7, 2.3.9,
existen

Py=(0,0) , P, = (10.475,0)4~P = (4.111,8.82) y P; = (3.181,7.822),

los cuales son puntos de equilibrio del sigtema (2.1). En este caso Py, P; son puntos silla,
P; es un nodo-silla y en P, se preSenta una bifurcacién de Hopf subcritica con ¢, =2 0.071.

La matriz jacobiana evaluada en B3 es
0:029 0921
J(Ps) = ,
-+0.013 —0.009

la cual tiene determinante 0 = 0. Como Pj satisface el ingiso b) del teorema 2.3.9, corres-
ponde a un nodo-silla.

Al evaluar P en J tenemos
0.013 —0.022
J(P) = :
0.011 —-0.013
Esta matriz tiene traza cero y discriminante negativo. Los valores propids asociados son
A1 = 0.008 7 y Ay = —0.008 7 y el primer coeficiente de Lyapunov es ¢; £32:623. Por lo

tanto, por el teorema 2.3.7, el sistema presenta una bifurcaciéon de Hopf suberitica en Py
con respecto al pardmetro ¢y (ver la curva verde en la figura 2.5).

En conclusion, se obtiene que bajo ciertas condiciones en los parametros, el ‘sistema
presenta biestabilidad, la cual es generada por un punto de equilibrio estable P, y.una
érbita periddica estable (ver la curva roja en la figura 2.5). Bajo estas condiciones_sé
garantiza la coexistencia de las especies, el retrato fase del sistema (2.1) se muestra en la
figura 2.5.



2.3. ESTABILIDAD DE LOS PUNTOS DE EQUILIBRIO: CASO DOS CEP’S 43

\
\

(b)

Figura 2.5: a) Retrato fase delssistema (2.1) alrededor de P, = (4.111,8.82) y P; =
(3.181,7.822) , cuando ¢, = 0.071. El punto de equilibrio P, presenta una bifurcacién de
Hopf subcritica (curva verde), Ps’essun nodo-silla y existe una érbita globalmente estable
generada via Poncaré-Bendixson (girya roja). b) Zoom alrededor de Ps.

Ejemplo 2.3.13. Dados ¢, = 0.347, Ry=+0.15, K1 = 38.605,¢; = 0.059,7 = 0.175, pu; =
0.294,b; = 0.668, y d = 0.211 que satisfacen las hipétesis de los teoremas 2.3.7, 2.3.9,
existen

Py=(0,0) , Py =(38.605,005)D, = (17308,0.308) y P; = (18.648,2.354),

los cuales son puntos de equilibrio del sistenta (2.1)+En-este caso Py y P; son puntos silla,
P3 es un nodo-silla y en P se presenta unapifurcacién’de Hopf supercritica con ¢ =2 0.347.

La matriz jacobiana evaluada en Pj es
0.001 —0.185
J<P3) = )
0.003 —0.395

la cual tiene determinante 6 = 0. Como Pj satisface el inciso b) dél teerema 2.3.9, corres-
ponde a un nodo-silla.

Al evaluar P, en J tenemos
0.003 —0.094
0.006 —0.003
Esta matriz tiene traza cero y discriminante negativo. Los valores propios asociddos son
A1 =0.023 7y Ay = —0.023 7 y el primer coeficiente de Lyapunov es ¢; = —0.005. Por lo

tanto, por el teorema 2.3.7, el sistema presenta una bifurcacién de Hopf supercritica en
P con respecto al parametro cs.
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En conclusion, se obtiene que bajo ciertas condiciones en los pardametros, se garantiza
la coexiStencia de las especies a partir de una érbita periédica estable (curva verde) como
se muestraren, la figura 2.6.

Figura 2.6: Retrato fase del sistéima (2.1) alrededor de P, = (1.308,0.308) y P; =
(18.648,2.354) , cuando ¢y = 0.347~El putito de equilibrio P, presenta una bifurcacién
de Hopf supercritica (curva verde) ydPs-es un nodo-silla.

2.3.4. Bifurcacién Bogdanov<{Takens

En esta seccién mostramos que cuando el'sistema (2.1) tiene tinicamente dos puntos de
equilibrio de coexistencia, es posible obtener condiciones éndos parametros para los cuales
se presenta una bifurcacion de Bogdanov-Takens en el punto de equilibrio P5. Fijaremos
los pardmetros r, K como en (2.5) y (2.7) de la seccién 2.3 pafadaexistencia de dos puntos
de equilibrio. Ademas, fijamos co = ¢, y suponemos las hipétesis de la observacion 2.3.1
para que co sea positivo. Entonces,

. ( 3d 3d/L1 (201d + Rl — 2b1M1>2 )
T Ry + by — a1d’ (Ry + by — 1d)?(2c1d + Ry + by )\

Ya que la matriz jacobiana del sistema (2.1) asociada a Pj es

o d(201d+R1—2b1,u,1) o d(201d+R1 +b1u1)
J(Py) 3b1 1 3by p?
3= d(2cyd+ Ry —2by 11)? d(2c1d+Ry+b1 1)
3b1(2c1d+R1+b1p1)(2c1d+R1+b1 1) 3b1u3

sus valores propios son A\; = Ay = 0.
Para mostrar que el sistema (2.1) presenta una bifurcacion Bogdanov-Takens en=¢l
pardmetro (¢, K1), analizaremos el sistema en los pardametros (¢, + 5, K1 + ), donde
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(B, estdn en una vecindad de cero.

A partir de ahora consideraremos la siguiente hipdtesis.

Hl) bl,U/I > Cld, Rl >0 y 2R1 + 3\/b1/£1(461d+ 5b1ﬂ1) < 2Cld+ 7b1ﬂ1.

Proposicion 2.344. Si los pardmetros del sistema satisfacen la condicion H1, entonces
la transformacion,

(#.2500) Kbtz 00 1 (LG22 pee (2H 2000

es reqular en el punto (Ps{0,0).
Demostracion.

Sea F(x,z,0,7) = (f(x,z,ﬁ,”y),Tr (%) , Det (%)) . Las expresiones

para T'r (%) y Det <%> son demasiado extensas por lo que solo mostramos
sus derivadas en el apéndice B, las'giiales necesitamos para mostrar la regularidad de F.

La derivada de F' evaluada en (Ps, 0, 0)\és

a1; a2 @13 Aaiq

(DF)(P30A0) = | @y o= 0 a2,
a3y Aazz 33 A34

Q41 © Qg2 Q43 Q44

donde las entradas a,;; de la matriz se mafestran en el’apéndice B .

De donde se obtiene

2d6R1 (261d -+ Rl — 2b1/L1)6(Cld —+ 2R1 — blul)Q
Det ((DF)(P5,0,0)) = .
¢ <( )( 3 )) Qb?M%(Cld—FRl —blul)(—cld—i—Rl +b1ﬂ1)3<201d+R1 +b1u1)3

Usando Mathematica se muestra que si se satisface la condi€¢ion H1 entonces

2d6R1 (261d + Rl — 2b1,u1)6(01d + 2R1 — b1M1)2
93u3(cld + Ry — by )(—erd + Ry + bypn )3(2¢c1d + Ry + byyly)?

En consecuencia, la transformacién F' es regular en (Ps,0,0).

£ 0.
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De la férmula de Kuznetsov se obtiene,

1
ag = 56 2d3(261d + Rl — 2b1ﬂ1)3(01d — R1 — bl/,bl)(261d + Rl -+ b1,L61)
72007 118

(Cld S Rl + 2b1,U/1) + ( ) 2d3(2C1d + Rl — 2b1ﬂ1)(—261du1 — Rl,ul

1
72005 4T
+ 2b1u%)(261d + R1 — 2[)1#1)((—0161 + R1)2(201d + R1) + Bbl(Cld — Rl)Rlﬂl
+ 3b7(cid# 6Ry )} — 5b513)
Yy
1
by = (W) 2(4cid* + RY — 5by Ry + 24bT R} — 4163 Ry i} + 1067 ]
1M1
— 4C?d3(R1 + blﬂl) — 3C%d2(R% - 4b1R1/L1 — Qb%/,bf) + Cld(QR? - 3b1R%,u1
+ 3301 Ripi — 16b3117)),

los coeficientes de los términoszcuadraticos de la aproximacion de Taylor del sistema
(2.1). Usando Mathematica se tiené elsiguiente resultado.

Proposicion 2.3.15. Si los pardmetrosesatisfacen la condicion H1 entonces, agby # 0.
Del teorema 1.2.12 y las propgsieiones 273.14, 2.3.15 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.3.16. Si se satisface la'condicion Hlsentonces el sistema (2.1) presenta una
bifurcacion Bogdanov-Takens en el punte- de equalibrio Py con respecto a los pardmetros
(co, K1), en el valor de bifurcacién (é,, K.

Con la finalidad de mostrar las diferent¢s gurvas de’bifurcacion que puede presentar
el sistema (2.1) en el espacio de pardmetros (¢o, K1), fijaremos é; = 0.55, K1 = 6.61,¢; =
0.059,

. 0.863
o=+ B,d =04, =0.294,b; = 1.965, K1 = K; +7,7 =

0:55 + 3’

Bajo estas asignaciones, el sistema (2.1) se escribe en su forma polinomial como

R, = 0.05.

. 1

v ((0.55 +3)(6.61+ v)) (
+3.141 2% 2 — 0474 2% 2 — 12998 2 B+ 5.711 2* 2 B — 0.863 2228
+0.8632v+0052%y—1.081x2y+0474 2% 2y —1.965 2 2 B ¢7
4 0.863 2% z B 7)

5=—042+055422—02222>—04z 220,

571172 2 — 0.526 22 — 0.05 2% —(7.149 z =

(2.15)

donde B y v son pardmetros pequenos.

Para determinar las curvas de bifurcacién se llevara el sistema (2.15) a su ferma
normal de Bogdanov-Takens mediante cambios de variable, verificando que se satisfacen
las condiciones del teorema (1.2.12), para ello nos guiaremos de [GY].

De (3.6) verificamos que cuando =~ = 0, J(0) # 0, por lo tanto la primera condicién
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de lagbifurcacién se satisface de acuerdo al teorema (1.2.12).
Bajo 1as_asignaciones de los parametros, la coordenada del punto equilibrio P3 esta dada

0.882
1.985, ——=_ ) .
< ’0.55+5)

Trasladando Ps aleorigen, se tiene que el sistema (2.15) se escribe de la forma

por

.’j?ZPOQ—l-Plo.CL'—'—POl Z+p20$2+P11$Z+P0222+O(’|<$,Z)H3),

2.16
2= Qoo+ Qi Qo1 2 + Q20 2° + Qui x 2 + Qo2 2° + O(||(z, 2)||?), (2:16)

donde

0.812 #1474 By
® 7 (0.55 + B) (64661 + )
_1.401 + 2.548 B4 1.296 v + 2.358 By

Pin =
10 (0.55 +43)(6.661 + ) ’
0.181 — 0.33 3 407447 v + 0.812 By
P20 - )
(0.55 + 3)(6.661+ )
P 0.16 4+ 0.583 B —0.53\3% 4+ 0.443 v + 1.611 By + 1.464 3%y
11 — 5

(0.55 +¢3)(6.661 + )

Foa = Qoo = Q20 = 0,
0.097 + 0.177 3

(o = (0.55 + 3)(6.661 + )’
0211 -0.77 8- 0.7 2
Cor = (0.55 4 B8)(6.661 +~) |
 —0.458 — 0.166 8 — 0.151 (32
Qu = (0.55+ B)(6.661 +7)
~0.132—-0.72 3 — 1.31 82 — 0.794 33
QO? - .

(0.55 + 3)(6.661 + )

Considerando el primer cambio de coordenadas cerca del origen

Y1 =T,

y2 = Pio x + Py 2,
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el sisfema (2.16), se transforma en

?Jl:y2+Poo+(

Py P2 — PPy Py + P20P021) - P11 Por — 2Py Pro
7 1

Pis
Py
Yo = (PooPio 4 PoaQoo) + (Pon Q10 — PioQor) y1 + (Pio + Qo1) ¥

+ R O(lyl?),

N Py Py = B P Poy + PioPay Py + PiQo2Por — PioQu1 Py + PonQa0P5\ 5

P021 n
(QHP& — 2P16Qoa Po1 + ProPriPo1 — 2P02P120P01>
+ D2 Y1Y2
01
P02P10 - Q02P01
v (e, 4 Oy
01

(2.17)

Ahora, si consideramos un cambio de ¢oordenadas alrededor del origen que permita eli-
minar el término y? en 3y, se tiene quie

2.5y + Rao yi + Rin 1192,
20 &g — Sao U5/+ S11 Y1y,

donde
Fos
Ry = ——7,
F
g - (Po1(—Pio P11 + Po1 Pao) Loz Pro(Plo AQo2) — Po1 Po2Q10)
20 — )
5
g _ — Poa Pro — Po1Qo2
11 — )
Fg
R — 2Py Pro — Po1 P11 + PoaQo1 — Po1Qoz
20 — )

entonces, el sistema (2.17) se reescribe como

. 2
Z1 = Pooo + Pui0 21 + Poo1 22 + Paoo 27 + Pai1 21 29,

L , : (2.18)
Zo = Qz00 + Qz10 21 + Q01 22 + Q20 21 + Q211 21 22 + Q02 253

donde a partir de ahora los coeficientes P.i; (Q.;;) de los términos 2i25 con 0 < j < 2,
asociados a los cambios de coordenadas pueden ser consultados en el apéndice B;
Realizando un nuevo cambio de coordenadas sobre el sistema (2.18) de la forma

wy, = 21,

2
wy = Poo + P.i0 21 + Poo1 22 + Paao 27 + Po1 21 22,
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tenemos que el sistema se transforma en

wl = W3,

. (2.19)
W= @woo + Quwio W1 + Quor W2 + Qu2o w% + Qui1 w1 w2 + Quo2 wS.

Dado que en el'désarrollo de Taylor del sistema (2.15) los coeficientes Pyo, Qoo en = =0
son cero, es sufigiente calcular la forma normal usando los términos lineales para éstos,
es decir, descartardmos, los términos que contengan el factor Piy@Q%, con i+ j > 2. Asi,
reescribiendo el sistema (2.19) tenemos que

wl = W2,
Wy = (Quroo + Qu1b 11 Qurao wT) + (Quror + Qurit wi) wa + Quroz w3, (2.20)
= ¢<w17ﬁaf}/) + w(wlaﬁa’y) wa + Q(Waﬁav)

Ahora consideremos una transformacion que elimine el término ws de w9 dada en (2.20),
de la forma

U =wr —6(3,7),

Ug = Wy,

donde 6 = —é, con

0

81 = P (PooPo2Qo1 + Py (Pio + Quu)l— Poi(Pya@bo + Poo(Pr1 + 2Q02))),

82 = PooPgy(Pio — Qo1 — Py (Poa(P1iQaf — ProQ61 ¥ 2Q00Qo2) + Poo(Py — 4PsaPag
+ 2P Qos + 2Q3,)) — P (PioPi1 + 2Q2) + Poa@1) + Po1 Poa(Po2Quoo(Pro + Qo)
+ Poo(—PioPr1 + 2P11 Qo1 + 2Q01 Qo2 ~4P02Q10)Y #Ky; (2Pa + Qu1).

(2.21)
El cual nos lleva a un sistema de la forma
ul = Uy,
Uiy = Quoo + Quio U1 + Quao T + Quir U1 s + Quoal3 (2.22)

= Qg(Uh/B,V) + @(ubﬁa’}/) U + Q("Lﬂafy) Ug

De acuerdo a la preparacién del teorema de Malgrange [M] aplicado & ngS(ul, B,7), ésta
puede ser expresada como

d(u, B,7) = (®1(B,7) + ®o(B,7)ur + ul) h(us, B, 7).

A continuacién, usaremos la funcién h(ug, 5,7) para realizar un cambio de variablé que
transforme el sistema a uno donde el coeficiente del término u? sea 1. Denotemds s el

signo de la expresién

P3P, P?
Z10-02 ﬁ(P11 — Qo2) + Pro(Py — Q11) + Po1Q2.-

C20 (67 ’7) = P01 P(]l
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El cambio de variable alrededor de u = 0, es

U1 = S Uy,
S U2

T s hun, B.)

donde se consideranla ecuacion dr = /s h(uq, B,7) dt. Por lo que el sistema (2.22) se ve

de la forma

U1 = V2,

. 2.23
v1vg + (v, B,7) U%- ( )

I
(Qaoo + Quio u1) + U% +

UQ — T
C20

v €20
Finalmente, tomamos un cambie de coordenadas que permita eliminar el término vy,
simultaneamente reduciendo 6sstérminos de vy, es decir,
y S (I)2 <57 /7)
61 =1 + 9 )
§2 Y.

Por lo tanto, la nueva forma del sisteman(2.23) esta dada por

él = 527
&= 21(8,7) ¥ 035, ek - = 66 (224)

N

donde
P
c(B,y) = 2Py + Qi = (P_lo) (P 2Q02),
01
QuOO 210
® - _ Hu
1(ﬁ7 P)/) 20 4030 )
QuuQuio

Dy(B,7) =

2¢904/ | 20 .

Asi usando Mathematica verificamos que se satisfacen las hipdtesis del teorema 1.2.12, es
decir de (2.17) y (2.23) se tiene que

Copr~ 0.157,
Py Py — PioPiiPo1 + Py P3, + Qu1F5y — 2P10Qo2Por + ProPra Por — 2P0 Py Pt =0.645
P Fi ,
PooPiy — PiyPrPor + PuoPao P + PiyQo2Por — ProQuPs + PnQFg 0.157
P e
‘a(q’l_q)?) ~ —5.795.
(B? ’Y) B=v=0
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Entofices el sistema (2.24) se reescribe como

gl = 527

) (2.25)
§o = @1(B,7) + P2(B,7) Lo + & — 1.947 16y,

donde

D1 (B, )= 1.805 v — 3.409 v* — 3.283 73,
y(B,9)= 4.172 v + 1.552 4% — 3.209 5 — 1.385 3 + 11.669 5%

Por lo tanto, podemoss€legir ®;, ®5 como pardmetros de bifurcacién en el sistema (2.25)
bajo la bifurcacién de *Bogdanov-Takens, es decir, en el sistema (2.15) la bifurcacién
Bogdanov-Takens tiene came’parametros de bifurcacién a (3,7) que varian en una pe-
quena vecindad del origen, y la representacion de las curvas que muestran la dindmica del
sistema estan dadas por

SN = {(83,7) : 1.805 v — 3.4094% — 3.283 73 = 0,7 > 0},

H = {(B8,7) : 1.805 v + 1.181 4" —10.345 v3 + 2.716 > = 0,7 < 0,3 > 0},  (2.26)
HL = {(B,7) : 1.805 v + 5.589 ~* = ¥7.125 v + 5.323 3* = 0, < 0}.
Donde SN corresponde a los parametros donde se presenta una bifurcacion silla nodo,

H donde existe bifurcacion de Hépfy HL donde se tiene bifurcacién homoclinica, véase
la figura 2.7.

0.2

0.0

-0.2

-04

-0.6

-01 0.0 0.1 0.2
B

Figura 2.7: Curvas de la bifurcacién Bogdanov-Takens.

Ejemplo 2.3.17. Si ¢; = 0.059, ¢ = 0.55,d = 0.4, uy = 0.294, by = 1.965, K; = 6,61

r = 1.57, Ry = 0.05, entonces el sistema (2.1) tiene dos puntos de equilibrio en el primer
cuadrante, P, = (2.641,1.831) es un nodo estable, y P3; = (1.985,1.603) corresporde~a
una cuspide. En la figura 2.8 se muestra la dindmica local del sistema (2.1).

Solucién. Cuando los pardmetros toman los valores correspondientes dados en las hipdte-
sis , la forma polinomial del sistema (2.1) se escribe como
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=157z —0.144 2> — 0.014 2> — 1.965 zz + 0.863 2%z — 0.13 232,

2.27
F="04z2+0554 22— 0.2 x> (2.27)

Usando Mathematica calculamos los puntos de equilibrio no triviales del sistema (2.27),
cuyas expresioniesfestan dadas por
P, =(2.641,1.831) y P; = (1.985,1.603).
Al evaluar P, en Jotenemos que
0.262 —1.572
J(PQ) == )

0.277 —1.064
la cual tiene como valores propies’ \; = —0.462 y Ay = —0.339. Por lo tanto, P, es un
nodo estable.

Ahora probaremos que la dindmida’de P; corresponde a una cuspide de codimensién
dos, llevando el sistema en el punto de equilibrio a su forma normal.

La matriz jacobiana asociadafal”punto de\equilibrio Ps, estd dada por

. 0.7 21519 20
Y N3 o) '

para la cual se tiene que Det(J(Ps)) =0y 77(J(P3)) =0.
Trasladando el punto de equilibrio Pj al origen, el sistetna)(2.27) se escribe como

& =0.72—0.090 2% — 0.223 2> — 1.519 2 — 0.08 zz + 0085 2%z — 0.13 2°2,

2.29
2=0.3232—0.7 2 — 0.151 22 — 0.436 2* — 0.22 2% ( )

El sistema (2.29) se puede llevar a su forma normal como la dada’en£1.9), es decir,

T =2z,
2 =0.515 2*[1 + 0.161 2 — 0.18 %] + 1.52z 2[1 + 0.519 x — 0.586 &’
+ 2*[—2.898 — 1.57 z + 0.015 2 — 0.448 2 4+ 0.366 = z — 0.261.27%),

donde
k=2,
as = 0.515,
n=m=1.

Aplicando el teorema (1.2.4) concluimos que la dindmica del punto de equilibrio Ps co-
rresponde a una cuspide.
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Figura 2.8: Retra

(1.985,1.603), cuan

se del sistema (2.1) alrededor de P, (2.641,1.831) y P3 =
= 0.55. El punto de equilibrio P, es un nodo estable y P;

corresponde a una cuspi



Capitulo

Analisis de;un modelo con
interferencia en una relacion
mutualista

En este capitulo estudiaremos el sistema de ecuaciones diferenciales propuesto en el
proyecto, el cual considera dos especies x,y en una interacciéon mutualista, la que se
manifiesta en la capacidad de carga del medietde ambas; al mismo tiempo éstas interactian
con una especie depredadora z. Explieitamentegsconsideraremos un modelo de la forma

. T bixz
T = rox|(l-— — ,
Ki+y 1+ + coxz

y = sy<1— 4 ) g (3.1)

K2+JJ _1+63y”+c4yz’

. pbix p2bay
z = + —d | z.
14+ ca™ 4 coxz 14 cgy™ + cuyz

Como estamos interesados en resultados con sentido ecol6gi€o,)eonsideraremos que
todos los pardametros del sistema (3.1) son no negativos y los eXpomentes m y n son
mayores o iguales a 1. En el capitulo anterior analizamos este sistema considerando y =
0 y obtuvimos condiciones para la coexistencia de las dos especies. Eneste capitulo,
consideraremos las tres especies x, y, 2 y mostraremos que algunas propiedades del sistema
(2.1) se preservan ain cuando se consideran dos poblaciones presa.

3.1. Determinacion de puntos de equilibrio

Como estamos interesados en soluciones con sentido ecolégico, a partir de esta seéecién
denotaremos
Q= {(z,y,2) ER¥ 12> 0,y > 0,2 > 0}.

o4
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Reéescribiendo z,y y Z en su forma polinomial como f, g y h, respectivamente, los
puntos“de_equilibrio del sistema (3.1) estan dados por los ceros simultdneos de estas
funciones,

v f(z,ydz)e= x(byz + r(x — y)(1 + cra™ + coxz) — Kyi(r + crra™ — bz + corzz)),
implica que

r=0 6 ,byz+r(z—y)(l+ca™+crz) — Ki(r + cra™ — biz + corzz) = 0.
= g(7,y,2) = y(~bazrt+ s(x — y) (1 + 3y + cayz) + Ka(s + c3sy™ — baz + cys5y%2)),
implica que

y=0 6 —boxsts(x—y)(1+c3y" +cayz) + Ko(s+c3sy™ —baz+cysyz) = 0.

hz,y,z) = z(d(1 + 1 2P Cxz) (1 + c3y™ + cqyz) — bize(1l + e3y™ + cayz)
— boy(1 + cra™ “plywz) o),
implica que
z=0 0
d(14c1x™+coxz) (14-c3y" +eayz)— b1 (X F sy +cayz) i —boy(1+c1a™ +coxz) gy = 0.
Los puntos de equilibrio triviales para‘el sistemas(3.1) son Py = (0,0,0), P, = (K3,0,0),

Py = (0,K5,0), Py = (20,0, 20) y Py ="(07%0520). Ponde las coordenadas de P3 y P, estan
dadas por

K -

Py = (w00 WD,
K _

P4 == <07 Yo, S( 2 d}g;))y()uQ) a

Para encontrar las soluciones no triviales debemos resolver el siguiente sistema

biyz + r(z —y)(lera™ + coxz) — Ky (r + cira™ — bigA corzz) =0,  (3.2)
—boxz + s(x — y)(1 + c3y™ + cayz) + Ka(s + c3sy™ — baz + c48yz) = 0,
A1+ c12™ + cowz) (1 + csy™ + cayz) — bix(1 + c3y™ + cayz)pur — boy(l + c12™ + Exz)pus = 0.

Despejando z de la primera ecuacién en (3.2) se tiene que

B r(14cia™)(Ky —z +y)
L | (3.3)
corx(—Ky +x —y) + b1(Ky +y)

Notemos que bajo la asignacién de la variable z dada en (3.3), el denominador corréspon-
diente puede ser cero. Esto pasa cuando
corz(Ky — x +y)

by = . 3.4
= TR (3.4
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En pfimer lugar, analizaremos cuando b; es como en (3.4). El nuevo sistema a resolver es

re(Ko+ )14+ ) (K1 +z—y) (1 +ce3y”™ +cayz) =0,  (3.5)
y(K1 +y)(1+c—12™ + cowz)(s(x — y) (1 + c3y™ + cayz) — boxz+
Ko(s+ c3sy™ — baz + cysyz)) =0,
2(Ko 4+ 2)(d(EK) + v)(1 + c12™ + coxz) (1 + c3y™ + cayz) — ba(1 + cr2™)y(Kq + y)ua—
cor(Kira(1 + @8y + cayz)pn — ra(z — y) (1 + csy” + cayz)pn + baK1yzps + bay’zps)) = 0.

Despejando x de la primera ecuacién en (3.5) se tiene que la solucién positiva es

Sustituyendo = en la segunda y tercera ecuacién de (3.5), las soluciones no triviales del
sistema estan dados por,

—boyz + K1 (s + cgsy™ — oz Cysyz) + Ko(s + c3sy™ — baz + cysyz) = 0, (3.6)
d+ 03dy” + c4dyz — bgyu2 = 0.

Despejando z de la segunda ecuacién en (3.6) se tiene que

“boypo —d — c3dy”
2éE :
Cady
Sustituyendo z en la primera ecuacién de (3.6) se©bsiene un polinomio en y, por lo que los

puntos de equilibrio no triviales del sistémea~(3.1) estdn dados por las raices del siguiente
polinomio

Q) = a(W)a:(v), (3.7)
donde

@ (y) = csd Y™+ cd(Ky + Ka) y" + pa(—by + cas(Ky + Ko v/
+ (d = bopp( K1 + K3)) y+ d(Ky + Ka),

@(y) = —cacsd Y™ — cacsd Ky y" + bacops YR+ (d(cs — c2) + bato Kipo) y
+ cread y(Kq +y)™ — cod K.

(3.8)

Observemos que la suma de las raices positivas de los polinomios ¢;(y) y ¢2(¢) déterminan
la cantidad de puntos de equilibrio que tiene el sistema dentro del primer octante! A partir
de los signos de los coeficientes podemos determinar hasta cuantas raices reale§ positivas
puede tener cada uno de ellos. Notemos que el polinomio ¢;(y) no depende de my yi s un
polinomio de grado n + 1, por lo que se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 3.1.1. Supongamos que n =1 entonces q,(y) es un polinomio de grado‘des
que tiene:
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—d+ b K by K b —c3d+ b
+ Do fSy fig + D2 £ ot << 212 v0 < s < c3d + Dafo ‘
dKl +dK2 d K1$IUQ+KQS[L2

(| Unarraiz positiva si

1 - btz
(K1 + K») d

» Dosaalees positivas si c3 +

Proposiciéon'3M9.2. Supongamos que n = 2 entonces ¢;(y) es un polinomio de grado tres
que tiene:

d by
,C3 <
(K1M2+K2,u2) ’ )/ (dKy + dKo Y

= Dos raices positiyas. o ninguna, si by <

—ngKl — ngK2 =+ bg,ug

a7 Kispo + Kssfio

Proposicién 3.1.3. Sin > 3,by < ] Yy < ( entonces el polino-
s

2
po( K1 + Ko K1+ Kj)’
mio q1(y) tiene dos o ninguna rafz positiva.

Demostracién. Ya que n > 3, los"coeficientes del polinomio ¢;(y) no se agrupan. Por

otro lado, como by < se tieng, que el coeficiente de y es positivo.

po (K + Ko)

by
S(Kl + KQ)
consecuencia, se tiene que el polinomio ¢ (y) presenta dos cambios de signo, asi, por la
regla de Descartes tiene dos o ninguna raiz positiva:

Bajo la hipdtesis ¢4 < ..l coefieienite del término cuadrético es negativo. En

Numéricamente se observé que si n > 2 entonces elpolinomio ¢y(y) puede tener 2 o 3
cambios de signo.

3.2. Estabilidad local

En esta seccion se analiza la estabilidad local de un punto de equilibrio de coexistencia
suponiendo que el polinomio ((y) tiene una raiz positiva, por lo que ¢§ suficiente que ¢ (y)
tenga una raiz positiva, véase proposicion 3.1.1.

Supongamos que P = (0, Yo, 20) es un punto de equilibrio del sistema (3¢1)Resolviendo
las ecuaciones £ =0,y =0y 2 = 0 en términos z, s y d, respectivamente, #€hemos

T‘(]. + Clxo)(Kl — X —+ yo)

20 = ,
O corag(— Ky + o — o) + b1 (K1 + o)
¢ — bar (K5 + x0) (1 + ¢120) (K1 — 20 + yo)’ (3.9)
aq
d=22

)
g
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dondé

a1 = (K2 + 20 — o) (b1 (K1 + yo) (1 + csyo) + (I — 2o + yo) (e
@+ c170)yo — ca(wo + c320Y0))),
ay =esTao(zo — K1 — yo) + bi (Ko + yo) (brzo (K1 + yo) (1 + e3y0)
— 1% (f; — z0 + yo)(—ca(1 + c1200)yo + c2(xo + c320Y0) ) 11 (3.10)
+ ba (1 F@1o)yo (K1 + o) pi2),
az = (14 a@6) (K + yo) (01 (K1 + yo) (1 + c3y0) + (K1 — zo + yo) (4
(1 + c10)yo-"C2(0 + c3T0Y0)))-

En la siguiente observac¢idn,se presentan las condiciones suficientes para las cuales
20>0,s>0yd>0.

Observacién 3.2.1. Los paramietros s,d y la coordenada zy son positivos si
(b1 (K1 + 9o))

y se satisface alguna de las siguientes condiciones.
(rzo(K1 — 20 + %0))

Coy <

1. Lo = Yo, 0
2. Ko+xo>y0 Yy o <o, G
3. Ki+yo>xo Y To> Yo

Aplicando el criterio de Routh-Hurwitz al polimomio caracteristico P(\) asociado a
J(P), obtenemos el siguiente resultado ew términes™de los coeficientes de P(\), ej,e2 y
es3, los cuales estan dados en el apéndice @.

Proposicion 3.2.2. Sieq, ey, e3 son positivosye, es > eg’entonces el CEP P es localmente
asintoticamente estable.

Para mostrar que las hipotesis de la proposicion son no vaefas, fijamos los parametros,
bg = 07, M2 = 0.15,63 = 0.1,04 = 1757, Cy = 0.2,,&1 = 0.2,b1 = 0.211,01 = 0012,8 =
0.329,d = 0.062,r = 0.3,z = 1,y9 = 2 y dejamos libre las capacidades de carga K;
y Ks. Bajo estas asignaciones, las hipétesis de la proposicion 3:2:2 se satisfacen cuan-
do (Ki, K3) estan en el interior de la regién A (véase apéndice C) lque se muestra en la
figura 3.1. En consecuencia, el punto de equilibrio P es localmente asintéticamente estable.
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of J
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Figura 3.1: Région de parametros donde P es estable.

Ejemplo 3.2.3. Tomando (K, Ko)'=#5,3) € A, el sistema tiene dos puntos de equilibrio
asintéticamente estable, P es uno triviah
Resolviendo numéricamente encontramos gue los puntos de equilibrio del sistema (3) son:

Fy=+0,0,0);
Py = (5, 0, 0)7
Py = (0737 0)7
Py = (2.326,0, 1.200),
Py = (4.344, 5:902, 3.442),
Ps = (1.033,1:576, 1.603),
P =

= (1,2,1.621).

Directamente de la matriz jacobiana obtenemos que los puntesyF; son puntos silla pa-
ra j € {0,1,2,4,5}. Por otro lado, como J(P;) tiene valores propios \; = —0.511 y
A2;3 = —0.051 £ 0.056 %, entonces Ps es localmente asintéticamenté.estable. Ya que los
valores propios de J(P) son A\ = —0.031, Ay 3 = —0.0015 £ 0.060 ¢, ef"gonsecuencia Pes
localmente asintéticamente estable. En conclusién, se obtiene que existen «condiciones en
los parametros los cuales garantizan la coexistencia de las tres poblacion€sy gracias a la

existencia del punto de equilibrio estable P.

3.3. Analisis de bifurcacion

3.3.1. Bifurcacién Bogdanov-Takens de un CEP en () visto en
R?)

En la seccion 2.3.3 se mostro la existencia de un punto de equilibrio no hiperbélico en
Q2. En esta seccion se analiza la dindmica de este punto de equilibrio cuando se tiene la
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interdaccion de las tres poblaciones x,y, z y ademas, se determinan condiciones para las
cuales=€Lsistema (3.1) presenta una bifurcaciéon de Bogdanov-Takens en este punto de
equilibrio.

Fijande'lgs parametros

1 2 A
by =ad (blm —cd— 2R, * bipy — crd + Rl) =K,
eid®> — R — 2bycydpy + bl,ul
3cadpy
(R1 + b1y — e1d)?*(2e1d + Ry + b)) .

2=X 9d2/$1(201d + Rl — 2b1/$1> -

T.=

como en la secciéon 2.3.3 y tomando c;d — by < Ry < 0,60 < 2Ry < bypuy — cd,
entonces los pardmetros anteriorés son positivos. Asi, el sistema (3.1) tiene como punto
de equilibrio a

— 3d 2(b1,u1 — Cld) — Rl
Py — 0, €.
Rl + bl,ul — Cld 302d
Ya que la matriz jacobiana del sistema (3.1) asociada a Ps es
. d(2cld+R1 —2171#1) . d(2€1d+R1 —2b1u1)(61 d+2R1 —b1y1)2 . d(201 d+R1 +b1#1)
3b1p1 3(crd—Rp=bip1)(cid+R1 —bip1)(2c1d+Ri+bipr) 3byu?
o N 3badp (2efd+Rq —2b1 p1)?
J(Ps) = 0 s (=crd+R1+b1 )2 (2c1d+Ri+b1p1) 0 ’
d(281d+R1*2b1}L1)2 3b2du1(201d+R1—2b1u1)2u2 d(261d+R172bl/L1)
3b1(2c1d+R1+b1p1) (—c1d¥ Rekb1 11)? (2c1d¥ R1+b1 1) 3b1p1

ésta tiene como valores propios

A =0,
Ao =0,
(—c1d + Ry)?*(2c1d + Ry)s — 3(bed(2c1d + R1)* + bi(cid — Ry)(cid + Ry)s) s
(—cid + Ry + bypn)?(crd + Ry + by
N 301 (4byd(2c1d + Ry) + b1 Rys)pu? + b3(—12byd + C1S)M1
(—c1d + Ry + bipg)?(c1d + Ry + byjuy)

)\3:

En consecuencia P; es no hiperbdlico. Ahora analizaremos el tipo de bifureacion que pre-
senta el sistema (3.1) cuando variamos los pardmetros (co, K1) en una pequens, vecindad
(@,Kl). Para ello consideramos (¢, + [, K, + 711), donde (B1,71) estdn en=ina vecin-
dad de cero. Ya que J(P3) tiene como valores propios A\; = Xy = 0, y A3 #-0¥cuando
f1 = 71 = 0, a continuacién mostraremos que el sistema (3.1) presenta una ‘bifurca-
cién Bogdanov-Takens con respecto a los pardmetros (cq, K7). Para ello, establezcamos la
siguiente hipotesis.

(—c1d+Ri+b1p1)?(2c1d+R1+b1p1) 3badp (2¢1d+ Ry —2b1 j11)?
Hl) b2 # 9b1;¢%(7261d R1+2b1u1 y 8 # Cld+R1+b1}L1) (201d+R1+b1,LL1)'
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Proposicién 3.3.1. Si los pardmetros del sistema (3.1) satisfacen la condicion H1, en-
toncesladransformacion

(x,y,2,01,4) — (f(x’y72751,71),T7* <3f(x,y7z,51,71)> Det (0f(x,y,z,51,%)>>

oz, y, z) o(z,y,2)

es reqular en el piinto (Ps,0,0).
Demostracion. En el apéndice D, mostramos como se reescribe el sistema (3.1), cuando
(c2, K1) = (G + B1, I+ ™).

Sea F(xayazaﬂlafyl) N <f(x7y72751771)7Tr (W) 7Det <W>) . Co-

mo las expresiones para T <%) y Det (%) son demasiado extensas,

las hemos colocado en el apéndiee D.

Para mostrar la regularidad de.fcalculamos el determinante de

o d(261d+R1 _2b1N1) a . d(QCld-i-Rl +b1,u1) a a
3b14i1 12 3b1/ﬁ% 14 15
_ 0 929 O O 0
(DF)(Pg, 0 0) = d(2c1d+R1—2b1 1)
) bl
31 as2 311 0 ass
a4 Q42 Q43 Q44 Q45
as51 52 53 54 Q55

donde las entradas a;; para i,j € {1,..05})rde estagmatriz se muestran en el apéndice D.

Usando el software Mathematica se obtiene, que

By
9032 (—c1d — Ry + by ) (—erd + ReF by )?(2c1d + Ry + by )8

Det ((DF)(P;,0,0)) =

donde,

—((2d5Ry(2¢1d + Ry — 2b1111)%(c1d + 2Ry — by i1 )?(2¢3d® + R3 + 8by R3uy + 18bybocydp?
+ 3Dy (by + 3b2)Ryp? + b2 (by — 18bo) s — 3¢2d*(Ry + bypu1))(2¢3d3s + R34 3b1 Ry (4bod
+ bls) + 603 (—12bod 4 bys)p3 — 12bycrd? iy (Ry — 2by 1) — 3¢2d*(Rys + 4bodpuy + byspn)
+ R3(—3badpy + 3bysp1))?).

Usando Mathematica se muestra que si se satisface la condicién H1 entonees

B,
93 u3(—crd — Ry + bypy ) (—erd + Ry + bypy )2(2¢1d + Ry + byjig)©

£ 0:

En consecuencia, la transformacién F' es regular en (P, 0,0).
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Séan

1
ag = 049 145 2d3(201d + Rl - 2b1,u1)3(01d — Rl — bl,ul)(chd + R1 + bl,ul)
243 by

1
i (243 b4uﬁ) 2d°(2erd + Ry = 2y ) (=2e2d — Ry + 2byn) (= 2erdpn — R + 2by1)
141
(—283d* + B2, R + 0343 + crd(Ry + b))y

1
by = (W) d(8gd® — 2R? — 9bcidP g + 21by Ry — 2402 Rypi? + b33
1M1

— 6c1d(RY — 4by Ry flp=pbi ),

los coeficientes cuadréticosede las primeras dos ecuaciones del sistema (3.1). Usando
Mathematica se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.3.2. Si 0 < 2Ry < bijy — c1d entonces agby # 0.
Del teorema 1.2.12 y las prop@siciones 3.3.1 y 3.3.2 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.3.3. i se satisface la condicion H1, 0 < 2Ry < by —c1d, entonces el sistema
(3.1) presenta una bifurcacion Bogdanov-Takens en el punto de equilibrio Ps con respecto
a los pardmetros (ca, K1) en (é, Ky).

De manera analoga como se hizo.em el plano £z se pueden obtener los mismos resultados
para el correspondiente punto de equilibrio en el plano yz. Para ello fijamos,

2 ~
Ky = 3d + — K,
? <b2u2 —c3d = 2Ry byy 5 c3d + Rz) ?

. c2d? — R% — 2bycadpy 4 b3

)

3c4du2
(Ry 4 bopty — c3d)?(263d + Ry +Woun) .

= 9d2/,62(203d + R2 — 2b2/£2) -

Considerando c3d — bops < Ry < 0,00 < 2Ry < bopio — c3d, log"parametros anteriores son
positivos. Asi el sistema (3.1) tiene como punto de equilibrio a

P4 _ (0 3d 2(b2,u2 — ng) — R2> c Q’

’ R2 + bQ,LLQ — ng’ 3C4d
el cual también es no hiperbdlico.
Si en las proposiciones 3.3.1 y 3.3.2 y en la condiciéon H1 sustituimos des)parametros
Ry por Ry, ¢y por cs, by por bs, p1 por ps, se obtienen los siguientes resultades:

Proposicién 3.3.4. Si los pardmetros del sistema (3.1) satisfacen la nueva condicion H1
entonces, la transformacion

9 1 of(x,y, z, B,
o (flmaspon T (SE50) o0 (M2l

es reqular en el punto (Py,0,0).
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Proposicion 3.3.5. 51 0 < 2Ry < bous — c3d entonces agby # 0.

Teorema 3.3.6. Si se satisface la condicion H1 y 0 < 2Ry < baps — csd entonces el
sistema (3.4), presenta una bifurcacion Bogdanov-Takens en el punto de equilibrio Py con
respecto a lgs_parametros (cy, Ka) en (¢4, K3).

3.3.2. Bifurcacion de Hopf

Para mostrar quel sistema (3.1) presenta 6rbitas periédicas en €y, se determinaran
condiciones sobre los pardmetros para los cuales el sistema presenta una bifurcacién de
Hopf. Supongamos que el Sistema (3.1) tiene un punto de equilibrio de la forma
P= (0, Yo, 20)- De las e€uaciones del sistema tenemos que

(14 c1w0) (K1 — 254 yo)

 corwo(— Ky + 20 — o) + bi(Fa 4 yo)

o bar (Ka+o) (161 o) (K1 —z0+yo)

T (Kaotzo—yo0) (b1 (K1+yo)(1+cayo)+r(Ki=zo4yo) (ca(1+c1z0)yo —ca2(zo+c3zoyo))) ’

d— D1 (b1zo (K1 +yo) (1 +esyo) 1 —rzo (K1 —zo#yo)(—ca(1+c1z0)yo+ca(zo+c3Toyo)) 1 +b2 (1+c120)yo (K1 +yo) p2)
- (1+c1z0) (K1+yo0) (b1 (K1+yo) (Isc3ye)+r (K1 —zo+yo) (ca(1+c1xo)yo—c2(zo+cazoyo))) ?

(3.11)

S

donde Dy = corzo(zo — K1 — yo) 4bi(K;1 + yo)f Dado que solo estamos interesados en las
soluciones positivas, cada una de estasjasignaciones deben serlo.

Observacion 3.3.7. Las asignaciones de*zy, s yd en (3.11) son positivas si
(b1 (K1 + %))
(rao(K1 — 2o + Yo))

1. Zo = Yo,

cy < y ademds se satisface algunacde las siguientes condiciones,

2. K2+l’0>y() Yy To < Yo,
3. Ki+yo>%o Y To> Yo-

Para determinar que el sistema presenta una bifurcacién de Hopfidlrededor del punto
P en el parametro Ky, a partir de ahora, fijamos los siguientes parémetros del sistema:
r = 05, b1 = ].9, C1 = 07, Co = 010, Cq = 0.2,/14 = 057 Mo = 07, bg = 1, C3 = 05, Ty = 1.5
y yo = 1. Ademds, tomamos en cuenta las asignaciones en (3.11). Bajo estasiasignaciones
el punto de coexistencia es

. 0.877
P=(151051—-—"———).
( ' 1.061+K1)

La matriz jacobiana correspondiente al sistema (3.1) es

Jll J12 J13

J(P) =\ Jy Joy Joz | (3.12)
J31 J32 J33
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dondé
T = ~0.875 + (—0.631 4+ 0.265K7) K,
(1+ K4)? ’
1.125
Jio = —<1 KON
gy L282(106L ¢ 1.K;)?
(1U7) ’
By 0.348(=0% + K1)
(0.952 + K1)(0.5%HK>)(1.5 + K)’
5, 0140+ K1 (—0.139%4 1 (—0.282 + 0.132K,) + 0.036K,) — 0.051K,
(0.952 + K1)2(0.5 + K>) ’
Jy,  _0577(1L061 + 1.K;)?
(0952 + K,)2
Jo = — —0.062 + (0.065 + 0.117K)K;
(1+ Ky)? ’
Jur —0.080 + (0.084 + 0.151K7) K,
2 (0.952 + K;)? ’

0.0290 + 0.115K7 + 0.085K7 —0.291d82 0.720K% — 0.687K° — 0.313KS + 0.056 K7
(1.061457) (09524 K1(1.952 + K,))? ’

33 —

El polinomio caracteristico asociadd a~J(P) es'de la forma

P(X) = N 4 Io(Ky, Ko) A2 fody (K1, )\ + Io(Kq, Ka), (3.13)

donde lo( K7, K3), 1 (K, Ks) y lo( K7, K3) estdn descritos(enel apéndice E. Para determinar
cuando P(\) tiene un par de raices complejas con parte a#€al cero, es necesario verificar
que [ (K1, K3) >0y

Q(Kl,KQ) = lQ(Kl,KQ)ll(Kl, KQ) — lo(Kl, Kg) = 0. (314)

Usando Mathematica podemos simplificar (3.14) y obtenemossque Q(K;, K3) es un
polinomio de grado 34 en K; y de grado 4 en Kj, el cual se describe‘en el apéndice E.
Con la finalidad de mostrar numéricamente el conjunto de puntos donde_se satisface la
ecuacion (3.14), en la figura 3.2 se muestra la curva algebraica

I'= {(Kl,Kg) . Q(Kl,Kg) = 0}

Para determinar el tipo de bifurcacién que presenta el sistema (3.1), en cadéd pareja
de parametros (K, Ky) € T', calculamos el primer coeficiente de Lyapunov. Fijando, los
parametros K;, Ks tal que Q(K7, K3) = 0, obtenemos el siguiente resultado.
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Figura 3 rva algebraica I'.

Teorema 3.3.8. El sistema (5.1) @nta ifurcacion de Hopf alrededor del punto de
itic

equilibrio P, la cual es supercr 1) (0,2.335) y subcritica cuando
(Ks, K3) = (2 3.451).
Demostracién. Fljando Ky =0, se M%}o s&g%

Ya que las tnicas entradas de J( ) % que@rece Ky son Jo1 v Joo, éstas se

reescrlben Ccomo
*
—0.232 + 0.464K, g
J21 == 5
0.952 + K, ?
(0.267 + 0.014K, — 0.816K? — 0.56 O

(0.952 + ;)3 Q

El polinomio caracteristico asociado a J (]5) estd dado por )

J22 -

P(A) = X+ CoA? + Cy A + Cy,

>
donde 6@0
Q
@,

.
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C) 0.346 + 5.999K, + 48.824K7 + 247.915K7 + 879.58 K}
(14 K1)5(0.952 + K,)6(0.952 + 1.952 K, + K7)3
2313.88K? + 4673.22K% + 0.355 K17
(IF K1)5(0.952 + K1)6(0.952 + 1.952 K + K?)3
7400.7K7 + 9302.86 K% + 9334.04 K 4 7474.31 K10 4 4748 .71 K}
(1 + K1)5(0.952 + K,)6(0.952 + 1.952K, + K?)3
2364.01K 3.4 902.582 K13 + 255.165K1* + 50.316 K1° + 6.176 K16
(100K 1)5(0.952 + K1)6(0.952 + 1.952K, + K7)3 ’
o _ 0108 — 661/ — 11.268 K% — 43.797K3 — 102.132K}
L (1 + K1)%0.952 4+ K1)5(0.952 + 1.952K, + K2)3
648.178 KT — 117455 K7 + 82.835 K% 4 1459.81 K% + 2087.73 K
(14 K,)%(0:952 4+ K,)6(0.952 + 1.952K, + K7)3
907.182K 12 4 2134. 110+ 1614.02K 1 + 373.302K 13 + 108.506 K 1
(14 K1)%(0.9524 K)6(0.952 + 1.952K, + K?)3
20.811K1° + 2.300K 6+ 0.104 K |7
T K1)5(0.952 + Kg)o(0.952 + 1952k, + K2)3
—0.030 — 0.425K, L2740 K=< 10.434 K3 — 24.772K} — 31.712K?
(1 4+ K1)3(0:952yF K,)8(0°952 + 1.952K, + K?)3
141.828 K7 + 359.778 K. 4/568.72VK 94 646.085 K10 4- 549.51 K !
(1+ K1)5(0.952 + J7)6(0.952° ) T.952K, + K?)3
169.415K 1% + 59.086 K 14 + 14.166 K [° 2:Q90 K 1° + 0.143 K7
(14 K1)%(0.952 + K,)6(0,952 + 1:9524, + K?)3
8. 799K + 352.914 K2
(14 K1)%(0.952 + K1)6(0.952 + 1.952K, + K23

Co =

+

Usando Mathematica resolvemos numéricamente la ecuacion’C;Cy — Cy = 0 y obte-
nemos que K; = 2.335. Sustituyendo este valor de K7, el punto desequilibrio de coexis-
tencia es P = (1.5,1,0.303) y los valores propios asociados a .J(£) son A, = —0.432 y
A2,3 = £0.391 i. Usando la férmula de Kuznetsov y Mathematica podemos calcular el pri-
mer coeficiente de Lyapunov alrededor de P, el cual resulta ser —0.003. En’consecuencia,
la bifurcacién que presenta el sistema (3.1) en K; = 2.335 y Ky = 0 es”supercritica y la
orbita periodica que aparece es atractora. En la Figura 3.3 se muestra la_dinamica del
sistema alrededor de P.
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Figura 3.3: Retrato fase del sistema (3.1) alrededor de P = (1.5,1,0.303), cuando K; =
2.335 y K5 = 0. En una vecindadydel punto de equilibrio P hay ciclo limite estable
generado por una bifurcaciéon de Hopfesupercritica.

Cuando Ky = 2 tenemos lo siguientes
El polinomio caracteristico asociado a J(P) es

donde

D,

A~

P(AY=A> + PsX?+ Dy )\ + Dy,

1
= —(0.535 + 8.725 K, + 66.475 K& +314.283 K% + 1031.33 K
a 1 1 1

+ 2488.27K? + 4559.55 K7 + 6459.36K )+ 7126:22K" + 6109.3K?
+4016.21 K% + 1962.97K " + 665.037K % + 126.045K,°
— 34758 K{* — 9.093K7° — 2.251 K% — 0.202K7),

1
= —(—0.111 — 1.565K; — 9.911K} — 36.283K? — 79.9574}

[0
— 84.337TK? + 80.415K% 4+ 519.986 K| + 1143.46 K¥ + 1636/98]

+1703.22K,° + 1332.75 K" + 789.558 K|* + 350.375 K ,*
+ 113.197K* + 25.193 K, + 3.458 K|® + 0.220K]"),

1
= —(—0.065 — 0.826 K, — 4.575K? — 14.150 K} — 23.929K
«

— 8.034K? 4 68.611 K% 4 205.461 K[ + 337.004K% + 377.865 K7
+305.701K;° + 179.535 K" + 74.451K* + 20.048 K> + 2.597K*
—0.222K,° — 0.132K,° — 0.014K]"),

(3.15)

= 0.647449 + £1(11.295 + £1(92.7239 + k1(475.732 4+ k1(1708.5 4+ k1(4557.81

+ k1(9352.75 + k1(15079. + k1(19337.6 + k1(19838.5 + k1(16281.3
+ k1(10628.4 + k1(5451.25 + k1(2150.63 + k1(630.266 + k1(129.29

+K1(16.5756 + 1.k1))))))))))))))))-
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Usando Mathematica resolvemos numéricamente la ecuacion D1 Dy — Dy = 0 y ob-
tenemoS 47 = 3.451. Sustituyendo este valor de K; el punto de equilibrio estd da-
do por P~ (1.5,1,0.367) y los valores propios asociados a J(P) son Ay = —0.041 y
X253 = £0406 7. Usando la férmula de Kuznetsov y Mathematica calculamos el primer
coeficiente de“Lyapunov alrededor de ]5, el cual resulta ser 0.052. En consecuencia, el
sistema (3.1) presenta una bifurcacion de Hopf suberitica cuando K; = 3.451 y Ky = 2,
por lo que la 6rbita, periddica que aparece es inestable. Ya que el primer coeficiente de
Lyapunov es una funcién continua en K5, existe un valor K", tal que el sistema tiene una

bifurcacién de Hopf supercritica si 0 < K, < K»° y se tiene una bifurcacién degenerada
: 0
S1 KQ = KQ .

3.3.3. Bifurcacion Bogdanov-Takens en un CEP en (),

Para mostrar que el sistema (3:\l) presenta orbitas periédicas y érbitas homoclinicas
estables en (), se determinaran condi€ienes sobre los parametros para los cuales el sistema
presenta una bifurcacién de Bogdanoy-Takens. Supongamos que el sistema (3.1) tiene un
punto de equilibrio de la forma P, = (&e.¥o, 20). Para ello, vamos a suponer que zg, s y
d satisfacen (3.11) y que ademdgs$e satisface la observaciéon 3.3.7. Determinaremos que
el sistema presenta una bifurcacion=de Bogdanov-Takens alrededor del punto P, en los
parametros po v .

. . . N > ) 5
A partir de ahora, fijamos los siguientes, parametros del sistema: r = 5,()1 =4,¢ =

235

y C2
597
cuenta las asignaciones en (3.11), por lo que’log parametros restantes del sistema quedan

COImMo:

1
=1,pu =1.712, Ky =10, Ky = 1, 4y°= 1, xp== 5 Y Yo = 1. Ademas, tomamos en

245
20 = ——=
* 7199’
1312 x 10% + ¢4(—1.267 x 10%® + 1.875 x 10%¢y)
~ —3.531 x 1027 + ¢4(—4.810 x 1026 + 5.600 x 1025¢,)

S =3,

1
d= (—) (—1.279 x 10% + ¢4(1.805 x 10 + ¢4(2.603 x 10°*
(0%

+ c4(—3.544 x 10°® 4 ¢4(4.698 x 10°! 4 6.441 x 10%¢y))))),

1
g = (—) (—((1.087(—1.681 x 10%® + 35.c4(—6.544 x 10%

a1
+ 7.619 x 10*¢4))(4.392 x 107 + 35.c4(—4.7998 x 10% + 2.072 x 10%¢,)))),

1
[y = (—) (0.0000203446(5055. — 60515.c4 + (7.(—5.231 x 10°" + 2.319 x 103'¢y))) =iy,
a1
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dondé

& = —1.254 x 10°° + ¢4(1.040 x 10°® 4+ ¢4(1.670 x 10°* + ¢4(—2.165 x 10°
492,844 x 10°¢y))),
oy =H355307 x 10" + 8575.¢4(—4.00135 x 10* + 5.92212 x 10%'¢y))?).

Asfi el sistema™(8.1) tiene como punto de equilibrio de coexistencia a

1 . 245
Po=|=-1,— ).
27199
Para garantizar la positividad de los parametros del sistema, a partir de ahora consi-
deramos la siguiente hipotesis.

H2) 1.051 < ¢4 < 1.492.

La matriz jacobiana del sistenta, (3.1) evaluada en P, es

Ju Ji2 Jis
J(P) = dor Jog Josz | (3.16)
J31 J32 J33
donde
8645
Tn=
5
Jig = ——
12 9687
147459
1B 7916832
5.231 x 103¥—2.319 x 103'¢,
Jo1 = 0.00001009 ( 1.475 x 10° ;
2 ( X T 682 X 107 1 35,0003 (— 6545 x 10% + 7.620 x 102204))

1
Jog = ——(0.04467(3.553 x 10*" + 8575.c4(—4.001 x 10% + 5.922¢x 10*'¢,))(1.362 x 10**
Qo
+245.0¢4(—9.980 x 10% 4 2.724 x 10*¢y))),

1
Jog = —((0.01970(3.553 x 10*" + 8575.c4(—4.001 x 10% + 5.922 x 10* ef))(2.064 x 10%°
Q2
+ 245.0¢4(2.281 x 10** + 35.00c4(—5.745 x 10** + 8.392 x 10%¢,))))),

. _ 41834493798880950

1 21126143373290839
J 0.003(4.393 x 10%® + 35.00c4(—4.795 x 10%° + 2.073 x 10%%¢4)

32 —

1.682 x 1026 — 35.00c4(—6.545 x 1023 4+ 7.620 x 1022¢4)
0.023(3.553 x 10%" + ¢4(6.175 x 10?7 + 1120.c4(—2.444 x 10% + 8.392 x 10%°¢,)))
—1.682 x 1026 + 35.00c4(—6.545 x 1023 4 7.620 x 1022¢,) ’
g = (1.682 x 10%° 4 35.00(6.545 x 10%* — 7.620 x 10*%¢cy)cy)”.

J33 -
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Li6s valores propios de J(P;) son

AL =0,

>\2 - 07
1

A3 = (—) (6.703 x 1072%(2.588 x 10™ + 3.189 x 10™¢c; — 6.111 x 10™¢]
a3

+2.939 107 ¢ — 3.701 x 10™ ¢} +8.7611 x 10%¢))),

donde
a3 =41.681 x 10%° +2.290 x 10%¢, — 2.666 x 10%*c])?.

Por lo tanto, bajo la hip6tesis H2, el punto P, es no hiperbdlico.
Observacion 3.3.9. Si se satisfaee la hipotesis H2 entonces el valor propio A3 es negativo.

Ahora analizaremos el sistema”(3.1) cuando variamos los parametros (p2,s) en una
pequena vecindad de (fia, §). Pard éllo consideramos (fis + fa, § + 72) donde (B2, 72) estan
en una vecindad de cero.

A continuacién mostraremos que el=sistema (3.1) presenta bifurcacién Bogdanov-
Takens con respecto a los parametros (i3, §).

Proposicién 3.3.10. Si los paramétres.del gistema (3.1) satisfacen la hipdtesis H2 en-
tonces la transformacion

8f($7y72752772)> Det (af(x7y7 Z;ﬁ%%)))

(xay72752772) = (f(x’y’z’ﬁ%ﬁ}/z)’TT < 8(x,y,z) 8(96,3/,2)

es reqular en el punto (P, 0,0).
Demostracién. En el apéndice E, mostramos como se regscribe el sistema (3.1), cuando

(,u27 S) = (/122 + ﬁ27‘§ + ’72)

Sea F(w,y, 2, fa:72) = (F(2,9, 2 B, 72), Tr (2L5pasnl ) et (g2 ) ) Las

0f (%,y,2,82,72) of(z,y,2,82,72)
8(l“,y;) ; > y Det( B(I,y,zg) )
matica, pero son demasiado extensas por lo que se omiten en este trabajo,

expresiones para 1'r ( ) se pueden”calcular con Mathe-

Para mostrar la regularidad de F' calcularemos el determinante de

8645 5147459 0
7744 968 216832
1
DFV(P a1 a22 a23 3 0
0.0) = | 41834493798880950

(DF)(P,0,0) 21126143373290839 432 ass3 01 UN K
aq1 a42 Q43 —3 Q45
Q51 Q52 53 Q54 Q55

donde las entradas a;; de la matriz se muestran explicitamente en el apéndice E.
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Usando Mathematica se obtiene
Det((DF)(P,,0,0)) = ( ) 6.568 x 10~ *3¢cy(—2717. + 35.00¢4)(3.553 x 10*7

(
+ 8575.c4(—4.001 x 10 +5.922 x 10%'¢,))*(—3.381 x 1013
+ 5.000c4(4.546 x 10" + 245.0c4(—1.545 x 10"
4 5.000¢4(1.058 x 10M° 4 4.217 x 10"¢,(—1.126 x 10
+1.300 x 10*°¢4(1.694 x 10% + 5.422 x 10*°c4(—3.125 x 10*
421.314 x 10%¢4))))))),

donde,

oy = (1.682 x 10?64 35.00(6.545 x 10%* — 7.620 x 10%%cy)cy)®.

Por dltimo, con la ayuda desMathematica se muestra que si se satisface la hipdtesis
H2 entonces

Det ((DF)(P,,0,0)) # 0.

En consecuencia, la transformacidm F' essregular en (P, 0,0).

Sean
1
ap = ( > (5.796 x 1095¢2(—2.064 10" + 5648 x 10'%¢,)(3.553 x 10*7
Qly

+ 8575.c4(—4.001 x 10% + 5.922 x 10%¢,))* (—4426 x 10%
+5.000c4(7.589 x 10% + 175.0c4(—1.878 x 101 4-7.000¢4(8.839 x 10°®
+ 1.678 x 10*'¢4(—6.578 x 10% + 3.176 x 10%¢4)))))) y
bo = (%) (—1.166 x 10'7c4(3.553 x 10%*" + 8575.c4(—4.001x 107
4
+5.922 x 10*¢,))(1.273 x 10" + 25.00¢4(—2.009 x 10"+ ¢4(4.082 x 10'™
+ 35.00c4(—1.396 x 10" + 35.00¢4(2.606 x 10" + 175.0c4(£4.249 x 10'™
+3.136 x 10"y (1.141 x 10" + 8.434 x 10"¢4(—5.536 x 10'*
+3.776 x 10*¢4(3.356 x 10'"° + 8.752 x 10*%c4(—5.073 x 10%
+ 7.311 x 10**¢4(5.106 x 10% + 2.154 x 10%*c4(—8.434 x 107
+9.409 x 10%¢0))))))))))))),
donde

oy = (2.589 x 10™ + 5.000¢4(6.379 x 10" + 35.00c4(—3.492 x 10™
4+ 4.761 x 10%¢4(3.528 x 10%7 4 8.951 x 10%°¢4(—4.963 x 10** + 1.175 x 10%c,)))))°,

los coeficientes cuadréticos de las primeras dos ecuaciones del sistema (3.1). Usando
Mathematica se obtiene el siguiente resultado.
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Proposicion 3.3.11. Si se satisface la condicion H2 entonces, agbg # 0.
Del#teorema 1.2.12 y las proposiciones 3.3.10 y 3.3.11 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 343.12. Si se satisface la hipdtesis H2 entonces el sistema (3.1) presenta una
bifurcacion Bogdanov-Takens en el punto de equilibrio P, con respecto a los pardametros

(:u% S) en (/227 §)

Ejemplo 3.3.13. Tomando By = v = 0y ¢4 = 1.2 entonces se satisfacen las hipdtesis del
teorema 3.3.12 y existen

= (0,0,0),
(10,0,0),
(0,1,0),
(9.813,0,0.128),
(

(

(

9.371,0.094, 0.725),
9.250,0.351, 1.605),

Fo
Py
P
Py
Py
Ps
Ps = (0%,1,1.231),

puntos de equilibrio del sistema 3:1). En este caso Py, Py, P», Py y P5 son puntos silla, P,
es un pozo y Ps es un punto de equilibrio no\liperbdlico.

La matriz jacobiana asociado al punto de equilibrio P, estd dada por

—271352% 2.154=1.342

J(Py) =1 0.000037" 0.167 =0.055 | -
0.018 9.945 —.771

cuyos valores propios estdan dados por A\; = —2.111, Ay =—=1.469 y A3 = —0.175. En
consecuencia, P, es localmente asintoticamente estable.
Por otro lado, los valores propios de

1.116  0.005 —0.680
J(Ps) = 10200 —0.168 —0.099
1.980 0.663 —1.291

son A2 = 0y A3 = —0.343. En consecuencia, Fs es un punto de equilibriesfioshiperbdli-
co. En la figura 3.4 se muestra la dinamica del sistema (3.1) para estos valores de los
parametros.
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Figura 3.4: Retrato fase del sistema (3) alrededor de P, = (9.371,0.094,0.725), P5 =
(9.250,0.351,1.605) y Ps = (0.5¢1,1.231), cuando S = 0y 7o = 0. El punto de equilibrio
Py es localmente asintoticamente estable, Ps es inestable y Py es no hiperbdlico.

3.4. Simulacion numérica

En esta seccién se muestran diferentes escenarios que puede presentar el sistema (3.1)
sobre las curvas de bifurcacion“generadas de=ta bifurcacién Bogdanov-Takens analizada
en la seccién 2.3.4 para el modelo pi-dimensional (2.1).

Tomamos = 0.26 y v = 1.734 x 16;8 sobre J& curva
SN = {(B,7) : 1.805 v — 3.409 v* — 3283 v8 = 0,7 > 0}.

Fijamos a partir de ahora s = 0.015, Ky,= 5,by =_0.45 s = 0.02,¢c3 = 0.3,¢c4 =
0.01, 497 = 0.294,b; = 1.965,¢; = 0.059,d = 0.04 y R; =0.05. El sistema (3.1) tiene la
siguiente dinamica.

Los puntos de equilibrio del sistema son:

= (0,0,0),

= (6.614,0,0),

— (0,5,0),

= (2.641,0,1.240),
P4 = (1.986,0,1.088),

donde Py, P, v P, son puntos silla. Por otro lado, para analizar la dinamica dé, P3\y P,
calculamos la parte lineal del sistema en estos puntos.

0.046 0.170 —0.412
JpP)=| o —o544 0 |,
0.049 0.011 —0.278
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tienefvalores propios Ay = —0.544, Ay = —0.194 y A3 = —0.037, en consecuencia P;3 es un
poZo.

0.165 0.096 —0.529

J(Py) = 0 —0475 0 ,
0.076  0.009 —0.244
la cual tiene valores, propios Ay = —0.475, Ay = —0.078 y A3 = 0, en consecuencia P, es

un punto de equilibrio,no hiperbdlico. En la figura 3.5 se muestra la dindmica del sistema
(3.1) bajo los valorés de,estos parametros.

Y
N
Py
N
X N
L
5\134 7 \\
» EN
/P>- N P
»

Figura 3.5: a) Retrato fase del sistema/(3.1) alrededor de P; = (2.641,0,1.240) y Py =
(1.986,0, 1.088) cuando 3 = 0.26, vy = 1.734x 1078 (El punto de equilibrio Ps es localmente
asintoticamente estable y Py es un silla-n¢do. b) Zoom-alrededor de Py y P;.

Ahora, tomemos § = 0.1 y v = —0.615 sobhre la curva,
H ={(B,7):1.805 v+ 1.181 v* — 10.345 v3 + 2.716 3>= 0,7 < 0,3 > 0}

Los puntos de equilibrio del sistema (3.1) son:

Py = (0,0,0),

P, = (5.998,0,0),

P, = (0,5,0),

Py = (1.463,0, 1.080),

donde Fy, Py, P, son puntos silla. Por otro lado,

0.205 0.079 —0.699

J(P3) = 0 —0.471 0 ,
0.139 0.009 —0.194
y tiene valores propios Ao = 0.005 £ 0.240 7 y A3 = —0.471, en consecuencia P3 es

inestable. En la figura 3.6 se muestra la dindmica del sistema (3.1).
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Y

Figura 3.6: Retrato fase del sistema (3.1) alrededor de Py = (1.463,0,1.080) cuando
B = 0.1,y = —0.615. El punto. de equilibrio P3 es inestable y existe un ciclo limite
generado por una bifurcaciéon de Hopf.

Por otro lado, cuando § y v estanfen la curva
HL = {(B,7) : 1.805 v + 5.589~% — 17.125 v + 5.323 *> = 0,7 < 0},

Por ejemplo, = 0.04 y v = —0:007, el sistema, (3.1) tiene como puntos de equilibrio

Py = (2.138,0, 1.555Y,
Ps

Py=0,0,0),
P=(6.605, 00);
P, =(045,0),
Py = (26683,0, 1.692)"
(
= (

1.883,0,1.448),
Py, P, P, son puntos silla. Para P5 se tiene

0.079 0.223 —0.420
JP)=| 0o -—ome o |,
0.070 0.015 —0.276

la cual tiene valores propios Ay = —0.746, Ay = —0.145 y A3 = —0.050, en, consecuencia
Pj es estable. Por otro lado,

0.195 0.153 —0.495
JP)=| 0o —0685 0
0.094 0.014 —0.254

Esta tiene valores propios Ay = —0.685, Ay = —0.091 y A3 = 0.032, en consecuenciafPy) es
una silla. Por dltimo,

0.244 0.118 —0.555
JP)=| 0 -0636 0 |,
0.113 0.013 —0.236



3.4. SIMULACION NUMERICA 76

la cual tiene valores propios A\; = —0.636, A2 3 = 0.003 = 0.070 ¢, en consecuencia F5 es
inestablegvéase la figura 3.7.

Py Z

w

(b) (©

Figura 3.7: a) Retrato fase del sistema (3.1) alrededor de P{=/(2.138,0,1.555) y Ps =
(1.883,0,1.448) cuando f = 0.04 y v = —0.007. El punto de equilibrio P3 es localmente
asintoticamente estable y los puntos P, y P5 son puntos silla. En_particular, existe una
érbita homoclinica en Py. b) Zoom alrededor de Ps. ¢) Zoom alrededor'de Py y Ps.

Sean s = 1.303, Ky = 5.623,b, = 0.599, us = 0.007,¢3 = 0.087,¢; =.0.029, 1 =
0.247,b; = 1.965,¢; = 0.185,d = 0.198 y R; = —0.071. Los puntos de_equilibrio del
sistema se muestran en la tabla 3.1. Los puntos de equilibrio Fy, Py, P, y“Ps/son silla,
P3 es una fuente, P es un pozo y P, es un punto de equilibrio no hiperbéligo, Ya que
los pardmetros satisfacen el teorema 3.3.6, el sistema (3.1) presenta una bifurc¢adién de

Bogdanov-Takens en P;. En la figura 3.8 se muestra un eshozo del retrato fase del sistema
(3.1).
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Puntos de Equilibrio

Valores propios

Py, = (0,0,0) 1.623,1.303, —0.198
P, = (4.149,0,0) —1.623,1.303, 0.941
P, = (0,5.623,0) 1.623, —1.303, —0.182

0.379,0.148, 0.086

P, = (1.572,0, 1.977)

0.118,0,0

63.133,60.374, 3.094)

—2.535,—0.172,0.002

= (

s = (
Py = (1.005,0, 1.542)

(

= (

6 =

Iz
Ps =(2.103,0.147,2.181)

—0.148, —0.059 £ 0.072:

Tabla 3.1: Puntos de Equilibrio.

(a

(b)

E

Figura 3.8: a) Retrato fase del sistema (3.1) alrededor de P; = (1.005,0,1.542)¢P, =

(1.572,0,1.977) y Ps = (2.103,0.147,2.181). El punto de equilibrio P3 es una fuentey Py
es un silla-nodo y Py es localmente asintéticamente estable. b) Zoom alrededor de Py.-¢)

Zoom alrededor de Ps.
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3.5¢ Contraste entre los planos zz,yz y ().

En éstasseccién se muestra una exploracion numérica del sistema (3.1) bajo la bifurca-
ciéon Bogdanov-Takens analizada en la seccién 2.3.4. En particular, debido a la reflexion
que existe entre los planos xz, yz mostramos qué ocurre cuando ambos mantienen la mis-
ma dindmica én §2;.

Fijamos,

o 2 c3d® — R% — 2byc3dpy + b33

3044d,ug

1 2
Ky = 3d n ,
2 (—ng — 2R2 + bQ,LLQ —ng + RQ + bg/ﬁg)
(—ng + RQ + b2ﬂ2)2(203d + R2 + bgug)
9242 (2¢3d + Ry — 2baf12) 7

Cy = —

donde R, es un pardmetro auxiliar como en (2.6) para el plano yz. Ademds, tomamos
B =10.012 y v = —1.419 sobre la curva

H ={(8,7) : 1.805 7+ L¥81 12 = 10.345 v8 + 2.716 82 = 0,y < 0, 3 > O},

bl = bg = 1965, M1 = WU = 0294, Cl =¢€3—= 0059, d= 004, Rl = RQ = 0.05.
Los puntos de equilibrio del sistema )(3.1) seow

(0,040))
(5.19500,0),
(0,5.19520),
(0,1.308,1.104),
(

(

(

(

1.308,0,1.104),

0.429, 0.429, 0.896),
2.916, 3.728, 4.489),
= (3.209, 3.209, 4.477),
Ps = (3.728,2.916, 4.489).

P
P
Py
Py
Py
Ps
Ps
Py

Py, Py y P, son puntos silla. Para analizar la dindmica de los punteside equilibrio
Ps, Py, Ps, Ps, P v Py calculamos las matrices jacobianas, respectivamente.
Para Pj se tiene que
—-0.635 0 0
J(P;) =1 0.097 0.154 —0.775 |,
0.638 0.178 —0.172

la cual tiene valores propios A\; = —0.635 y A23 = —0.008 £ 0.334 7, en consecuencia~¥;
es localmente asintoticamente estable.
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Por otro lado, para P, se tiene

0.154 0.097 —0.775
Jry=| 0o -063 0 |,
0.178 0.638 —0.172

la cual tiene valores propios A\; = —0.635 y Aa3 = —0.008 = 0.334 7, en consecuencia P,
es localmente asintGticamente estable.
Para los puntos de“eqtilibrio de coexistencia se tiene que los valores propios de

0.158 0.008 —0.561
J(Ps) = 10.008 0.158 —0.561 |,
0.335 0.335 —0.069

son A\; = 0.150 y Ag 3 = 0.049(30.602 ¢, en consecuencia Ps es una fuente. Para

0.410 0.164 —0.092
J(Ps) =| o324 0.046 —0.079 |,
0:035, 0.022 —0.349

son A\ = 0.516, Ay = —0.343 y Ag#= —0.066 en consecuencia Fs es un punto silla.

0.260 0:223,—0.087
J(P;) = (0223 +0.260 .~0.087 |,
0.080-0.030.<0.348

tiene como valores propios a A\; = 0.477, Ay & +0.342 y*A3 = 0.036 en consecuencia P; es
un punto silla.

0.046 0.324 —0.079
J(Ps) = |0.164 0410 —0.092 |,
0.022 0.035 —0.349

tiene como valores propios a A\; = 0.516, Ay = —0.343 y A3 = —0.066, en consecuencia
Py es un punto silla. En la figura 3.9 se muestra el retrato fase correspondiente a estos
parametros.
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—

Figura 3.9: Retrato fase del sistema=(31) alrededor de Py = (0,1.308,1.104), P, =
(1.308,0,1.104) y Ps = (0.429,0.429,0:896) cuando f = 0.012,y7 = —1.419. Los pun-
tos de equilibrio P3 y P, son localiente asinttficamente estables y Ps es una fuente.

3.6. Exploracién numérica

Fijando s = 0.872, K; = 1.072, Ky = 35.077,b,=0.7, us = 0.005,¢c3 = 0.005,¢c4 =
0.029, 7 = 0.671,by = 1.9,¢; = 0.698 y d =)0.198,#€Lsistema (3.1) tiene la siguiente
dindmica.

Los puntos de equilibrio del sistema son:

Py = (O, 0, 0)7

P, =(1.072,0,0),

P, =(0,35.077,0),

P; = (0.155,0,0.067),

Py = (0.090,32.684,0.111),

donde Py, P;, P, son puntos silla. Por otro lado, J(Ps) tiene valores propios\;.= 0.825 y
A23 = —0.004 £ 0.151 ¢, en consecuencia P es inestable.

Los valores propios de J(Py) son Ay = —0.792 y Ay 3 = —0.0005 %+ 0.142 7 ,enycon-
secuencia Py es localmente asintéticamente estable. En conclusién se obtiene que’bajo
ciertas condiciones en los parametros, se garantiza la coexistencia de las tres poblaciones
con un punto de equilibrio estable P, como se muestra en la figura 3.10.
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60

20 7

Figura 3.10: Retrato fase del sistema=(3.1) alrededor de P; = (0.155,0,0.067) y Py =
(0.090, 32.684,0.111). El punto desequilibrio P, es localmente asintéticamente estable y
P5 es inestable.

Ejemplo 3.6.1. Tomamos los valores'de los parametros,

cp = 0.0156,d = 0.65,b; = 0.23, g <0.14, ¢ = 0009, = 0.8 y K1 = 25. (3.17)

El sistema (2.1) tiene en (25,0) un punto-de equilibrio el cual es globalmente estable,
es decir, no sobrevive el depredador. Incorporamos la pobldeion y en mutualismo con z,
tomando los siguientes valores de los pardmetros en el sistemay(3.1),

c1 = 0.0156,d = 0.65,b; = 0.23, 1y = 0.14, ¢, = 0.009, r = 0.8,

3.18
Ki =25, 1 = 0.18,by = 0.45, s = 0.035, Ky = 40,3 = 1 v &= 0.002. (3.18)

El sistema (3.1) tiene como punto de equilibrio a (28.376,6.343,0.518), el cual es lo-
calmente asintoticamente estable. Mientras que en ausencia de la poblaeion z, el punto
de equilibrio (40, 0) en el plano yz es globalmente estable. Por lo que la pehlacién depre-
dadora no sobrevive en ausencia de una de las presas.

Ejemplo 3.6.2. Tomamos en el sistema (2.1) los parametros como (3.17) e incrementamos
la capacidad de carga de la poblacién x a K; = 30, lo cual genera el punto de egudilibrio
(29.772,0.038), que es globalmente estable. Incorporando la poblacién en mutualismio, y,
y tomando los pardmetros como en (3.18) se mantiene la coexistencia en el sistema tridis
mensional con un CEP (29.606,0.108,0.086) que es localmente asintéticamente estables
Al incrementar la capacidad de carga K7 de la poblacién z, el punto de equilibrio de
coexistencia en el plano xz se mantiene y es estable. Ademds, a medida que K; crece,
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ambas poblaciones van creciendo pero la coordenada z crece mas lento. Por otro lado,
cuande’censideramos los valores de los pardmetros como en (3.18), y K; aumenta, el CEP
estable desaparece. Por ejemplo, si K1 = 35 no hay punto de coexistencia. Sin embargo, si
K, se incrémenta aparece de nuevo un punto de coexistencia el cual es inestable. Tal es el
caso Ky = 4bpara el cual, el sistema tiene un punto de equilibrio de coexistencia inestable
(516.371,494.883, 4.329). Ademads, este comportamiento se mantiene para valores de K
mas grandes.

Ejemplo 3.6.3. Tomamos en el sistema (2.1) los parametros como en (3.17) con K; = 30
y variando el pardmetre”de interferencia co, el punto de equilibrio estable se mantiene.
Incorporando la poblacinlen mutualismo y, y tomando los pardmetros como en (3.18),
al variar cy se tiene que para valores pequenos de interferencia como c; = 0.016, hay un
punto de coexistencia (29.695, 0.256, 0.097), el cual es localmente asintéticamente estable.
Ademas, este desaparece al ingrémentar ¢y, por ejemplo cuando ¢, = 0.027 no hay punto
de coexistencia.



Conclusion

En este trabajo se”hasanalizado la dindmica asociada a un modelo que describe la
interaccion entre dos especies de presas en mutualismo, en presencia de un depredador
comun y los diferentes escenarios que podrian observarse en la naturaleza. En el sistema
(2.1) el cual considera una pobla¢ién de presas y un depredador es posible obtener hasta
tres puntos de equilibrios de coeXistencia, como se mostroé en [L]. En el caso donde se tienen
tres puntos equilibrio de coexistencia s, P3 y Py, el punto de equilibrio P, siempre es silla
y los puntos de equilibrio P3 y Pigpueden ser simultdneamente estables, generando una
biestabilidad en el sistema. Asi, dependiendo de las condiciones iniciales el sistema puede
converger a uno de los dos posibles estades estacionarios estables, es decir, dependiendo
de la cantidad de presas y depredadores en el estado inicial sera el limite asintotico de
éstas. Ya que las coordenadas e’ P3 son menores que las de P,, se podra obtener un
numero bajo de depredadores y dé presas o'un incremento en ambas poblaciones. Al
variar el parametro p; que representa‘el, aprovechamiento del depredador, la dindmica de
los puntos P3 y P, cambia y se obtieneiuna orbita periddica estable de amplitud grande.
Por lo que la coexistencia de las dos peblaciones se/puede dar alrededor del punto de
equilibrio u oscilar alrededor de la érbita periddica estable.

Otro escenario posible del sistema (2.1)  es/cuande”tiene dos puntos de equilibrio de
coexistencia P, y Ps, uno de ellos Pj, es siempre no hipeebtlico y la estabilidad del punto
de equilibrio P, depende de la interferencia entre los depredadores (c2). De hecho, bajo
ciertas condiciones respecto a este parametro se presenta bifureacion de Hopf, es decir, este
parametro influye en la coexistencia de las dos especies. Ademas; mostramos condiciones
para las cuales el punto de equilibrio Pj es estable, generando biegtabilidad en el sistema
junto con P,. Por lo que el limite asintético depende de las condicignes iniciales. Por otro
lado, se mostraron condiciones para las cuales el sistema (2.1) exhibe una bifurcacién
de Bogdanov-Takens en P;. En consecuencia, la coexistencia entre especies,se puede dar
alrededor de un punto de equilibrio, una érbita periédica o una érbita homoclinica.

Generalmente los ecosistemas estan en equilibrio, es decir, los organismos’que lo com-
ponen tiene las mismas posibilidades de sobrevivir y desarrollarse. Pero cuandojalguno
de los factores que compone el ecosistema se modifica, puede o no alterarse elfecosiste-
ma, en este sentido se analizo el caso en el cual al sistema depredador-presa, se le” anexa
otra poblacién de presas, considerando que ambas poblaciones presas interactuan ensmu-
tualismo y tienen al mismo depredador en comun (sistema (3.1)), mostramos que bajo
ciertas restricciones sobre los pardmetros existe un punto de equilibrio de coexistencia
estable. Ademds, cuando se consideran los valores de los pardmetros que garantizan una

83
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bifur€acién de Bogdanov-Takens para el modelo depredador presa (2.1), se mostré que
en el siStema de las tres poblaciones se presenta esta misma bifurcacion alrededor de un
punto de equilibrio que corresponde a una poblacion de presa y una poblacién depreda-
dora. Por @tre lado, cuando se consideran los valores de los pardametros que garantizan la
existencia de=tin punto de equilibrio de coexistencia para el sistema (3.1), existen condi-
ciones particulaves sobre los parametros del sistema, que garantizan una bifurcacion de
Bogdanov-Takens. Las simulaciones numéricas ejemplifican los resultados tedricos obte-
nidos y muestran,que la coexistencia de las tres especies se puede dar a través de un
punto de equilibriofuma, 6rbita peridédica o una érbita homoclinica estable. Ademads, nos
muestran condicionesten la capacidad de carga de las poblaciones presa que contribuyen
a la coexistencia con el'depredador, asi como el papel que juega la interferencia.

Trabajos a futuro

= Ya que los depredadores estén, én lo alto de la cadena alimentaria y siempre en busca
de comida, las presas deben ‘evitar constantemente ser devoradas. Esto las lleva a
adaptarse y a desarrollar mecasismos de defensa. En el modelo la defensa de la
presa esta medido por los exponentesvyn y n. Un problema interesante es determinar
la influencia que tienen losstecanismos de defensa en la coexistencia de las tres
poblaciones. En particular, sauméricaménte se ha observado la existencia de puntos
de coexistencia estables cuandem-= 2 y w= 3.

= Los resultados obtenidos muestran-la existeficia de conjuntos limites estables tales
como puntos de equilibrio, érbitas périgdicas § orbitas homoclinicas. Sin embargo, el
sistema puede presentar otros comportamientos; en particular, estamos interesados
en determinar si el sistema presenta comportamiénte caodtico.

= En el modelo se considerd que el beneficio que recibe®una poblacién presa por la in-
teraccion mutualista se ve reflejado en su capacidad de carga. Por otro lado, existen
otras propuestas en las que la interaccion influye directé@mente en la tasa de creci-
miento, por lo que es importante considerar en el modelo otros tipos de funciones
que midan una interaccién mutualista.
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A. Estabilidad del punto de
equilibrio ' no hiperbdlico en el plano

La matriz jacobiana asegiada al sistema (2.13), evaluada en el origen estd dada por
Ju Ji2
J00,0) = ,
Jo1 Ja2

Ji1 =810 &%y (—crd + Ribyp11)* (2c1d + Ry + by ),

Jio = — 72901 cod?lid (—c1d + Ry by ji1)* (2c1d + Ry + byjy),
Jo1 = — 8101 d® i3 (—edd=Ry +bypr)* (2c1d + Ry — 2by 1),
Jog =729 cod’ i3 (—crd TRy + byt?)2(2c1d + Ry — 2byp11).

donde

la cual tiene como valores propios

A=0,
w =281 bldgul(—cld + R1 + bl,ul)Q(QC‘?dg + Ril)) + 180102d3/l1 + 3R1(362d2 + blRl),ul
+ 3b1(—602d2 + blRl,U/% + b?/ﬁ? — 30%d2(R1 + bl,ul))

Para simplificar las expresiones de los polinomios en la forma*normal , asignamos

9cad? 1y

pa(—crd + Ry + byjg)?

2c1d + Ry + by
p1(—2c1d — Ry + 2byju1)’
:i L 3b1 n 9cyd?

o 2c1d+ Ry —2byn - (—erd+ Ry + bypg)?

wy =(—c1d + Ry + b)),
1 3b,
T 2ed+ Ry — 2
wg =2c1d + Ry + by iy

w1 =

Wy =

Wws

Ws

Asi
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P(x, ) ::—;((—(Rl + b ) (zwr + 2wn) + d(—3 + c1(zwr + 2wy)) (—9ead?(z + 2)

AP (2w + 2ws) + RE (2w + 2ws) — Ry(3cod(x + 2) + bypug ) (mwy + 2ws)

+ cfd(+2R1 + 3cod(x + 2) + byp) (zwr + 2ws) — by g (21 i1 (xwy + 2wo)

+ 3d(3 o (7 + 2) (zwr + 2w2))))(cld* (mwy + 2wq)? + Sd® (2w + 2w3)

(—(Ry +01 ) (zwy + zws) + 3d(2 + ca(x + 2)((zwr + 2w2)))

— (Ry + by ) (27cod® (z + 2) — 9cod® (1 + 2)(Ry + bypur ) (ww; + 2w3)

+ (R — 2b i) 2R, — bypuy) (Ry + by ) (zwr + 2ws)® — 3d(Ry 4 by i) (zwy + 2w))
(Ry 4 by 4 28R (w+ 2)(zwy + 2ws) — bica(x + 2)py (zwy + 2ws)))

+ crd(—5deyd (2 2) 4 (Ry + by ) (2w + 2ws)(—1eod? (2 + 2)

+ (5R? + by iy (9cod (@A 2) + 5bipy) — Ry(9cad(z + 2) + 8bip))

(W) + 2wy))) — 3G d* (TwiN2ws ) (—3cad?(z + 2)

+ (R} — by Rpy + b33 (ks 2ws) + 3d(Ry + byjuy (1 + co( + 2) (2w + 2ws)))))
+9d? 11y (—81bycod® (z + 2)pf(Re1d + Ry — 2b1111) + (2¢1d + Ry — 3cod(z + 2)

— 2b1p1) (—9eod? (z + 2) + i dPm, + 2wy) + c1d(—2R; + 3cad(x + 2) — 2byjuy)
(xwy + zwa) + (Ry + beld) (Ry — 3cedlar + 2) + bypy) (zwy + zwy))

(—9cod*(x + 2) + Ad? (vwf F=zws) HRI (w1 + 2wy) — Ri(3cad(z + 2) + bipy)
(xwy + zwa) + c1d(—2Ry +862d(x + %) by 1) (2w + 2ws) — bypg (201114

(xwy + zwa) + 3d(3 + co(z + 2) (@l + Bwe))) + 9b1dpy (2¢1d + Ry — 2by 1)
(mwy + 2wo)wy)ws + 72901 cod® (2 F ) prws = 84b dP g (zw; + 2ws)wsws),
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1
Q(IE, Z) :W(Slc — 2d4ul(—816102d3<3§' + Z)[Ll(QCld + Rl — leﬂl)
3

+A2e1d + Ry — 3cad(x + 2) — 2by 1) (—9cod?(x + 2) + cd? (zwy + 2zwy)

+ cfd(3-2R, + 3cad(w + 2) 4 byuy) (zwy + 2ws))(—9cad? (z + 2) 4 Ad* (2w + 2ws)
+ RI@wpd 2wy) — R(3cad(w + 2) + byuy) (mwy + 2zwy)

+ c1d(—2Ryp+ 3cod(x + 2) + bypy) (wwy + 2ws) — by g (201 g (w1 + 2ws)
+3d(3 + ci(z 2) (zwy + 2ws)))) + Ib1dps (2¢1d + Ry — 2by 1) 2wy + 2ws)wy)
— wa((—(Ry b1 ) (w1 + 2ws) + d(—3 + ¢y (vwy + 2ws)) (—9cod?(z + 2)

+ Ad* (zwy + 2u8) 3PRI(rwr + 2ws) — Ry (3ead(w + 2) + by ) (zwy + 2wy)

+ c1d(—2Ry + 3cd(x 4 2) + by pg (xwr + 2wa) — by g (201 1 (2wy + zws)

4+ 3d(3 + co(x + 2) (2] + 2w2))))(cldH (zwy + 2w2)? + Ed® (wwr + 2wy)

(—(Ry + byp) (zwr + Zwa) ¥ 3d(2 + co(x + 2)(zwy + 2w2))) — (R + bypr)
(27cod® (7 + 2) — Yeod® (2 BN Ry + by (zwy + 2wy) + (Ry — 2b1j1y)

(2R, — bypa1)(Ry + b)) (zwd W2ws)? — 3d(Ry + by ) (zwy + 2ws)

(Ry + bijg + 2co Ry (x + 2)(2Wh T 2ws2) — bico(x + 2) g (2wy + 2ws)))

+ c1d(—54cod® (z + 2) A/ (R, + by @w, + 2ws)(—18cod?(x + 2)

+ (5R + by i1 (9cad(z +2)etsBby 11 ) =R (9cad(z + 2) + 8by 1)) (zw; + 2ws)))
— 3cid? (wwy + 2wy)(—3cad*(x b 2) +Rpe bRy + bip)(zw; + 2ws)

+ 3d(Ry + by (14 co(w + 2)(zwy + 2w+ 7296 cod” (7 + 2) pryws

— 81b1d® 1 (2w + 2ws)waws)).



B. Bifurcacion Bogdanov-Takens
el plano

Entradas de la matriz de regularidad

11 ai2 Aaiz daiq
. la a 0 a
(DF>(P37070) = 21 22 2 )
31 Aagz 33 A34
g1 Qg2 Q43 A4g4q

donde
- _d(2C1d —+ Rl — 2b1,u1)
11 — 3b1,U1 5
- bid(—cid + Ry + b)) * (261 d + Resby i)
12 — — )

3azut
1
als = (E) (—27d3(261d + R1 - 2b1u1)(cld R1 - blﬂl)(cld + R1
1

— b)) (erd + 2Ry — by )?),
. 9d*(2c1d + Ry — 2by )3
bi(—cid + Ry + bipn)*(2c1d + Ry + b))’
bid(2cid + Ry — 2b1p)?(—cid + Ry + byjun ) (21 d& B + bypy)

a1 = 9 )
305
U — bld(201d + Rl - 2b1/L1)(—Cld + Rl + b1u1)4(201d + Rl + blul)Q
22 — 30[%#1 )
9bld4ﬂl(201d + Rl - 2[)1[1,1)4
94 = — 2 )

0%}

90



91

1
pa1 = (9b1,u1(201d + Rl + bl,ul)
—5R} +3by(c1d + Ry)(cid + 5Ry) g — 3b7(derd + 9Ry)pd + 7H313)),
ey 4 _b%(zCld —+ Rl)(—012d + Rl + b1M1)8(261d -+ R1 + b1,u1)3
3Q%M1<—2C1d - Rl -+ 2()1,&1)
1
a3z = (W) (18d2(201d + R1 - 2b1u1)(01d + Rl — bl,ul)(cld + 2R1

1
- bl/~L1)2(—C1d + Ry + b1M1)2),
3d3(201d + Rl - 2b1,&1)2(861d + 4R1 + bl,ul)
bl(—Cld + Rl + blu1)2(2cld + R1 + b1,u1)2 ’
1

= —(d(2c;d + Ry — 2b 1
a1 (961/,61(2C1d+ Rl -+ blul)) ( ( ( @ + ! 1#1)(61

+10c1dRy + TR? €2by(cyd + 5Ry)py + b213))),

) (—(2¢}d® + 9c]d* Ry — 6c1dR3

Y

azq = —

bid*(—cid — Ry + b)) (—crd + Ry + bijn)®(2c1d + Ry + byp)?
Qa 3,,2
10 Uy

1
g3 = (aa—) (6b1d3(201d + R1 - 261M1)2(01d + R1 — blﬂl)(cld

g2 — — )

2 2
10501

+ 2R1 — b1[,61>2(—01d -+ Rl ~+ 61M1)6(201d + Rl + bl,ul)2),

alog o

1
4y = (—) (—(27bd° (2efd=+ Ry =2bipy)* (crd + Ry — byp) (—crd

+ Ry + bi1pn)®(2c1d 4+ Ry + byfih)?)),
con
a = (—cid + R1)*(2cid + Ry) — 3bi(c1d — Ry)(cid 2Ry )iy + 33 Ry}
+biu,
oy = —9c1d* — 9d(Ry — bipy),
ay = bi(—c1d + Ri)*(2c1d + Ry) + 30 (—c{d® + RY) + 307 By + by

Coeficientes de la forma normal Bogdanov-Takens

En este apartado describimos las expresiones de los coeficientes asociadgsa,los cambios
de variable que se consideran al momento de llevar el sistema (2.15) a la formadiormal de
la bifurcacién Bogdanov-Takens.
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Los goeficientes asociados al sistema (2.18), estdan dados por

P.oo ="Pos
Py = PysPos(Pro + Qo1) — Po1 Po2Qoo — PooPor (Pi1 + Qoz)
4 P021 M
PP
PzOl - 1 - (‘);2 027
01
1
Py = <2P4 ) (PotBQuoo(Po2(2Pio + Qo1) — Por(Pi1 + Qo2)) + Poo(—PipQo1 (Pio + Qo1)
01
— P2 (—=2PyaPay +(RA + Qu2)?) + Po1 Poa(2Qo1 (P11 + Qo2) + Pio(Pry + 3Qo2)
— 2PQ10))),
Py = Poo(—Po1 Po2Qoo + FooPoaQo1 — Poo Po1 (P11 + 2Q02))
z11l —
Py, ’

Q200 = PooPro + Po1Qoo,

1
Qz10 = <P_2) (= Po1 (Poa ProQoo + ForlrgQor + Po1QooQo2) + PooPo1 (2Po1 Pao — Pio(2P1
01
+ Qo2)) + P Q1o + PooPox (PR + 2Pr5€01 — 2Py1Q10)),
Py ( Pys P P
Q.01 = Pio + Qo1 — 00(Fo2 102+ 01@02)’
By
1
Qz20 = <W) (Poo(— P ProQuo1 (3Pre-2Qo1 ) 2R, Pao (P11 + 2Qu2) + Por Poa (P (3P
01
+5Q02) + 2P02Q01Q10 + Pio(4P11 Qo b Qo1 Qud + 2P52Q10)) — Py (Pio(2P2 + 2Pyy Py
+ 5P Qo + Q2y) + 2P (PaoQo1 + P @10+ 2Q02@10))) + Po1(Piy PioQoo
(2P0 + Qo1) + Po1 Po2(Qo1(QooQo2 + Po1Q10) — Pio(LfiQoo + le — Qo0Qo2 + 2P0 Q10))
+ P()21(2P120Q02 — Qo0Qo2( P11 + Qo2) + Po1(—2P2Qo1 +4Pn Q10 — Qo2Q10) + Pro(P11Qu
+ Q01Qo2 — 2PnQ11) — 2P Q2))),

1
Q.11 = 2P + Q11 + (P_4) (2P0 Py PioQo1 + Py (2P Poa P20 + PogP3pQo1 — Po2Qo0Qo2
01
— PooQ%y) — Poi (Pro( P+ 2Qo2) + PoaQ10) — Por Poz(Poa PioQoo + Pod(2P10Pia
+ 3P1pQo2 + 2P2Q10))),

QzOQ =0.
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L6s coeficientes asociados al sistema (2.19), estan dados por

1
Quoo = (P()Gl) (P, Qoo — Poo PP (PoaQoo + PoiQo1) + Pe P (—PhQoo + Poi Pox(Pro
+ Qo1 )=F P()21Q02) + Péopozz(—PQO + Po1(Pi1 +2Q02)) + P§0P01P02(P§2Qoo
+ Po1 Pa®@br— Py (Pi1 + 2Q02))),
1
Quio = (P—S;l) (LB B3 (—Po1 Piy + Poa (2P0 + Qo1)) (Po2Qor — Por(Pry + 2Qu2)) + P
(—P35Q% + Po1 Pya@QuoQor + Py (—PioQo1 — QooQoz + Po1Q10)) + Py Por Pog
(2P3,Qo0(Pio + Qo) Py, (Pl — 4PoaPao + 3P11 Qo + 4Q%) — Po1 Py (Qo1(—2Pyo
+ Qo1) + 2Qoo(Pr1 ' Q9)) + Piy Poa(2P11Qo1 + 3Q01Qo2 — 2Pio(Pr1 + Qo2)
— 4Py2Q10)) — Poo Py (—PasQo0Qo1 + Por Poa(Q31 + Qoo(Pi1 + Qu2)) — P (2P10Qo2
+ Qo1 (P11 + Qoz2) — 2PpaQuo)H+ Pngll) + P020P021(_P612Q30 + P01P(?2Q00Q01 + P021P022
(Phy — Qoo(Pr1 + 3Qu2)) + PEiF(2Q01Qo2 + Pio(Pi1 + Qo2) + 3P2Q1o0) + Py

(—P11Qo2 + Poa(—2Ps + Q11)))),
1
Quor = (PS ) (Pgy + PooPo2)(—Poo Py Boelro — 2P5y Py Py Qo1 + 2P P Qo1 + Py
01

(Pro + Qo1) — 01(P02Q00 + BooldP11 +2Q02)) + 2P00P51P02(P02Q00 + Poo(Pr1 + 2Q02))
- 2P020P01 oz(Ponoo + Poo(Pirh2Q02)) s

1
Qui1 = (Plo) (2P Py (Pio — Qo1)Qotl— 2P PA By ((Poo Pi1 + Po2Qoo) (Pro — 2Qo1)
01

+ Poo(2P1o — 5Qu1)Qu2) — P Poy Pox(2 L5 Q30 2P (Pry + 2Qo2) (Prr + 3Q02)

+ PooPo2(4P11 Qoo — 3R, + 10Q00Qo02) )= L) (Po2(Pr3Qo0 — PioQo1 + 2Q00Q02)

+ Poo(PY) — 4Py Py + 2P11Qoa + 2Q%,)) + Poo Loy Pogl@R5,Q50 + PooPoo

(5P11Qoo + Q1 + 9Q00Qo2) + Poo(3Pf) — 4Poa Pag + 9P11 Qb + 8Q5,)) — Poy (Pro(Pr
+2Q02) + Po2Q10) + PooPyy Py (— Poa ProQoo — PooQo1Qob5Poo Po2Q10) + Py Py Py
(—Poo(6P11Qo1 + 2P10Qo2 + 9Q01Qo2) + Po2(—2P10Qoo0 — 5QeiQo1+ 4PooQ10)) + Py Pos
(Po2Qoo(Pro + Qo1) + Poo(—PioPri1 + 2Qo1 (Pri1 + Qo2) — 4PoeQighh+ Fy10(2Ps0 + Q11)
— P Poa(P3y Qb0 + PooPoz(2P11Qoo — PioQor + Q1 + 3Qo0Qo2) *+ Poo((Pr1 + Qoz)

(P11 +2Q02) + Po2(2P3 + Q11)))),
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-
Quo2 = (%) (=P + PooPo2)(Py; + PooPo2)* (Po1 PeaQoo — PooPo2Qo1 + PooPor (P
01
+ 2Q089));

1
Qu2 = (2P1 0) (2P0 Py (— Po2Qo1 + Por(Pu1 + 2Q02))(—2P51 (Pi1 + Qo2) (Pi1 + 2Qo2)
01

+ Po1 Poo (2P51 P + 4P11 Qo1 + 6Q01Qo2 + Pro(Pi1 4 5Q02)) + Pon((Pro — 2Qo1)
(Pro+ Q1) — 2Bn@f0)) + PifyPor Poa (2P Qoo( Py — 3P1oQor — 5Q3) + oy (3P
— 2Py P11 Pog + 12P5Qo2 + 4Po2 PaoQo2 + 17P11 Qg + 6Q%,) + Por Py (2P Qo
+ 20 P11 QooQor — 5PI@ET — 3Q5, + 34Q00Q01 Qo2 + 6P1oQoo(Pr1 + 3Q02)
— 4PyQuoQr0) + Pgy Pn (2P Piy — 10PF Qoo + 4Poa PagQuoo + 10P1o P11 Qo
+ 9P11Q5; — 34P11QooQos(F 19P1oQo1 Qo2 + 12Q%, Qo2 — 28Q00Q5, — 2Po2(4Pyg
+ Qo1)Q10) + Py Po2(8Poa PrgFan — Pio(Pr1 + 2Qo2) (511 + 9Qo02) — Qo1 (9P,
— 2Py Py + 24P11 Qo2 + 17Q5) 2 oo (Pi1 — 2Q02)Q10)) — Py Py (—4Pgs Qi (Pro
+2Qo1) + Por Py Qoo(—2Pr + 8P1yQg0 — 9P10Qo1 — 8Q5; + 14Qu0Qo2) + Py Py
(P{Qo1 + 16P11QuoQu1 + 3Qpp + 28Q00Q01 Qo2 + Pio(9P11Qoo + 5Q5; + 17Q00Q02)
— 2PQ00Q10) + Py Py (—8P7Q00 +2P53 a0 Qoo — 6P11 Q51 — 23 P11 QooQoz
— 7Q85 Qo2 — 15Qu0 Q5 — Piy(Piryt 3Qu2)# 4P02Qu1Q10 + Pio(—TP11Qo1 — 13Q01 Qo2
+ 4P2Q10)) + P ((Pi1 + Qu2) (2BPao + @ualP1y + 3Q02)) — 2P02Qu2Q11) + Py Po
(Qu1(3Pf, — 4Py Pog + 6P11Qu2 + Qgg) — 2Poa(Ply + 2Qu2) Q10 + 2Pio(PLy + 3P11Qoz
+3Q%, — Poa(3Pa + Q1)) + Py (2853Q00 + B FeQuo(2Pro — Qu1) Qo
— 2Py PQ50(Pro + Qo1) — Py Poa (—Qua@o1 (Pr1 H2Q02) + Pio(Qf1 + 2Quoo(Pr1
+ Qo2)) + 4PpQo0Q10) — Py (2P20Qo1 — Pi1 Q1o + Qpa@yo + 2P10Q11) + Py
(2P1Qo2 + P1oQo1 (P11 4 Qu2) — QooQoz(Pr1 + Qoz) + Pogld PaoQoo — 2P1oQ1o
+ Qo1Q10 + 2Q00Q11)) + 2P5Q20) + Poo Py (—2P5,Q40 —Pod Poy Qi (4P1o + TQo1)
— P3P (Pro + Qu1) (5P Qoo + 4P1oQo1 — Qfy + TQu0Qo2) +4P51 LinQoo((Pro + Qor)
(4P1o + 5Q01) + Qoo(7P11 + 11Q02)) + Py Po2 (4P (Pri1 + Qo201 (—2Q01 (Pra
+ Qo2) + TP2Q10) + Pio(6P11Qo1 + 9Qu1 Qo2 + 8Po2Q10)) — Poyt—PrQo
+ 6 PoaPaoQo1 — 2P11Qo1Qo2 — Qo1Qfy + Pro(BPE + 8PoaPag + IP11:@02 M+ 4Q%,)

+ TPy P11 Q10 + 9P2Q02Q10 + 2P02Qo1Q11) + 2P% (4P Qo + Qo2Q:1{ 2Py (3 Py
+ Q11) — Ppa®)))-
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Li6s coeficientes asociados al sistema (2.20), son

Qw’OO = POIQOO - P00Q017

1
Qurio = (P_2> (Po1 Po2QooQo1 — PooPo2 Q31 + Py Q1o + PooPo1 (2P10Qoz + Qor (Pr1 + Qoz)
01

— 2Pp@Q1d) —L% (ProQo1 + QooQoz + PooQ11)),

1
Quior = Pio + Qo1 F (P_2> (PooPo2Qo1 — Po1(Poo P + PoaQoo + 2FP00Q02)),
o1

1
Qu11 = 2Py + Q11 + <P_4> (Poo Py (Pro — Qo1) Qo1 — By (Po2(PriQoo — ProQor + 2Qu0Qo2)
a
+ Poo( P}, — 4PpaPag + 2P11Qu2 + 2Q2,)) — Py (Pio(Pi1 + 2Qo2) + Po2Q10)
+ Po1 Po2(Po2Qoo(Pro + Qof) + Poo(—PioPi1 + 2Qo1 (P11 + Qo2) — 4P02G10)))s
1
Qur20 = (W) (Po1(PQ00(2P16.5'Q01) Qo1 — Poi Po2(—QuoQo1 (P11 + 2Qo2) + Pio(Qp,
01
+2Qo0 (P11 + Qo2)) + 4PQooQio))— P (2P20Qo1 — P11Q1o + Qu2Q10 + 2P1oQ11)
+ P2 (2P% Qo2 + PioQo1(Pr1 + Qu)= QooQo2(Pr1 + Qoz) + Poz(4PayQoo — 2P10Q10
+ Qo1Q10 + 2Q00Q11)) + 281 Q20) + Pools Pin(4Pro — Qo1) Qo1 (Pro + Qo1) + Poi Poz
(4P120(P11 + Qo2) + Qo1 (—2Qer(Pra+ Qo2) 4 TPp2Q10) + Pio(6P11Q01 + 9Q010Q02
+ 8P2Q10)) — Poy (— PP Qo1 +6Pos PogQuv 2P11 Q01 Qo2 — Qi Qi + Pro(3P]
+ 8Py Poy + 9P11 Qo2 + 4@32) + TPy P11 Q1549FP02Q02Q 10 + 2Pp2Qo1Q11) + QPS’1
(4P Qo2 + Qo2Q11 + Pri1(3Pag + Q14) = PoaQ)356))),

1
Qurioz = (P_4> (FPo2(—Po1 Po2Qoo + Foo PoaQor™— Poo Po1 (Pri + 2Q02))),
01
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Li6s coeficientes asociados al sistema (2.20), son

Quoo = A26Poo P (Pro — Qo1)Qo1 — Py (Po2(P11Qoo — PioQo1 + 2Qo0Qo2) + Poo(Pry
— 4Py + 2P11Qo2 + 2Q3,)) — Py (Pro(Pi1 + 2Qo2) + PoaQ10) + Por P2 (PoaQoo(Pro
+ Qo1 )EbPoo(— PioPr1 4 2Qo1 (P + Qo2) — 4P2Q10)) + Py (2Pa0 + Qu1))*) ™,
(Poy (Pyx@ol2Pfo + 8 ProQor + 3Q5:) — Por Py Qo (4Pj5 Qo1 + 3Pi0(2P11 Qoo + Q3
+ 4Q00Qo2) + Q00 (5P11Qo1 + 12Q01 Qo2 + 4Py2Q10)) + P2 PQoo(2P, Q5 + (4P
— Q01)Qo1(Pro #Q01)” + 3P11Qoo(—ProQo1 + 3Q00Q02) + QooQo2(—9P10Qor + 2Q%,
+ 11Qu0Qo2) + Poa@0(4Pa0Quoo + 4P10Q10 + 5Q01 Q10 + 2Q00Q11)) + Py Poz (Pry (Qfy
— 2Qo0 (P11 + 3Qui))* PryQoo(TP11Qo1 + 10Qu1 Qo2 + 2P2Q10) + Pio(4P1 Q50 — Qo
+ 2Q00Q5 Qo2 + 2P {Qub(— Q5 + 9Q00Q02) — 8Po2Qu0Qu1 Q10 + 2Q5,(9Q%; — PoaQ11))
+ Qoo(Pu@f; + 2Q01Q02(Q8 — QooQo2) + Po2(2Pa0Qo0Qo1 + 3P11Qo0Q10 — 6Q5, Q1o
+5Q00Q02Q10 + 2Qu0Qu1 @11))) + Foy (2P0Qo2 — Qoo@51 Qoz(Pr1 + Qoz) + Py
(= P11Qo1 + Qo1 Qo2 — 2P Q)3 Poz(4P20Qo0 (@5, — 5Q00Qo2) + Q51 Q10
+ 4Q00Q01Q02Q10 — 10Q5Qo2@11— 4P11Q30 (2P0 + Q1)) + Pity(2P], Qoo
+ 5P11Qo0Qoz + 3Qu0Q5, + Poz2 (4Pa0Qo0 — 7Q01Q10 + 6Q00Q11)) + Pro(Qo1 Qo2 (Q5,
— 6Qo0Q02) + P11Qo1(Q5; — 4Q00 Q) + 2Po2(6Pa0Qo0Qo1 + Pr1QooQ10 — 2Q5, Q1o
+ 4Q00Q02Q10 + 4Q00 Qo1 Q11)).+ 2P5@55@20) + 2P5; (2P0 + Q11)(2P20 Qo0 — (Pro
+ Qo1)Q10 + QooQ11) + (Pro ¥ Qo) Q20) # Py (—P11Q5, Q10 + Q31 Q02Q10
— 2PpQui1 Q7 + 2P Q4 — 2Q50Q01 Qo2 #2L5Q00Q10) + 2P Q11 — 2Q00Q01 Qo2 Q11
+ 2PQo0Q10Q11 — Pry(2Pa0Qu1 + (P11 + Q5) @10 — 2Q01Q11) + 4P02Q00Q01 Q20
+ 2P19(6 P20Qo0Qo2 — Qo1Q02Q10 — Foz @3y + 3Q60Q02Q11 + 2P11(2P2Qo0 — Qo1Q10
+ QooQ11) + 2P02QuoQ20))) + Poo Py (B Q0 Qot (2P, + 13P1oQo1 + 9Q3,)
+ Py P3,Qoo (8P Qo1 + 2P (9Q5, + 4Q00Qo2) + Quo@in(22P11 Qo1 + 36Q01 Qoz
— 13Py2Q10) + P1o(20P11QooQo1 + 4Q5, + 39Q00Q01Q8 212P52Qo0Q10)) — oy Py
(4PjoQor + 17P] Q50 Qo1 — 10 P2 PaoQ350Qur — Qg1 + 49Q36Q Q52 + Pip (8P11 Qoo
+9Q% + 12Q00Q02) + 4P02Qo0Q51 Q10 — 23 P2 Q50 Q02Q10 + PrQ(54Q01 Qo2
— 5P2Q10) + Piy(32P11Qo0Qo1 + 9Q3; + 50Qu0Qu1 Qo2 + 12 P55Qe0Q10)
+ 8PpQ50Q01Q11 + Pro(TPA Q5 + 3Q0; + 4Qo0Qo2(Qf1 + 8Q00Q02) + P11Qoo(4Q5,
+ 25Q00Q02) + 2P02Qo0(—4Pa0Qoo + 15Qu1Q10 + QuoQ11))) + Foy Pos(AP} Q5
— 8Py PaoQoo Q5 + 18P Q50 Qo2 — 16 Pya Pay Qg Qo2 — 2Qg; Qo2 + 24Qe@is + 4Py
(P11 + Qo2) + 9P2Q3,Q10 + 12P0Qo0Q01Qu2Q10 + 12P5,Q00Q7y + Pry (12501 Qo
+17Q01Qu2 + 8Pp2Q10) — 2P2Qo0Q5,Q11 + 14 Pp2 Q0 Qu2Q11 + Pi(14P7, Qi
+ 24Q02 (@51 + QuoQo2) + 8P11(2Q5, + 5Q00Qu02) + 13PoaQo1 Q10 + 2Po2Qoo (8 Bah
+ Q1)) — 2P (Qg; — 15Q50Q%: + Po2Qoo(Pa0Qoo — 5Qu1Q10 — 4Qo0Q11)) + Pla
(—4P{1QooQo1 + Qo1Qo2(9Q%; — 20Q00Q02) + 2P11(3Q%; — 8Q00Q01Qo2
+ 19P2Qu0Q10) + 2Po2 (18 P20Qoo Qo1 + 7Q5 Q10 + 25Q00Q02Q10 + TQo0Qo1@11))
— 2P5,Q50Q20) + 2Py (— (2P + Q11)(2P20Qo1 — (P11 + 2Q02) Q10 — PioQ11) — 2(Pyo
+ Qo1)(Pi1 + 2Qu2)Q20) + 2P, (16 Py2 P3y Qoo + 6 P20 Q5 Qo2 — 12Pa0 Qo0 @t
+ 2Py PoyQo1 Q10 + 4Q01Q52Q10 — 2P02Q02Q3 + 6 Po2 P20Qoo@11 — 6Q00Q52Q11
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+ 2Pp@Q01Q10Q11 — PoaQuoQ31 — 2PFQuo(2Pa0 + Q11) + Pio(10PayQu1 Qo2

— P2 Q10 #3Q01Q02Q11 + Po2Q10Q11 + Pi1(8Pa0Qo1 — 3Q02Q10 + 3Q01Q11)) + Po2 Q5
+ 4Q00Qu2)@55.+ Pry(3P11 Pao + 2P11Q11 + Qu2Q11 — PoaQ20) + Pr1(3P20 Q5

— 10P20Q00Qbe Q01 Qu2Q10 — P2 QT — 5Q00Qu2Q11 + 2P02Q00Q20)) — Py (Piy (3P,
+ 8Ppa P + 9P Qo + 4Q%,) — Qui (PHQ%, + Q51Q8 + 2P11Q02(Q5) + QuoQoz))

+ 2P35Q10(24PaoQo0™=.2Q01 Q10 + 9Q00Q11) + Py (TP Qo1 + 14 P2 PaoQor + 11Q01 Q3
+ 5P2Q02Q10 + 5P11(4Q01 Qo2 + Po2Q1o) + 4Po2Qu1Q11) + Poa(6PaQfy

— 16 P20Q00Qo1Q02 — 2P3Q00Q10 + 17Q5,Qu2Q10 + 4Q00Q52Q10 — 8Q00Q01 Qu2@11

+ P11Qo1(—8P20Quoo + 9Q01@70 — 6Qo0@11)) + Pio(—4P} Qoo + 3P7(Qf; — 6Q00Q02)

+ 6Q5,(Q51 — 4Q00Quo2) + 2R028P20(Q5; + 3Q00Qo2) + 9Q01Q02Q10 + 3Q5; Q1

+ 8Q00Q02Q11) + Pi1(Qo2(9Q5 584Q00Q02) + 4 Po2(11PayQoo + 3Q01Q10 + 4Q00Q11))
- 4P022(Q%0 + QO0Q20)))) - P§0(3P32Q31<2P120 — P1oQo1 + le) + P01P§2Q(2)1
(—=16Pfy(Pi1 + Qo2) + Pio(6P11Qo1 < 11Q01 Qo2 — 28Pp2Q10) + 3Qo1(—4Qo1 (P + Qo2)
+ TPy2Q10)) + P PipQor (18P7, Q5 —8Pyy Poo Q3 + 36 P11Q3, Qo + 23Q5, Q%

+ P1oQo1Qo2(47Py1 + 56Quz) + 2B% (TP + 16 P11 Qog + 12Q%,) — 39P2 P11 Qo1 Q1o

— 35Pp2Qo1Qu2Q10 + 48P Q% HAPRQ4 Q1 # PoaPio(24Pa Qo1 + 40P Q1 + 24Q02Q10
—2Q01Q11)) — P Pe(12P} Q4 — 282 Pao Qi Qo2 + 24Q5, Q0 + 4P (Pi1 + 2Q02)
(PE + 2P Qo2 + 2Q3,) + 80P, PayQor@ie — 8P0a@01 Q5. Q10 + 32P5,Q02Q7y + 3P, Qo1
(12Q01Qo2 — 5Pp2Q10) + 18 P02 Q5 Qo2 Q=8 Py Q1 QioQ11 + 2P11 (23Q5, Q5 + 8P5Q%,
+ PpoQo1(—15P20Q01 — 7Q02Q10 + 6Q01 Q1 )=t Pro(6P3Qo1 + Pr1(61Q01Q02 + 12P02Q10)
+ 4Q01Qo2(4Po2 Pao + 19Q%, — PoaQ11) + 4P (8 Poa Pag@o1 1+ 31Q01 Q5 + 6 Py2Qo2Q10

— PpQuiQn)) — 2P5Q5,Q2) — 2Pg (Pi1 + 2Q02) (8Pa0Qs 24 Poa PaoQ11 + 4Q5,Q11
+5P11Q02(2P20 + Q11) + P1i(3Pa0 4 2Q11) — PoaP11Q20 — 2B Q02Q20) + Py (3P4 Qon
+ 3P}, (4Q01 Qo2 + Po2Q10) + Pio(Pi1 + 2Qu2) 3P + 19PF Qo # 16Q5, + P11 (8 Pz Pao
+30Q5, — 2P2Q11)) + Ph(23Q01 Q% + 3Poa(—2PxQo1 + 7Qu2Qi6 $.4Q01Q11)) + 4P1
(6Q1Q%, + Po2Qo2(2P20Qo1 + 10Q02Q10 + 9Qu1Q11) + P (4Pa0 Q10 #2Q10Q1

— Qu1Q20)) + 4(3Q01Q5; + Po2Qf5(2P20Qu1 + 5Q02Q10 + TQu1Q11) + Py (8P50Q01

+ 8P20Q02Q10 — 2P20Q01 Q11 — 4Q02Q10Q11 — 2Q01Q02Q20)))) + Py Po1 (P Qoo Qi (67,
+ 2P1Qo1 + 9Q5,) — Por Py Qo1 (8Piy Qo1 + QuoQ1 (29P11 + 36Qu2) + 2 P8P Qoo

+ 7Q5; + 12Q00Qo02) + ProQo1(8P11Qoo + Q1 + 38Q00Q02)) + 2P01 Py QooQon(8 Pio
+19Q01) Q10 + iy P (33P7 QooQ3y — 32 P2 PaoQuo @y — 2001 Qoz + 61Q00 Q7 Qg

+ 4PjQo1 (4P11 + 5Qu2) + PioQo1 (10PF, Qoo + 16 Poz PagQuo + 5P11 Qg + T6.P11 Qe
+ 1705, Qo2 + 84Q00 Q%) — P21 Q10 — 58PoaQo0Q01Qo2Q10 + 2Po2 Pio(17Q5, + 4Qug
(4P11 + Qo2)) Q10 + 48F5,Q00Q70 + Pi1Q00Qo1(81Q01Q02 — 44 P2Q10) + 2P5 (5P Qoo

+ 3Q02(9Q5; + 4Q00Qo2) + Pr1(17Q5; + 12Q00Q02) + 10P2Qu1Q10) + 10P0aQo0 Q51 Q1)
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— P R (W PP QuoQor — 6Pz Pao @y — 40 Po2 PagQo0Qo1Qoz — 2Q Qfy + 48Q00Q01Q5,
— 4P QoaQpe(Q5; — 20Q00Q02) + 4P (2PF + 5P11 Qo2 + 4Q8,) + 80P, Pa0QooQ10

+ 29 P2 Qi1 Q52Q 10 — 20P0aQo0QiQ10 + 28 P Qo1 Q7 + 6 P11 Qo0 (9Q01 Qo2 — Po2Q10)

+ 32P2Qo0Que@o2Q11 — 8P Q00Q10Q11 + 2PE(13PE Qo1 + 8Py PagQo1 + 43 P11 Qo1 Qo2
+ 30Q01 Q5 + 10PP11Q10 + 8P2Q02Q10 — Po2Qo1Q11) + Po2 Pri (—32PaQo0 Qo

+ 7Q8 Q10 — 2Q00 R85 Q10 + 20Q00Q01Q11) + Pro(4P Qoo + 36 P11Qo2(Qf1 + 2Q00Q02)

+ 6Q5,(5Q5; + 8Qo0Qes) + P (TQF; + 38Qu0Qu02) + 16 P, Q7 + 4Poa Pr1(8P20Quo

+ 11Qu1Q10) + 2Po2 (18B6Q5; + 8P20Qu0Qo2 + 31Q01Q02Q10 + 4Q5, Q11 + 2Q00Q02Q11))
— 4P5,Q00Q01Q20) + 2P (P + 2Qu2) (—Q11(2P20 + Qu1) + (Pi1 + 2Q02)Q20) — Py

(16 PooQo1(2Po2 Pao + Q) + Piy@10 + 12Q5,Q10 + Py (2Pa0Qo1 + 5Q02Q10) + 4Po2(PaoQon
+ Q02Q10) Q11 — 2P2Qu1 Q7 211 (10P20Q01 Qo2 + 6Q5,Q10 + Qu1Qo2Q11 + Po2Q10Q11)
+ 2P10(8Pa0Qpy — 4Pp2 PaoQ11 + 2Q5, Q11 + 3P (2P + Q11) — 4P2Q02Q20 + 2P
(8P20Q02 + 3Q02Q11 — PoaQ20))) + Po(2P11 Qoo + 9P QooQo2 + PP (—2Q5, Qoa

+ 19Qu0 Q% + 9P02Q01 Q10 + 10Py2Qoo@11). + 2P (3P + 16 P4 Qo2 + 8(Poz2 P2 Qo2

+ Qb)) + Pi1(8Po2Pag + 2203, — BooQ11)) — 2P11 (Q5(Q5 — 10Q00Qo02) + Poa (2P0 Q5
— 8Py Q00Q02 — 21Q01 Qu2Q10 — 46QanQu2Q1) + 2P, (Q7y + QooQ20)) + Pro(3P Qo

+ 30P11Q01Q% + 12Q01Q% + PP (10Q0 Qo2 +40L02Q10) + 4Po2Qo2(14Pag Qo1 + 7Q02Q10
+ 3Q01Q11) + 2Po2 P11 (24 PayQo1 + 19Q02Q10 +TQ01Q11) + 4P5(4P20Q10 — 2Q10Q11

— Q01Q2)) + 2(6Q00Qp; + Po2Qo2(6Qo1PasQo1 +BQ02Q10) + (Qf; + 14Q00Q02)Q11)

+ P3,(16P3,Qoo + 32P20Q01Q10 — 4Q02Q 54 P20 Qi@ + 5Q01Q10Q11 — (@3,

+ 4Q00Q02)R20)))));

Quio = (P, (PooPia(Pro — Qo1)Qo1 — Py (Poa(Pr1Qoo — Pro@pu~ 2Qo0Qo2) + Poo(PF
— 4Py Py + 2P11Qo2 4 2Q5,)) — Foy(Pro(Pry + 2Qu2) + Po2Q10) + Por Poa(Po2Qoo
(Pio + Qo1) + Poo(—ProPr1 + 2Qo1 (Pi1 + Qo2) — 4P02Q10)) & Lo (2Ps0 + Q11))) ™
(— P51 (—3Pg, P1oQ0Qo1 + Por P Qoo(3P1 Qo1 — Qb + QooQu1Qu2 + Pro(2P11 Qoo
+2Q5; + 3Q00Q02) + 4P02QuoQ10) + Py (2P Qo2 + PiyQo1Qo2 — QodQo1 Qo2 (Pia
+ Qo2) + PioQo2(Q1 — 3Q00Q02) + PioP11(Qf1 — 2Q00Q02) + Po2(4PapQo0Qon
— 2P{,Q10 — 3P10Q01Q10 + Q5,Q10 + 2Q00Q02Q10 + QooQo1Q11 + 4 Pio@do (Pao
+Qn))) — P Poa (2P Qoo(Pi1 + 2Qo2) + Pio(2P11Qo0Qo1 + Qy + 3P5sQanQ10)
+ Qoo(QooQiy — @ty (P11 + 2Q02) + Po2(4PaQuoo + 5Q01Q10 + 2Q00@11)) )& Fyy
(—2P20Q31 + 2Py Q00Qo2 + 2P1oP11Q10 + Pr1Qo1Q10 + PioQo2Q10 — Qo1 Qo2 @10
+ PpQiy — 2P{Qu — PioQui Q11 + QuoQo2Q11 — 2P02Q00Q20) + Py (—Q10(2Ps
+ Q1) + 2(Pro + Q01)Q20)) + PooLo1(— Py ProQooQo1 (4Pio + 5Qo1) + Por Py
(4P}Qo1 — Qi1 + Piy(4P11Qoo + 6(Q4; + QooQo2)) + 5Po2Qo0Qo1 Q10
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+ Pio(10R1QooQo1 + 3Q5; + 17Q00Q01 Q02 + 6P02Q0o0Q10)) — Py Poa (4P (Pi1 4 Qo2)

— 2Q5,(Pust Qo2) + Piy(9P11 Qo1 + 13Qu1Qo2 + 8Po2Q10) + Pio(5P7 Qoo + 8Po2 PaoQuoo

+ 6P11Q5; £46P11Q00Qo2 + 9Q5; Qo2 + 12Q00Q5, + 10P2Qo1Q10 + Po2QooQ11) + Poz
(6P20Qo0Qo1 £ 9P11 Qo0 Q10 + 8R4, Q10 + 9Q00Q02Q10 + 5Q00Qu1 Q1)) — Foy (10PagQo1 Qo2
+ 4Q5Q10 + Q61Q0Q11 + Po2Q10Q11 + Pro(3P11 + 2Q02) (2P20 + Q11) + Pi1(6PaoQo

+ Qu2Q10 + Quu Q1) 2Poa ProQ20) — Poy (2P20Q11 + QFy — 2(Pry + 2Q02)Qa0) + Fy
(—PAQ% — 2P Q3 Qua= (P1iQoo + Q5,) Q5 + Pio(3PF + 8Po2 Pag + 9P11Qoa + 4Q5,)

+ P1o(3P{, Qo1 + 10PyaPsyQo1 + 9P11 Qo1 Qo2 + 5Q01 Q5 + 6PoaPr1iQ1o + 7Po2Q02Q10

+ 3PpQ01Q11) + Poa(6 Pof(Qgt + 2Q00Q02) + 8P11Qu1 Q10 + 13Q01Q02Q10 + Q51 Q11

+ 8Qu0Qu2Q11 + 5P11Qoo(2Py0 $2Q11)) — 2P5(Q% + QuoQ20))) + Py (2F5, Pro@3,

(2P1o + Qo1) — Po1 Py Qo1 (2Piy(A Py + 5Q02) + Qo1(—Qo1Qo2 + Po2Q10) + Pro(TP11Qu

+ 16Q01 Qo2 + 10P2Q10)) + Py Boa(3Q51Qo2(2P11 + Qu2) + 2P1(2P], + 5P11Qo2 + 4Q%,)
+ 8P5Q7) + Po2Qo1(2P20Qu1 + 6 Pi@Q1 + 15Qu2Q10 + 3Qu1Q11) + Pio(8P Qo1

+ 8 Py2 P20oQo1 + 33P11Q01Q02 + 26Q0i Qs + 10Po2 P11Q1o + 8P2Qu2Q10 — Po2Qo1 Q1))

+ Py (16 PaoQty — 4Pp2 PaoQ11 + 6Qoo Qi F 3P71 (2P + Q11) — 4P02Q02Q20 + Pr
(20P2Qo2 + 8Q02Q11 — 2P02Q20) Y= Loy (—PrQu1 Qo2 (Pr1 + Quz) + Pro(Pi1 + Qo2) (3P
+ 8Py Pog + 14P11Qoz + 12Q5,) —DagPro P @i+ Poz (5P, Q10 + 2Q02(8 Pao Qo

+ 7Q02Q10 + 4Q01Q11) + Pr1(8Pa0Q1 + 19Q02@104 6Q01Q11)) + Py (8Pa0Q10 — 4Q10Q11
—2Q01Q2)))),

QuOl = 07
Poo
Quoz = (P_4> (—Po1 Po2Qoo + PooPo2Qo1 — FooFoi (P + 2Qg3)),
01
1
Qu20 = (W) (Po1(PQo0(2Pio — Qo1) Qo1 — Por Poa(—QooQurl11 + 2Q02) + Pio(Qg,
01

+ 2Quo (P11 + Qo2)) + 4P02Qo0Q10) — Py (2P20Qo1 — PriQuo & Qf2Q10 + 2P1oQ11)

+ P51 (2P Qo2 + ProQo1 (Pi1 + Qo2) — QooQo2(Pr1 + Qo2) + Pod(MP0Qo0 — 2P1oQ1o0
+ Qo1Q10 + 2Q00Q11)) + 2P Q20) + Poo(— Py (4Pio — Qo1 ) Qo1 (Pio +.&o1)

+ Por Poa (4P (Pi1 + Qo2) + Qo1 (—2Qu1 (Pr1 + Qo2) + TPo2Q10) + Pro(6R11 Qo1

+ 9Q01Qo2 + 8Po2Q10)) — Py (— P11 Qo1 4 6 Poa Pao Qo1 — 2P11Q01Qo2 — Qo Q5

+ P1o(3P] 4 8Py Pag 4+ 9P11Qoa + 4Q%3) + TPoaPr1iQ10 + 9P02Q02Q10 + 2P2Q01 Q11 )
+ 2P, (4P20Qo2 + Qu2Q11 + Pr1(3Pa0 + Q1) — Po2Q))),

1
Quit = 2P + Q1 + (P_4) (Poo P (Pro — Qo1)Qo1 — Py (Poa(P11Qoo — ProQo1 + 2Q00Q02)
01
+ Poo(Pfl — 4Py Poy 4 2P11 Qo2 + 2@(2)2)) - Pg)l(Pm(Pll +2Qo2) + Po2Q10) + FPo1 Foz
(Po2Qoo(Pro + Qo1) + Poo(—PioPi1 + 2Qo1(Pr1 + Qo2) — 4Py2Q10)))-



C. Estabilidad Local de un punto de
equilibrio'de coexistencia en R?

Dado que la expresion de#; es muy extensa, explicitamente tenemos a ey y eg de P(\).

1
€y = (a—) (T‘(CQT‘?’J}O(KQ + o — yo)(Kl — 2o + y0)4(C4(1 + Cll'o)yo
1

— oo + c3moyn))* (1 + €4 ) + Ui (Ka + 20 — yo) (K1 + 10) (1
+ csyo)* (=1 + 1 (K — 220k o) — camo(K1 — o + o)) + b (K,
+10)° (K1 — 0 + yo) (3rag (Kg=kzo — yo) (K1 — w0 + yo) (¢

+ cacsyo) i1 + corao (s + zo — Yol + csyo) (— (1 4 csyo) (K1 (—1

+ 2c10) — Yo + wo(—1 =4ci o + 2¢1yp)) — 2¢c4x0(1 + c120)yo (K

— 20 + yo)p1) — (1 + crxa)yo(Rearzo(lss w0 — yo) (1 + cayo)(1
—c1(Ky — 2w + o)) + ba(1 i cao) (K4 F4o) (1 — c3(K2 + 20 — 2yp)
+ ca( K + o — yo)yopa))) + bir(E: + yoylIsa. — o + yo)*(ca(l

+ 120) %90 (D2 (1 + c1200) (Ko + 0 £ 20) (K1 #Yo) + carzo( Ko + 0

— yo)yo(—1 + c1(K1 — 220 + y0))) = 3crag(Kastao — yo) (K1 — xo
+90) (1 + ¢3y0)* 1 + 3rag(Ka + 20 — yo) (1 + csye) (1 + csy0) (2o

+ K1(=2 + c120) — 2¢0 + c120(—270 + o)) + a0l c10)yo (K
— o+ yo) 1) + 2o (1 + 1) yo(car (K + 20 — yo) (2(K L — c1 K120
+ c120(220 — Yo) + Yo) (1 + c3y0) — cazo(1 + c120)yo(K1'540 + Yo) )
+ bo(1 + c120) (K1 + o) (1 — e3(Ka + 2o — 2y0) + ca( Ko +ap

— Y0)Yot2)))));

1
e3 = (a_) (b2T2LL’0y0(K1 — o+ yo)(_b1<K1 + yO) + C2T$O(K1 — Zo
2

+40)) (03 (K2 + 20) (K1 4 40)* (1 + eayo) (= K7 (=1 + es(K2 + w0 — 2¥5))
+ K1 (=1 + e3(Ky + 20 — 2y0)) (20 — 20) + (20 — y0)*(1 4 2¢310)

+ K (w0 + 2c30y0 — cayp) )i + 0 (K + yo)*(—car(Ka + x0)(1

+ c120) (K1 — xo + o) (K1 (K7 — o) (Ko + o) + (K1 — x0) (2( K>

+ @0) + K1 (=3 4 2¢3(Ky + 20)))yo + (—des K2 + Ky + 51 — 3eszo( Koy

100
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o) + K1 (=6 + 4es(Ky + 220)))yd + (=3 4 c3(—8K, + 2Ky + Txo))ys
— degtfy) i + carao(— K1 + 2o — yo) (1 + csyo0) (3o (K2 + 20)* — K (K>
+ 20)(@¥c170) (—1 4 e3( Ky + 20 — 2y0)) + 20(2e3K5 (4 + c120)

+ 2K5(4 Heyzo) (—1 4 2¢320) + 20(—7 + 8csz0 + c120(—1 + 2¢370)) )0
+ (—es K3 (4 c120) — w0(4 + c120)(—1 + deszg) + Ko(4 + mo(cy

— 213 — 6c16330)) )yg + 203(Ka + 20) (4 + c10)ys + K1 (Ka + x0)(—1
+ c3(Ka + 20 —20)) (20(5 + 2¢1m0) — 2(4 + c120)y0) ) i1 + ba(1

+ e120) (K1 + yo) (IS + 20)*(1 — ¢ Ky + 2c120) + (K1 — Ko — 220)(1
+ 1Kz + 210))yo + (LA 1 (K + 220))yp) pi2) + cor® (K1 —

+90)* (—earad (1 + csyb) PR (Ko + 10) (2 4 c120) (—1 + c3(Ka + 20
—2y0)) + K1(Ks + o) (L1 c3(Ks + 20 — 2y0) ) (20(3 + 2c120) — 2(2
+ c120)yo) + 2o(xo — Yo) (2™ L2 + c120) (=1 + 2¢c320)y0 — 2¢3(2

+ c120)ys) + K3 (w0 + 2c3m0 (2 a0 )yo — c3(2 + c1mo)ya) + Ka(27
+220(2 + c170) (=1 + 2¢32%)yo + (2 + wo(c1 — 1les — 6c1e370))ya
+2¢3(2 + c120)yp) ) + el e aTRyo(—caro(— K7 (K2 + o) (2

+ c120) (K2 + 20 — 2y0) + KK, + 20)(Kz + 20 — 2y0) (20(3 + 2c120)
—2(2+ c170)y0) + Yo (o (Ko +=e)*(3 + 2e1%0) — (K3 (2 + c120)

+ 2K5m0(5 + 3ermo) 4 257 + deo))yo + 2(Kh + x0)(2 + c120)yg) ) i
+ ba (K3 + 20) (Ky + x0 — 2y0) (K1) 112) ¥ cao(1

+ 1) (earao(— K2 ( Ky + 20) (2 + c1%8) (Ko + 2§ (=3 + 2¢3( K

+ 20))yo — 4esyd) + K1 (Ko + 20) (20(3 + 2¢170) —~2(2+ c120)y0) (K2
+ 20 + (=3 + 2¢3(K2 + 20))yo — 4esyi) + yo(2x0 (K2 #19)*(2 + c120)
+ (2Kow0(7 + 4c1m0) (—1 + e3z0) + 25(—10 + Teswo + e (=5
+4eswo)) + Ko (=2 + Tesag + crwo(—1 4 4eswo)))yo — (2c8K3 (2

+ c1x0) + 3K5(—2 4 Tesxg + crwo(—1 + desxg)) + xo(—6 + 15830

+ c120(—3 + 8c3w0)) )yp + 4ez(Ky + 10) (2 + c120)yp) ) it1 + ba (K

+ 40)* (K + 20)* — Kayo + c165y0) 1)) — brr (K1 + o) (K1 — 2
+yo)(earag(— Ky + 2o — yo) (1 + e3y0) (370( Ko + 20)* — K7 (Ko

+ 20) (5 + 2¢e120) (=1 + c3( Ko + w0 — 2u0)) + 20(c3 K5 (5 + 2¢120)

+ Ko(5 4+ 2c120)(—1 + 2¢320) + 2o(—4 + Sz + crzo(—1 4 2¢370)) ) Yo
— (3 K3(5 + 2c120) + 20(5 + 2¢120) (=1 + 4esmo) + Kao(—5 + 27ezx

+ 2¢110(—1 + 6e320)))yE + 2¢3(Ka + 20) (5 + 2c120)yp + K1 (Ko + 20)(—1
+ c3(Ky + w0 — 2y0) ) (w0(7 + 4e1wo) — 2(5 + 2¢1m0)y0) ) 1 — ca(1

+ e120) (earao(— K1 + 20 — o) (— K7 (Ko 4 20) (3 + c1m0) (K + 29 + (—3
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9203 (K2 + 20))yo — 4ezyi) + 2K1 (K + 20)(0(2 + 1) — (3

+ érg)yo) (Ko + w0 + (=3 4 2¢3(Ky + 20))yo — 4esyi) + yo(220( Ko

+ 20)28 4 c120) + (4Kow0(5 + 2¢110)(—1 + c320) + 25(5(—3 + 2c370)

+ c120(=50% deswg)) + K3(—3 + 10c3m0 + c1wo(—1 + 4eszo)))vo

— (2c3 K5 (34 c120) + 3Ko(—3 + 10c30 + c120(—1 + 4ezag)) + 2o(—9

+ 22¢310 + E1.26(—3 + 8czw0)) )ys + 4es(Ko 4 10) (3 + c1m0)yp) ) i

— by (K1 4 90) (Ko + 20) (K1 — er Ko + 2¢128) 4 (Ko (— K1 + K>)

+ (K1 + e K Ky K5 (2 — e1K))wg + (=1 + 31 Ky — 4ey Ky,
—5c123)yo + (—Ka + 36 + c1 Koxo + 3128y ) i) + ca(1 + c10)?yo (K
+ yo) (car (Ko 4 20) (K8 0 — 2u0) (K1 — 0 + yo) i1 + ba(—c1 KT (K>

+ 20)(Ka + 29 — 2yo) + EWKy + 20) (K2 + 20 — 2y0) (1 4 2120 — 2¢190)
+ 9o (Ko 4 20)2(1 + 2c120 Y= (Ko(2 4 1 Ky) + 0 + 6¢1 Koz + 4c102)yo
261 (I + 20)32))102)))).

donde

ar = bi(1+ 1) (yo — Ko o) (K1a#0)* (b1 (K1 + 4o) (1 + c310)
+ (K1 — x4 yo) (ca(1 Hewad)yo bt csmonn)))?,

= by (Ko + 30) (1 + c10) (yo & K2 — 25) (&1 + yo)* (b1 (K1 + yo) (1
+ cayo) + (K1 — 20 + yo) (ca(T Derwo)yorTca (2o + csoyo))).

Region de estabilidad A

La regiéon sobre la cual el punto de equilibrio Pes estable esta dada por:
1<Ky <py0< Ky <5.298,

donde

p = 0.002(4.089 x 10%* 4 1.734 x 10%k1 + 3.040 x 10%°k1* + 2.840 x 10%°k43
+1.515 x 10%°k1* 4 4.544 x 10%k1° + 6.862 x 10%3k1° + 3.703 x 10%2k17))/(5.271 x 10%
+2.560 x 1092k1 + 4.973 x 10%%k1% + 5.021 x 10%%k1% + 2.838 x 10%%k1*48.885 x 10%'k1°
+1.383 x 10 k1% 4 7.617 x 10°k17) + 7.831 x 10~ %3Sqrt((2.682 x 10*** 412,462 x 10**k1
+1.030 x 10%%%1% + 2.603 x 10*°k1° + 4.425 x 10*°k1* + 5.342 x 10*°k1°
+4.712 x 10%%%1° + 3.077 x 10%°k17 + 1.489 x 10%°k1® 4- 5.295 x 10*9k1°
+1.352 x 10*#%1° + 2.389 x 10*# k1" + 2.728 x 10**7k1'% 4+ 1.778 x 10**°k1"3
+4.952 x 10*4£11) /(5.271 x 10°" 4 2.560 x 10°%k1 + 4.973 x 10°2k1* + 5.021 x 10%%%1°
+2.838 x 1092k1* + 8.885 x 10%'k1° + 1.383 x 10 k1° + 7.617 x 10°k17)?).



D. Bifurcacion Bogdanov-Takens del
plano visto en R’

El sistema (3.1) puede‘zeéScribirse como

i (2,y,2,61,71)
772(m7y72761 771) )

y:$y<1— y>_ bay
ferr) 14 ey + cayz

T =

13 (,y,2,00,71)
N4 (zzy’zvﬁl 7'71) ’

donde

m(z,y, 2, B, 1) = 3dr(2c1d + Ry —2bi 1) (2cTd az(x — y — v1) + 243b1d* 28,13 (Ry — 2by111)
(Ry — byn) + zz(z — y — 1) (R — bupd) 2Ry — bipa)(By + bipn)® — 3dz(Ry

+ bipin)*(3Rix + 201 Ri (—3x + y + y)p1 # 05 Bz = =1)3) + 27d° pa (Ry

— 2by 1) (R + biun) (BRI(1 + x261) + 261 R{(—B + 283z + y + )

+ 01 (34 3281 — 281 (y + n)ps) + 98 i (= Ry + by ) (B A bupn ) (2R3 (1
+zz8)(x —y — ) + b1 Ri(32 — 5(1 + 2281) (@ — y — v1) i) + b (32 + 2(1
+x281)(x —y —y1))) + Sdor(—2(x —y — 1) (Ry + 110y )18d(2 + (—x

+y ) — ctd*(162d° (py + 2281 1) + 9d? py (6by 2 — 3Ry (¢ + 1 + 2(—10

+ 2B1(—x +y +m))) + 201 (5(y +71) + (=41 + 5261 (—x 4y + )i

—xz(x —y — 7)) (S8R + 33b, R2 1y — 2563 143) + 3d(b2 2 (=452 + Tz (Y™ 1)
+602(x —y — Y1) 1) + brRiji (=622 + 2(y + 71) — 3627 u1 + 362(y + 1 )4
+15Rz(z + (=2 +y + 7)) — 3¢;d>(—6d*(y + 1 + 2(=10 + 28, (—z &

+ ) + 22(x —y — ) (BRT — bRy — 8bipi) + d(3Rix(2 + 3( — y < i)
+ by (2722 — 22(y +71) + 302 (=2 + y + Y1) 1)) + c1d(243b1d* 2 31 i} (3R,
—dbyn) — x2(x — y — 1) (R1 + by ) (R} — Thi Ry + 4b747) + 81d° iy (3R} (1
+x281) + 0 RI(=2 + 261(=22 +y + 1)) + B} Ri (=9 — 92251 + 2261 (y

+ )t + 267(4 + a2 By — 2Bi(y +m))pt) — 3d(Ry + bun)* (3R (2 + 2(x —y

— 1)) + b (=922 + 22(y +m1) — 627 + 62(y +Y1)) — bi R (2(—92
+y+m) = 2la(—z +y + 7)) + R (2(=3x +y + 7)) — 2la(—a +y

103
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+y#)) = 98 (Ry + b )(=3Ri(y + 71 + 22 + 281 (—2 +y +m)))

+ 0T Reflif62 — 67y + 22(y + ) + 222201 (=2 + y + 1)) + b R3 (32

—T(y + ) + (43 + Tozfr — T2B1(y + 7)) + 0ipi (32 + 2(=5(y + )

+ (14 +52£0) — 5261 (y +m)))n))) + 3cid*(162b1d* 21t — 22(x — y — 71) (R
—byn)(Ry +001) 2 (BRy + byjuy) + 27d3 g (R2(1 4 2281) + b1 R1(9 + 9225

— 2B (y + 7)™ 267 (=6 + 251 (=62 +y +))pui) — d(Ry + by ) (3R} (—4

+3(x =y — )P b R (1202 — T2(y +m) + 21a(e —y — 1)) + 2b1u1( (y

+71) = 152(—2 + § #w)n) + b R (2422 — 52(y +m1) + 662 (—2 +y +71)m))

+ 3Py (RY(=5(y + )4~ (32 + bz — 5261 (y +m))) + 903 Ri(2(y + )

+2(=11 4 2281 (=2 + yFemn)))pf + 301 RY (32 — 1l +5(y + 7))

+ 52201 (—x + y + 7)) FbIpi (92 +4(=5(y +m) + (23 + 5xz81 — 5261 (y
+7)))m))) + d (=27d° 1 (OB (1 + w281) + 2b1 (=12 + 21 (—122 + y

+ ) + 222(x =y — ) (Ri#baga)* (4RT — 1561 Ryjy + 507 47)

+3d(3R}x(22 +5(x — y — 1)) F beR3py (72(62 — y — 1) + 450 (-2 +y

+ 7)) + O R (2(62 + y + ) + YT~ + y + ) + 20008 (42(y + )

+302° 1y — 152(2 + 2(y +m1)m))) + 9@ (B3 (=5(y + 1) + z(14 + 5226,

= 52B1(y +m))) + 3b1Ra(z — UgA 1) + 231+ dzzfy — 4251(y + 7))

+ 0t (A(=322 + 5(y + 1)) + 523 L 4xBi -2 +y + 1))

m2(z,y, 2, B, 1) = ((—erd + R1)?* (28 Ry) L3, (c1d — Ry)(crd + Ry) + 3d*(2c1d + Ry)
B1)p + 3by (b1 Ry + 6d2B1) i + b)) (2] d® e + R zak 3R (by Rizz — 3d*(1 + x2f31)) i1
+ 3by (by Rywz + 6d* (1 4 2281)) i3 + 3wz 3cid w(Raz + 6dpy + byzpy)

— ey d?pa (2d(1 + 2251) + 2(Ry — 2byn))(E R (y + 7P =9d(Ry — bypn) — (y

+ 1) (2R1 — bypun ) (Ry + bypaa) + c1d(=9d + (yot 71) (R1 =201 111))),

n3(z,y, 2, Br, 1) = 2(=9d*(1 + csy + cayz) (1 + 2261 )1 (RBy #2b1ju1) + dzz(1 + sy + cayz) (Ry
+ bypn)? — boryz(Ry + bijuy) 3o + 263 dPx2(d + csdy + cydyz sy )

— 3 d*x(Ryz + 6dpy + byzuy ) (d + csdy + cadyz — boypig) — 9d3uy (— Ry

+ 201 p11) (b12(1 4 c3y + cayz)pa + boy(1 + x2B1) po) + 9erd®p (—d(L A+ csy

+ cayz)(2d(1 + 2261) + x(Ry — 4bypu1)) + boy(2d(1 + 2251) + x( Ry 5. 2b1111)) p12)),
na(z,y, 2, B, 1) = —(1 + 3y + cayz) (2cid vz + Rizz + 3Ry (b Ryrz — 3d2A+ x251))
+ 301 (b Rywz + 6d*(1 + 2261))us + biwzps — 3cid®x(Ryz + 6dpy + byzp)

— 9e1d? 1y (2d(1 + 2231) + 2(Ry — 2byj11))).
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Traza y determinante de F

Ty (8f(l‘,y,2,51,’yl)) :—d+8— 2Sy _ ng
a(az,y7z) KQ + (1 +C3Z/+C4?JZ)2

1

+ (a) (fd® = R} = 2bicadpn + b1pd)(z = 1)

(9d(201d -+ R1 — 2b1ﬂ1))

_ bacayPzps P b1z, C

(14+csy+cayz)?  14+cy+cyz (14 + x2()?

bixz(cp + 2Q) b1z bz piy

I+ ciz + 3202 1+cz+a2C  1+caz+xz
_wfdd® — RY - 2bierdp + bipd)
3dpCC ’
D (af(‘r7ya27517’yl)) _ CQ('rayazaﬁluvl)
et = )
(9(x,y,z) <3($72%2751771)

donde
_ B — (—erd + Ry + bypn)*(2c1d Ry + byjiy)

‘ 9?11 (2c1d + Ry — 2bip) ’
1 2
=y+y +3d o ’
Gyt ((—Cld — 2Ry + b)) ((Fyerd + R bl,ul))

G = 3d(2c1d 4+ Ry — 2by 1) (81byd* 2(1 + csyfF eay2)? pif=2c1d — Ry + 2b1111)*(27b dPx( Ky
+2)(1 + c12)(Kas + sx — 25y + 2c3Ko8y + 2e357y — 4e3s9°+ 3 Kasy® + casay® — 2c38y°

— bok2z — bz + 2c4 Kosyz + 2c452yz — deasy®z + 2c3¢c4 Koste + 2cscas2y’2 — degeasy®z

+ A Kysy?2? + cisay?2® — 203sy° 2 ) pi (—2c1d — Ry + 201y ) (=9ed® — 9d Ry + cidy

+ crdRyy — 2R2y + Ad*yy + crdRyyr — 2R3y + 9bydpy — 2bicfdyp, — by Ryypy — 2bicydryipn
— by Ry + By 4 b3y pi2)? (263 d® — 3Ed* Ry + R? — 3bic3dP puf 580y R2 juy — 18¢1d° Brpn

— 9d* Ry Brjuy + 30T Rypuf + 18byd? Brpd + b3 p) — b (Ko + 1)%y(1 Hcs9) (crd — Ry
—bypy)?(erd + Ry — b)) (crd + 2Ry — by )* (263 dPx2 — 3c3d* Riwz + Rexa— 18c1d” iy

— 9d2R1u1 - 180%d3xu1 - 9cld2R1xu1 - 3blc%d2$zu1 + BblR%aszul - 18cld3xzﬁlu1

— 9d2R1xz/31,u1 + 18b1d2/ﬁ,
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(3 = (K8 Bx)* (1 + sy + cay2)* (—9c1d® — 9dR; + cid*y + cidRyy — 2Ry + cid*y,

+ e d R 2Ry + 9bidpy — 2bierdypn — by Ryypn — 2bierdyipn — by Ryyapn + biypd

+ b3y pd)? (=28 d° + 3c3d* Ry — R + 3bicid* iy — 3by Ripy + 18c1d” By + 9d* Ry Br i

— 3bI Ry} — A8bd” B — b ) (—2¢idP 2z + 3cid® Riwz — Riwz + 18c1d” juy + 9d* Ry i
+ 183 d%x iy + 91 d3Ryxpy + 3bicid? ez — 3bi R2xzpy + 18cidPx 2By + 9d* Ryx 2B 1
— 18byd* 3 — 18bycyd® i} — 3b3 Rywzps — 18byd* w2y — bizzus)?* (2¢id vz — 3cid* Ryxz
+ Ri”xz — 1801d3,u1 - 9d2R1u1 — 18c§d3xu1 — 901d2R1x,u1 — 3blc%d2xzu1 + 3b1Rf:cz,u1

— 18c1d®x2B i1 — 9d* Ry By juy + 18byd*p? + 18bycydwp + 3b3 Rz + 18byd* w23y 112
+bjzzpi)?,

G4 = 3(9d251/i1(201d + Ry — 2byty) — (—cid + Ry + 51M1)2(201d + Ry + b1p1)) G
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Entradas de la matriz de regularidad

d(QCld + Rl — 2b1,u1)

a; == )
351,&1
1y — 3d(2e1d + Ry — 2bypy)(c3d* — R? — 2byerdpy + b3 u?)
(—c1d + Ry + by )2 (2c1d + Ry + byjy) ’
d(2€1d=~+ Ry + bij)
a3 = — N )
= d(2cyd + Ry — 2bypy)(c1d + 2Ry — bypy)?
3(crd — Ry#bypur)(crd + Ry — b)) (2c1d + Ry + byju)’
0 = 9d*(2cydA Ry — 2bypy)3
bi(—c1d + Ry + bip)*(2c1d + Ry + bijg)’
Gy — 5 — 3bodpy (26704 Ry — 2b1j11)?
(—c1d + Ry + b1 pf)?(2c1d + Ry + byjuy)
s — d(2c1d + Ry =\ 2byp11)?(—crd + Ry + byjug)?
3b1(2¢3d3 + R} + 30 RIudF3bIR pud + b33 — 3c2d?(Ry + b))’
4y — 3badpy (201d 4 Ry — 201 a1
(—c1d + Ry + by )22ed+ Ry+bip1)’
d(2c1d + Ry — 2by 1)
a33 = ;

351#1
Qe — — 9d4,u1(261d + Rl = 2b1/,Ll)4
P b (23 + R + 3b1R2 g + 362Ry 12+ b33 — 32d2(Ry + by ))?’
d—R d+5R
(e 1b)(01 +5R) 7b1ﬂ1)
1M1

1
ay1 = § (2601d + 34R1 -
1 ( 54(Cld+R1)2 )

9\ 2c1d + Ry + biuy

2(2c1d + Ry — 2bypy)(crd + 2Ry — byjuy)?
9crd 4+ Ry — byjur)(2¢1d + Ry + bipn)

2s(—c1d 4+ Ry + bypy)
 3d+ Ky(—c1d + Ry + byiy)
N 6badpy (2¢1d + Ry — 201 111)*(3cadpny (2¢1d + Ry — 2by111)?)
(—c1d + Ry + by )*(2c1d + Ry + by )?
6bodpiy (c3(—crd + Ry + by )?(2c1d + Ry + bypy))
(—c1d + Ry + bipn)*(2c1d + Ry + byjer)?

a4 = bafto
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2b1(01d — R1)<201d + Rl)lll - (—Cld + R1)2(261d + Rl)

iy 3012(—2¢1d — Ry + 2b1pir)
by (3by — b1)(2¢1d + Ry)pf 4 6bTbops}
3b1p3(—2c1d — Ry + 2b1 1)
o — 2(2¢1d + Ry — 2bypy)(crd + 2Ry — bypiy)?
(crd+,Ry — b)) (2c1d + Ry + bypq)
S 3d*@2cyd + Ry — 2b1j11)*(8cyd + 4Ry + bypuy)
45 =

by (ed + Ry + bypn)?(2c1d + Ry + bypy)?
1
o1 = <9b1M1(—01d F Ry + b1p1)?(2c1d + Ry + b1,u1)2> (—dQad + Ry
— 201 1) (Ed? + 10cdRy + TR? — 2b1(c1d + 5Ry ) py + b2 p2))) (—crd
+ R1)?*(2c1d + Ry)s'—3(byd(2c1d + Ry)? + by (crd — Ry)(crd
+ Ry)s)uy + 3by(4bad(@eyd + Ry) + by Rys)puf + b7 (—12bod + bys) i),
d(2c1d + Ry — 2by i)
as2 = ( s > S
(—8c5d’s — (Ry — 2b1pa)(—2R: + bi11)* (2R} + 3by Ry (9bod
+ 2b18)uf + 2b7(—bodA=by 8) iR 7 (—9bad iy + 6byspr)) + bas(Ry
— by (Ry + bypiy)* o FBAA((2RA bypy ) (—4R s + 4R3(9byd
— 2b18) 1 — 141bybod R T80T Ry (21bsd + bys) s + 4b7(—15byd
+ bys)pd) + 3bys(3Ry — by MRy A+ brpf)’ o) + 12¢3d°(—2Ry s
4 3(bodpy + byspy + baspig)) +6cidt (R s 4° 3R, (12byd + 5by8) iy
— 2by 11 (15badypsy + 5byspy + 6bysps)) + cid® (B2RE s + by R2 (53d
— Tspig) — 6by Ry iy (144badpy + 20by 511 + bgspus) 3 b2 s (40(9bad
+ b18)py + Ibgspn)) + 3cid* (2R1s + 15650y (—8dud + spo)
— 3by R2 11 (159bydpuy + 4byspuy — 3bosps) + 3R (53Vsdpy — 10by s
—baspo) + b B3 (432badpuy + 2001 spuq + 27baspin)))
d
453 = <9b1,u%(2cld + Ry + byju)
— Ry)(crd + Ry)s)pn — (—crd + Ry)?(2c1d + Ry)s
—3by (4bad(2c1d + Ry) + b1 Rys)pf + b7(12bod — bys)ps)
_ <2d(201d+ Ry — 2byp1)*(crd + 2Ry — blul)g) - (3(bad(2erd

) - (3(b2d(2¢1d + Ry)? + by (cyd

Q54
Qg

-+ R1>2 — bl(Cld — Rl)(Cld -+ Rl)S)/,Ll — (—Cld + R1)2(201d + Rl)S
—3b1 (4b2d(2€1d —+ Rl) —+ blRls)/ﬁ — b%(-lngd —+ bls),ui’) s
3d4<2C1d + R1 - 2b1,u1)3
55 — . ((—Cld
bi(—cid + Ry + bipn)4(2c1d + Ry + byjpig)?
+ R1)2(261d + Rl)S — 3<bgd(201d + R1)2 + bl(Cld — Rl)(cld + Rl)S),Ul
—|—3b1 (4b2d(201d -+ Rl) + blRls),u% -+ b%(-lQde + bls)ui’) s
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donco

=2 —crd — Ry + by ) (—crd + Ry + bin)*(21d + Ry + by )?,

—c1d — Ry + b)) (—erd + Ry + byjin)*(2e1d + Ry + by ).

1M1
1M1

(
(



E. Bifurcacién de Hopf en R?

Los coeficientes deFpolinomio (3.13) son

ls =1,
0.289 + K (=4.982 + K1(—40.293 + K;(—203.31

—1873.64 + K1(—3760.03 + K1(—5916.55

(
+K1( 716.775 + Ky (—
(— —7366.92 + K (—5861.28 + K (—3700
(-
)+

+ K1 (—7389.67 + K,
+ K1 (—1830.13 + K (—694.278 + K;(—195.025 + K, (—38.2135
+ (—4.661 — 0.266K7) K1))))))))))))))) + (—1.167

+ K1 (—18.937 + K{(=143.755 ¥/ K, (—677.451 + K, (—2217.04
+ K1(—5338.55 + K1 (C9773.36 § FKa(—13853.2 + K1 (—15325.8
+ K1 (—13222. + K (—8801719. 4 Ki(=4409.03 + K, (—1577.03
+ K1 (—352.669 + K (—24%32++ K, (114100 + (3.486
+0.334K1)K1)))))))))))))))) 5 4 (—0.649"+ K1 (—10.410

+ K1 (—77.928 + K1 (—361.274 F K(—1159.46 + K, (—2726.3
+ K1 (—4844.45 + K1 (—6605.87 + K;(—6932.87+ K (—5540.46
+ K1 (—3262.45 + K (—1294.9 + K, (—237.959 4 K, (73.4554

+ K1(70.323 4+ K1(24.384 + (4.396

+0.341K:) K)))))NN)N)K3).

\_//'\/\/-\
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(O 090 + K (1.378 4+ K;(9.277 4+ K;(35.731

i K1(82 318 + K1(92.147 + K, (—73.476 + K1(—529.73
+ KN(-1174.12 4+ K (—1661.4 4+ K (—1683. + K (—1262.23
+ K (2703.797 4+ K (—287.375 + K1(—82.906 + K;(—15.788
+ (—1.784.20.078K1) K1))))))))))))))) + (0.303
+ K (417001 (25.666 + K1(91.019 + K1(192.205
+ K, (182.55 UK, (—245.935 + K (—1309.07 + Ky (—2741.53
+ K1 (—3797.65¢F Ft(—3843.03 + K1(—2931.92 4+ K;(—1696.01
+ K1 (—735.680 + K{(+232.545 + K1 (—50.681 + (—6.819
— 0A427K)K)))))ND)) K> + (0.096 + K;(1.357
+ K1(8.623 + K1 (31.79~K(70.993 + K, (77.842 + K, (—62.703
+ K (—450.856 4 Ky (— 10173 + K1 (—1486.39 + K, (—1578.4
+ K1 (—1262.25 + K (—765694 + K (—348.686 + K1 (—115.878
+ Kl( 26.596 + (—3.775, — 0:250K,) K1))))))))))))))) K3 ),
(

0.025 + K, (0.3534=K (2.254 4 K, (8.510 + K;(19.982

+ K1(25 027 + K, (—8.657+ K (—116357 + K (—290.164

+ K (—453.907 4+ Ky (—511.071 4 K (£431.267 4 K, (—274.827
+ K1(—130.926 + K, (—45.318 ¥, (—10:784 + (—1.579

— 0.107K)KD))NN)N))) + (0.046)+ K (16825 + K;(10.023

+ K1(30.690 + K1 (51.019 + K;(14.684 + K, (~152.316 + K, (—444.665

+ K (—718.76 + K1 (—794.73 + K;(—632.562 + I4(+363.409

+ K1 (—145.473 4+ K1{(—36.3445 + K1 (—3.377 + K{(8.962 + (0.348

+0.035K1)K1)))))))))))))))) 2 + (0.080 + K1(0.996 % K4 (5.377

+ K1(16.025 + K;(25.148 + K1(2.510 + K/ (—87.364 + K~ 232.972

+ K (—352.774 + K (—360.269 + K (—254.268 + K, (—116'969
+ K1 (—25.577 + K1(6.404 + K1(7.362 + K1(2.730 + (0.513

+ 0.041K1) K1) K3),
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A= —0.541 4+ K1(—9.380 + K (—76.529 + K;(—390.206 + K, (—1392.62
£ K1(—3691.92 + K1 (—7528.4 + K;(—12061.3 + K;(—15370.
£ (—15668.1 + K, (—12776.9 + K (—8287.51 + K, (—4223.4
+ K(=1655.5 + K, (—482.034 + K (—98.242 + (—12.513
—0.75KDE)N)NN)) + (—1.442 4 K1 (—25.014 + K;(—204.078
+ K1 (—1040.55 + K1(—3713.66 4 K1(—9845.12 + K (—20075.7
+ K1 (—321637 + K (—40986.5 + K (—41781.6 + K, (—34071.7
+ K1 (—22100.4 K (—11262.4 + K;(—4414.68 + K1 (—1285.43
KL (—261.97944233.368 — 2.K1) K1) Ka + (—0.721
+ K1 (—12.507 + K,(~102.039 + K,(—520.275 + K,(—1856.83
+ K1 (—4922.56 + K (=10037.9 + K (—16081.7 + K;(—20493.3
+ K1 (—20890.8 + K1 (€17035.9 4+ K1 (—11050. 4+ K;(—5631.19
+ K1 (—2207.34 + K, (—642713 + K;(—130.99 + (—16.684
)

— LE1)E1)))))))))))) %

o~~~ o~ o~ o~
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Curya algebraica (3.14)

QUsH, Ky) = —0.044(0.283 + 9.533 K, + 152.061 K7 + 1531.946 K
+10936.331 K7 + 58739.125 K7 4 245438.665 K¢
+ 810749.509 K7 4+ 2.114 x 10°K¥ + 4.225 x 10°K?
+5.743 x 10°K{° +2.013 x 10° K — 1.581 x 10" K;?
< 5838 x 107K — 1.311 x 108K* — 2.261 x 108K /?
—8.190 x 108K;% — 3.778 x 10°K{" — 3.799 x 10°K}®
— 3.249% 108K — 2.351 x 10°K;° — 1.420 x 108K}
—6.927 x W0" K2 — 2.512 x 10" K — 4.794 x 106 K
+1.487 x 106K + 1.957 x 10° K3 +1.090 x 10° K37
+421701.935 K;° + 122770.622K7° + 27185.334K;°
+ 4481.739 K P 521.635 K32 4 38.387T K + 1.346 K*
+ 1.760K5 + 57.384K, K, + 889.295 K K, + 8719.728 K K,
+ 60649.841 K} Ky ©817533.515 K7 Ky + 1.293 x 10° K K,
+4.157 x 10° KLK, R 17052 x 10" K8 K, +2.021 x 10" K K,
+2.553 x 107 K2, + 3275 < 10K K, — 8.808 x 10" K2 K,
—2.949 x 10* KP4 6.357% 10°K{*K, — 1.065 x 10°K{° K,
—1.469 x 10°K{Ky - 1.708% 10° K"Ky — 1.692 x 10°K{* K,
—1.433 x 10°K{? Ky 21.035 X 10°K7° K, — 6.322 x 108K K,
—3.206 x 10°K2 K, —(1.300 x 103KF K, — 3.817 x 10" KK,
—5.075 x 10°K° Ky + 2.289 x 10°K9K, + 2.011 x 10°K}" K,
+ 863492.990 K 7° Ky + 257380.287 K77 Kg™ 56385.438 K Ky
+9014.985 K3 Ky + 1002.813 K2 Ky + 69.630 K2 K
+ 2275 K Ky + 3.78TK3 + 116.516 K, K3 £ 1716.683 K7 K
+ 16098.549K; K3 + 107624.622 K K3 + 54382787 TK K}
+2.144 x 10KV K3 + 6.692 x 10°K] K3 + 1.644%A0" KY K
+3.0594 x 10" K} Kj + 3.657 x 10" K{"K}
—1.218 x 10°K{' K3 — 1.445 x 10°K{* K3
—4.608 x 10°K{*K3 — 9.753 x 10°K{*K3
—1.621 x 10°K{° K3 —2.233 x 10°K{°K3
—2.609 x 10°K{"K2 — 2.615 x 10°K{*K?
—2.258 x 10°K{?K3 — 1.682 x 10°K°K3
—1.076 x 10° K K3 — 5.882 x 10°K? K3
—2.704 x 10°KP K2 — 1.021 x 10K K3
—3.015 x 10TK® K2 —6.076 x 10° K2 K2
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—825318.908 K" K3 + 329164.036 K;° K3 + 160664.812 K7 K3

T 43276.109K° K3 + 7820.546 K K3 + 949.599 K2 K3

+ TOBAZ KB K2 + 2ATIK P K2 4 1.964 K3 + 60.126 K K3

+ 883.053K 7 K3 + 8269.244 K3 K3 + 55304.863 K K3 4 280111.475 K} K3
+1.109 x P0° KV K3 + 3.487 x 10° K| K3 + 8.669 x 10°K} K3

+1.643 x WOTK K3 +2.054 x 10" K{ K3 +2.472 x 10°K* K3

— 7117 x 107 K3 — 2.389 x 108K {3 K3 — 5.196 x 10°K[* K3
—8.832 x 108 AG2K5 — 1.243 x 10°K{° K3 — 1.484 x 10°K| K}
—1.522 x 10° K3 K3 1.348 x 10°K{° K3 — 1.031 x 10° KK}
—6.803 x 108K K5,~3.840 x 10°K;? K3 — 1.833 x 10°K° K3
—7.245 x 10K K £2.269 x 10" K K3 — 5.065 x 10° K2 K3

— 476616.884 K77 K3 + 190017.614K° K + 115123.146 KV K

+ 33946.682 K ° K3 + 6579 814K K3 + 852. 718 K2 K3 + 67.909K° K
+2.535 K K3 + 0.091 K5 + 3418K, Ky + 59.190K: K3 + 638.935 K7 Ky
+ 4846.803 K} Ky + 27520918 K K,y + 121273.430K Y Ky

+ 422641.249 K Ky + 1.168-% 10°KT K, + 2.512 x 10° K} Ky

+3.871 x 10°K{° Ky + 2.762% 10° KMy — 6.172 x 10° K2 Ky
—3.035 x 10" K3 Ky — 7.536-<10" KRG 1.391 x 108 KK}
—2.082 x 10°K{%Ky —2.612 Xx 308K, Ky(—2.790 x 10° KK}
—2.553 x 108K Ky —2.003 x 108530 Ky —1.341 x 10°K7' K,
—7.593 x 10" K2 K,y — 3.559 x 10" k¥ K3 — 1.326)x 10" K K
—3.525 x 10° KPP Ky — 384564.109K K5 + 207431.807K?" K,

+ 152933.909 K3 K3 + 57352.019K79K, + 14734. 149K K

+ 2696.369 K K3 + 340.525 K32 Ky + 26.835 K3 Ky A VK Ky).



F. Bifurcacion Bogdanov-Takens de
un CEP_en ();

El sistema (3.1) puede‘zeéScribirse como

1
T = (— ) ((0.5000¢6=2.985 x 10* 4 2(—2.377 x 10* + y(—2675. — 2985.%)
771(% Yy, z, 62a ’72)
—2.985 x 10%2) +4.776 x 10*z +%*(2675. + 2985.2) + y(—2985. + 4776.2)))),
1
y = <— ) ((0.005025%(=8:793 x 10°® 4 2.632 x 10™y — 1.753 x 10°%?
7]2($a Yy, z, 62a '72)

—2.366 x 10°%2 4+ 2.366 x 10> 4p==7.084" %102y, + 4.718 x 1089275 + 2:(—8.793 x 10°®
—2.366 x 1072 + y(1.753 x 10°7 L4718 x 1W0%v,) + 2.366 x 10%7,) + chy(2.211 x 107

— 1.796 x 10%°z 4+ 6.603 x 10°*y, — 5363 x 10°%#7 4+ £(2.211 x 10 + 2(—1.796 x 10

— 5.363 x 10°%75) + 6.603 x 10°*y5) + ¢(=2.211 % 10°° + 1.796 x 10°°z — 6.603 x 10°*,
+5.363 x 107%275)) + c;(—8.451 x 10°® %3450 x 10°"% — 3.150 x 10°7y, + y(—5.169 x 10°®
4 1.698 x 10”2 + 3.077 x 107y, — 1.963 x=10°%2,) #A(1.362 x 10°° — 1.698 x 10*2

— 2,762 x 10775 4 1.963 x 10%275) + x(—8.451 x 10%® 431150 x 10°7z — 3.150 x 1077,

+ 9(—1.362 x 10° + 1.698 x 1072 + 2.762 x 107y, — 1.963+_1027,))) + ¢3(2.427 x 10°7
—4.084 x 10°92 + 4.084 x 107, + y(1.007 x 10° — 8.451 xX“10°®z 4 3.162 x 10°7,
—3.150 x 10°"275) + y*(—1.031 x 10°? + 8.451 x 10°®z — 3.571 X 1027y, + 3.150 x 10°"2,)
+ 2(2.427 x 10°7 — 4.084 x 10°°2 + 4.084 x 10075 + y(1.031 x 10°7¢38.451 x 10%2
+3.571 x 10°7y, — 3.150 x 10°7275))) + c3(—1.796 x 10° + 5.363 x 10°*3

— 5.363 x 10°*75 4 4%(2.990 x 10°7 — 2.427 x 10°7z + 5.034 x 1070, <4.084 x 10°°2~,)

+ 9(—2.972 x 10°7 + 2.427 x 10772 — 4.980 x 10775 + 4.084 x 10°27,) +(1.796 x 10°°
4 5.363 x 10°'z — 5.363 x 10°y, + y(—2.990 x 1057 4 2.427 x 10°"z — 5.034.X 107+,
+4.084 x 10%275))) + ¢4(1.698 x 10 + 1.963 x 10°®z — 1.963 x 10°%y, + y*(1:341 x 10>
4 8.793 x 10°%z + 1.591 x 107y, — 2.366 x 10°®2,) + y(—3.039 x 10 — 8.793'x 10°%»

4+ 3.715 x 10°7y5 4+ 2.366 x 10°%275) + 2(1.698 x 10°? 4+ 1.963 x 10°%z — 1.963 x 10255
+y(—1.341 x 10°? — 8.793 x 10°®z — 1.591 x 10”75 + 2.366 x 10°°273)))))),
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1
b= (— > ((4.319 x 107*%2(—1.676 x 10*° + 4.386 x 10*y + 1.654 x 10%°3,
772(‘T7y72762772)

— 1.654 % 10%°y By + 2(9.756 x 105 + y(—1.852 x 10 + 2(4.386 x 10% — 1.654 x 10*°3;)
—1.482 K 10%°6,) 4 1.482 x 10%°6, + 2(—1.676 x 10* + 1.654 x 10%°8,)) + cjy(—7.578 x 107
—4.159 x 108, + 2(6.155 x 107 4 3.378 x 107°5,) + (2.463 x 107" + 2(—2.758 x 107"

— 1.132 x 10%3#),— 3.727 x 1078, + 2%(6.155 x 107° 4 3.378 x 107°4,))) + ¢3(3.411 x 10™
4 1.589 x 1085 44y(—3.289 x 10*° 4 2.366 x 10%z + 2.343 x 10%°3, — 3.194 x 10%°24,)

+ 2(—1.193 x 10%99=8,411 x 10™2 + 1.424 x 10%°8; + 1.589 x 108923, + y(1.019 x 10%

+ 2%(2.366 x 105 —87194 x 10%3,) + 2(—1.051 x 10% — 5.194 x 10™3,) + 2.099 x 10%43,)))
+ ¢1(6.155 x 107 + 3.378x 1078, + y(5.722 x 10™ — 4.642 x 102 + 5.586 x 1073,
—4.565 x 10™23,) 4+ 2(=27000 x 107" + 6.155 x 102 + 3.027 x 1078, + 3.378 x 1023,

+ y(—1.882 x 10™ 4 22(—4642:x 10™ — 4.565 x 107 ;) + 5.006 x 107, + 2(2.100 x 10™
4 1.495 x 10™6,)))) + c3(—4.642 x 10™ — 4.565 x 10™3, + y(—3.852 x 10™ 4 3.411 x 1072
—1.911 x 10%8; + 1.589 x 10%285)+ 2(1.527 x 107 — 4.642 x 10z — 4.091 x 10783,
—4.565 x 107235 + y(1.354 x 10%° jaz(—1.578 x 10%° — 4.868 x 107°3,) — 1.713 x 10%3,

+ 2%(3.411 x 10™ + 1.589 x 10%°35))))a-e4(2.366 x 10%° — 3.194 x 10%°8, + y(4.359 x 10™
— 1.676 x 10892 4 1.158 x 10%°857+ 1.654 x 10%°28;) + x(—7.218 x 10*° 4 2.366 x 10%2
—2.862 x 1088, — 3.194 x 1039285+ y(—7480 x 10% + 1.038 x 10*°3,

+ 22(=1.676 x 10* + 1.654 x 10%955) + 2(1.019.¢ 10%! + 2.640 x 10%°5,))))))),

donde

m(z,y, z, B2, 72) = (10.00 + y)(597.0 + 535.0x + 597.07 =),

n2(2,y, 2, Ba, 72) = (—1.682 x 100 — 2.291 % 10%°c, + 2667 x 10*¢2)(1.000 + x)(7.071 x 10%°
— 1.410 x 103y + c2(1.011 x 10% 4 y(8417x 10%° — 6.828 x 10%°2))
+ chy(—1.244 x 10% + 1.011 x 10%2) + ¢4(=6828 x 10* + y(—2.834 x 10%
+ 7.071 x 10%2))).
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Entradas de la matriz de regularidad

8645

R COVE

Y

12 — 9687

147459

13 = — S a55a0
216832

a14 = 07

a5 =0,

1
a9y = <_) (0.07817(3.553 x 10°" — 3.431 x 10%"¢, + 5.078 x 10%°c?)),
P1

1
gy = (( )2> (0.0005583(—3870 x 10°° + 6.988 x 10°°c; — 6.902 x 10%°c;
—P1
+2.825 x 107%¢ — 2.711 x 10°*c));
1
i (W) (0.01970(3.553 x,10°™=3.431 x 10?"cy + 5.078 x 10%°¢3)(4.064 x 107
—P1

4 5.588 x 10%¢c, — 4.926 x 10262 + 7.196/x 10*c})),

1
Q24 = 57
ags =0,
i — 41834493798880950
21126143373290839’
a3y = (ﬁ) (2.532 x 107%3(8.855 x 10™ + 8.679 x 10™g, — 1.851 x 107¢}

+5.565 x 107 ¢3 — 2.319 x 109¢))),

1
azg = — <—> (3.127 x 10721(4.477 x 10™ 4 8.390 x 10™%cy #6.438 x 10" ¢}

(=p1)?
—1.692 x 10™ ¢ 4+ 5.632 x 10%¢} — 1.878 x 10%7¢))),
34 = 07
azs =0,

1
as = 2.578 + (W) (0.1563(3.553 x 10*" — 3.431 x 10*¢c, + 5.078 x 10%¢3)),
P1

1
Ago = — ((p1)3> (1.424 x 1072(3.548 x 10'°7 — 4.483 x 10'%7¢, + 2.047 x 10'%¢?

— 7.468 x 10'%¢} + 3.730 x 10'%¢; — 1.098 x 10"¢; + 1.181 x 10"}
—1.995 x 10%¢})),
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1
(g3 = (—(p1)3) (6.243 x 107°(1.489 x 10" + 1.801 x 10'%¢; — 3.557 x 10'%¢]

+ 4.445¢ 10" — 2.020 x 10'%c} + 1.054 x 10"7¢] — 2.250 x 10'%°¢}
+1.961 60! %] — 4.549 x 10'°¢)),
1

44 = —7,

3
1
Qg5 = — (w) (04002792¢4(3.553 x 10*" — 3.431 x 10*"¢, + 5.078 x 10%°¢})?),

1
a5 = — (—> (2.823 X10721(—8.123 x 10"? + 2.809 x 10"?¢cy + 4.446 x 10'"%c]

(=p1)?
+2.955 x 10" ¢} — 8.0857%10"'%¢] + 2.608 x 10'c] — 8.960 x 10'%°c§
—1.986 x 10'%c})),

1
sy = (W) (1.129 x 107%%(7.469 % 10" — 1.072 x 10"*¢, 4 2.004 x 10'*¢]

+1.462 x 101%8¢3 — 6.692 x 10", 12417 x 10"%5¢] + 2.208 x 10M°¢5
— 5.808 x 10"3¢] + 5.878 xA0" '~ 1.942 x 10'%°¢))),

1
sz = (W) (4.980 x 10734(<£1:493 x 10" — 4.500 x 10'¢, 4 7.447 x 10383

— 7.793 x 10""c} — 8.710 x 10" g= 2.7344¢ 10"°c} + 1.452 x 10"%°¢§
— 1.175 x 10"5¢] + 2.521 x 10" c§4.636 % 10"'c))),

1
sy = (W) (1.282 x 10720(—1.110 x(10% 4 4.447x 107" ¢4 + 8.288 x 1072
— 1.151 x 10™¢} 4 2.667 x 107} — 1.715 x 10™c)) )
1
55 = (W) (2.876 x 10711(3.553 x 10*" — 3.431 x 10*"5.078 x 10*°c})?
P1

(2.272 x 103 ¢, — 2.194 x 10**¢] + 3.247 x 10*%c))),
p1 = —1.682 x 10% — 2.291 x 10%¢, + 2.667 x 10*c3.
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