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ÍNDICE DE FIGURAS

3.5. Comportamiento de las funciones γ para n = 1, 2, 3, 4, con
k
µ

= 1. La solución en estado estacionario es estable por debajo
de la curva n = 1 e inestable por encima de ella. . . . . . . . 29

3.6. Resultado del paso 1: Malla computacional. . . . . . . . . . . 31
3.7. Caso estable de las soluciones oscilatorias del modelo de la

concentración de Cl− para la autorregulación, arriba la super-
ficie de la concentración de Cl− para cada x y t, abajo la curva
que pertenece a x = 1 para toda t. . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.8. Caso inestable de las soluciones oscilatorias del modelo de la
concentración de Cl− para la autorregulación, arriba la super-
ficie de la concentración de Cl− para cada x y t, abajo la curva
que pertenece a x = 1 para toda t. . . . . . . . . . . . . . . . 34
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0.09,∆Pd = 0.15, Hd = 0.1, ρd = 0.12, Hc = 0. . . . . . . . . . 45

4.3. Curva del flujo Qd con los valores de los parámetros: P =
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Un modelo matemático del

funcionamiento del riñón.

Resumen

Para mantener su funcionalidad óptima, el riñón requiere un meticuloso con-
trol del flujo sangúıneo renal. En este trabajo, se presenta un modelo ma-
temático de la hemodinámica renal involucrada en la producción de la orina.
Este modelo se compone de tres submodelos: uno para la etapa de filtración
glomerular, que da entrada a la sangre que se procesa en el riñón, otro para
el proceso de autorregulación renal que define el flujo de sangre que debe
entrar al riñón, para mantener su correcto funcionamiento, aún frente a va-
riaciones de la presión sangúınea y el último para las etapas de reabsorción y
secreción, correpondiendo la primera al proceso mediante el cual los riñones
recuperan sustancias útiles (como agua, glucosa, aminoácidos y ciertos iones)
del filtrado glomerular y las devuelven a la sangre y en la segunda los riñones
eliminan sustancias no deseadas (como iones de hidrógeno, potasio, amońıaco
y ciertos medicamentos) desde la sangre hacia los capilares peritubulares.

Abstract

To maintain its optimal functionality, the kidney requires meticulous control
of renal blood flow. In this paper, a mathematical model of the renal hemody-
namics involved in urine production is presented. This model is composed of
three submodels: one for the glomerular filtration stage, which gives input to
the blood that is processed in the kidney, another for the renal autoregulation
process that defines the blood flow that must enter the kidney, to maintain
its correct functioning, even in the face of blood pressure variations, and the
last one for the reabsorption and secretion stages, the former corresponds to
the process by which the kidneys recover useful substances (such as water,
glucose, amino acids and certain ions) from the glomerular filtrate and re-
turn them to the blood, and in the latter the kidneys eliminate unwanted
substances (such as hydrogen ions, potassium, ammonia and certain drugs)
from the blood into the peritubular capillaries.
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Palabras claves

Hemodinámica renal, filtrado glomerular, secreción renal, reabsorción renal.

Marco teórico

El torrente sangúıneo arrastra una gran cantidad de sustancias, muchas de
la cuales entran al riñón y alguna proporción de estas pasa a formar parte
de la orina. Sin embargo, la mayoŕıa de los modelos nefrológicos consideran
solo la concentración de una sustancia [9]. Estos modelos se han utiliza-
do con fines terapéuticos para el tratamiento de enfermedades mediante el
control de la cantidad de medicamentos administrados [5], y también con
fines de diseño de riñones artificiales. En general el modelado del proceso de
hemodiálisis se basa en ecuaciones cinético-hemodinámicas [7] o ecuaciones
cinético-matemáticas [3], [12].

Junto al cerebro y el corazón, el riñón es un órgano fundamental en el sistema
cardiovascular, ya que recibe aproximadamente el 20 % de la sangre que el
corazón expulsa hacia el organismo, en cada latido. Entre sus principales fun-
ciones se encuentran: regular la presión arterial, eliminar los desechos tóxicos
a través de la orina y producir la hormona que estimula la formación de los
glóbulos rojos [4]. El proceso de formación de la orina consta de 3 etapas:
filtración glomerular, reabsorción y secreción (ver figura 1, que fue tomada
de [1]). La principal unidad operativa del riñón se llama nefrona, de la que
hay aproximadamente un millón en cada riñón y cada nefrona es capaz de
formar orina por śı misma.
En la etapa de filtración glomerular, el glomérulo filtra el agua y otras sus-
tancias del torrente sangúıneo.
Cada nefrona tiene un glomérulo cuya función es un filtrado inicial de la san-
gre. El glomérulo consta de una red de capilares envuelto por la cápsula de
Bowman (una estructura en forma de copa). La presión arterial de la sangre
en los capilares empuja el agua y los solutos pequeños hacia la cápsula de
Bowman, a través de una membrana de filtrado. Con esto inicia el proceso
de formación de la orina [9].
Aproximadamente el 20 % de la sangre que entra a la nefrona, se filtra hacia
la cápsula de Bowman. Tanto las plaquetas como las protéınas plasmáticas
y células sangúıneas son demasiado grandes para pasar por el filtro, por lo
que, éstas continúan por la arteriola eferente, formando el 80 % del ĺıquido
que no se filtró [4].
En la segunda etapa, que es la reabsorción, algunos nutrientes y agua del

ii
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Figura 1: Esquema de una nefrona y las áreas donde tienen lugar cada una
de las etapas de formación de la orina.

ĺıquido filtrado que fluye por el túbulo renal se reincorporan al torrente san-
gúıneo. Lo que retorna son grandes cantidades de: aminoácidos, vitaminas,
agua, glucosa, parte de la urea, los iones K+, Na+, NaHCO3 (bicarbonato),
Cl−, HPO4 (fosfato). Estas sustancias salen de los túbulos de las nefronas ha-
cia los capilares peritubulares. Bombas de Na+/K+ATPasa (sodio/potasio),
en las células tubulares, transportan los iones en contra de un gradiente de
concentración (transporte activo). Además el flujo de iones de sodio impulsa
la reabsorción de los demás elementos. En el túbulo contorneado proximal se
reabsorben el sodio, el cloruro, la mayor parte de agua, aśı como los aminoáci-
dos, vitaminas hidrosolubles y casi toda la glucosa, entre otros. Este filtrado
es isotónico con el plasma, es decir a igual temperatura tienen la misma pre-
sión osmótica.
En la etapa de secreción se lleva a cabo el traspaso de materiales desde los
capilares peritubulares hasta los túbulos renales, con el propósito de regu-
lar la tasa de dichas sustancias en el torrente sangúıneo y de eliminar otros
desechos del cuerpo. Las principales sustancias secretadas son K+, H+, NH+

4

(iones amonio), creatinina y ciertos fármacos, como la penicilina. Este proce-
so ocurre en los túbulos contorneados proximal, distal y en el túbulo colector
[4].
Las ecuaciones que estudiaremos para modelar el funcionamiento general del
riñón [9] son:
Para el filtrado glomerular.
Suponemos que los capilares glomerulares comprenden un tubo unidimensio-

iii
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nal con flujo q1 y que la cápsula de Bowman que los rodea es también un
tubo unidimensional con flujo q2 (ver figura 2). Dado que el flujo a través de
los capilares glomerulares es proporcional a la diferencia de presión a través
de la pared capilar, en estado estacionario la tasa de cambio del flujo en
el capilar satisface la siguiente ecuación diferencial que lleva asociadas dos
condiciones de frontera,

dq1
dx

= Kf (P2 − P1 +
πiQi

q1
), 0 < x < L,

q1(0) = Qi,
q1(L) = Qe,

(1)

donde :

P1 y P2 son las presiones hidrostáticas del fluido en los tubos 1 y 2,
respectivamente,

πi es la presión osmótica de entrada,

Kf es la tasa de filtración capilar,

Qi esel flujo de entrada es decir el flujo en x = 0,

Qe es el flujo de salida eferente

Qi y Qe son desconocidas y deben determinarse. Esto hace que este problema
sea no trivial.

Figura 2: Diagrama simple del glomérulo.

El riñón tiene un proceso de autorregulación que consiste en monitorear la
concetración de Cl− en la rama ascendente gruesa. Esta concentración está

iv

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.



gobernada a través del tiempo, τ , y a lo largo del tubo, y, por la EDP de
transporte

∂C

∂τ
+ φ

∂C

∂y
= −R(C), (2)

donde R(C) denota la tasa de eliminación de Cl− del tubo mediante el bom-
beo de Na+, C es la concentración de Cl−, φ denota la velocidad del fluido
a lo largo del tubo y se conoce la condición de frontera C(0, t) = C0.

Para las etapas de reabsorción y secreción, dividimos el área de la formación
de orina en cuatro zonas (la rama descendente, d, la rama ascendente, a,
el conducto colector, c y un único compartimento para el intersticio y los
capilares peritubulares, s) y en cada zona estudiamos el caudal del fluido Qi

y la concentración de Na+, ci, i = d, a, c, s (ver figura 2, tomada de [9]).
A las dos ecuaciones anteriores se le adicionan las siguientes 8 EDOS que
gobiernan la formación de orina.

1
kd

dqd
dx

= Ps − πs − Pd + 2RT (cd − cs), qd(0) = q2,

d(qdcd)
dx

= hd(cs − cd), cd(0) = cd0 ,

dqa
dx

= 0, qa(L) = −qd(L),

d(qaca)
dx

= −p, ca(L) = cd(L),

1
kc

dqc
dx

= Ps − πs − Pc + 2RT (cc − cs), qc(0) = −qa(0),

d(qccc)
dx

= hc(cs − cc), cc(0) = ca(0),

dqs
dx

= − d
dx

(qd + qa + qc), qs(0) = qc(L)− qd(0),

d(qscs)
dx

= − d
dx

(qdcd + qaca + qccc), cs(0) = cc(L)− cd(0),

(3)

donde:

ki, i = d, c, son las tasas de filtración en el tubo descendente y colector,
respectivamente,

πs es la presión osmótica coloidal en el intersticio,

Pi, i = s, d, c, son las presiones hidrostáticas en los tubos intersticiales,
descendente y colector, respectivamente,

v

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.



R es la constante universal de los gases ideales,

T es la temperatura del fluido (RT es la resistencia tubular),

hi, i = d, c, son la permeabilidad en el tubo descendente y colector,

p es la tasa de bombeo que depende de concentraciones locales de varios
iones.

En la literatura se menciona que 6 de estas ecuaciones, incluyendo las obvias
se pueden resolver anaĺıticamente una vez que se resuelva un sistema de
ecuaciones de 2× 2 donde se obtiene 2 de las variables del sistema. Tomando
en cuenta la solución de estas ecuaciones, el modelo se reduce después de una
adimensionalización al siguiente sistema de ecuaciones:{

ρd
dQd
dy

= −∆Pd + Cd − Cs,
ρc

dQc
dy

= −∆Pc + Cc − Cs,
(4)

donde ρj son parámetros adimensionales, ∆Pd y ∆Pc son diferencias de pre-
sión en el túbulo descendente y colector respectivamente. Cd, Cs y Cc depen-
den de Qd y Qc, por lo que el problema es no trivial. Con esto resolver el
modelo (1)-(3) se reduce a resolver (4).

Justificación

Las estad́ısticas muestran que en los últimos años ha ido aumentando el
número de personas que presentan problemas renales. Cuando el riñón no fil-
tra la sangre de manera correcta provoca acumulación de residuos y toxinas
en el organismo que después de una cierta cantidad resultan perjudiciales;
insuficiencia renal terminal (ERT) es cuando el rinón se ha deteriorado en
un 15 %. Para dar un tratamiento a aquellos pacientes que presentan ERT
es necesario entender con exactitud la fisioloǵıa del riñón para que se pueda
sustituir la función del riñón. Dentro de los tratamientos que se tienen en la
actualidad se encuentran la diálisis y la hemodiálisis.
“El filtrado de la sangre” es lo que se realiza en el proceso de hemodiálisis
y se da en una membrana artificial que tiene el dializador, la cual opera de
acuerdo a unos parámetros hemodinámicos. El ajuste de estos se realiza de
forma personalizada y manual de acuerdo a valores determinados sobre el
paciente y tomando en cuenta los efectos secundarios como son la hiperten-
sión arterial, cefalea, vómitos y náusea. Estos efectos se podŕıan evitar si se
consigue realizar un control preciso y automático de los parámetros y por eso
resulta importante estudiar los modelos dinámicos de la hemodiálisis.
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Preguntas de investigación

¿Es posible simular matemáticamente la hemodinámica renal en los procesos
renales básicos involucrados en la producción de orina?

Hipótesis y supuestos

Es posible modelar con ecuaciones algebraico-diferenciales, la hemodinámica
renal en los procesos renales básicos involucrados en la producción de orina.
Para esto es suficiente asumir que el tejido renal es homogéneo, que ciertos
parámetros fisiológicos son constantes y que la anatomı́a del riñón puede sim-
plificarse. Además, se supone que el flujo sangúıneo es uniforme, se simplifican
las interacciones qúımicas y se asume la ausencia de patoloǵıas. Con estos
supuestos, el modelo resultante se puede resolver al menos numéricamente.

Objetivo general

Resolver cualitativa y númericamente el modelo (1, 2, 3), en donde en esen-
cia, resolver (3) se reduce a resolver (4).

Objetivos espećıficos

1. Estudiar la fisioloǵıa del riñón.

2. Estudiar anaĺıticamente las ecuaciones que modelan cada etapa, obte-
niendo sus soluciones anaĺıticas cuando sea posible.

3. Resolver numéricamente las ecuaciones en cada etapa, en particular
resolver las ecuaciones (4).

4. Validar el modelo con parámetros tomados de la literatura.

Metodoloǵıa

Estudio de la fisioloǵıa del riñón en [9].

Estudio anaĺıtico y numérico del problema (1) que modela la filtración
glomerular siguiendo las ideas de [9] y revisando [6], [10].
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Estudio anaĺıtico y numérico del problema (2) que modela la autorre-
gulación siguiendo las ideas de [9] y revisando [8], [10], [2].

Resolver las ecuaciones triviales de (3) para incorporarlas en (4).

Resolución numérica de las ecuaciones (4).

Validación del modelo con parámetros de la literatura [9].

viii
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Caṕıtulo 0 1

Introducción

Junto al cerebro y el corazón, el riñón es un órgano fundamental en el
sistema cardiovascular, ya que recibe aproximadamente el 20 % de la sangre
que el corazón expulsa en cada latido hacia el organismo. Entre sus principa-
les funciones se encuentran: regular la presión arterial, eliminar los desechos
tóxicos a través de la orina y producir la hormona que estimula la formación
de los glóbulos rojos [4].

Cuando no hay un adecuado funcionamiento del riñon, pueden presentarse
enfermedades renales de diversas formas, desde infecciones y cálculos renales
hasta enfermedades crónicas como la nefropat́ıa diabética y la enfermedad
renal crónica (ERC). Estos son un problema de salud cada vez más impor-
tante a nivel global, afectando no solo la vida de los pacientes, sino también
generando una carga significativa para los sistemas de salud debido a su alta
prevalencia y costos asociados.

Los modelos hemodinámicos renales proporcionan una comprensión profunda
sobre los patrones y comportamientos del flujo sangúıneo renal, lo que puede
permitir detectar anomaĺıas y disfunciones que de otra manera podŕıan pasar
desapercibidas. Aśı también contribuyen a tener una perspectiva global e in-
tegral del problema, lo que coadyuva a avanzar en el diagnóstico, tratamiento
y prevención de las afecciones renales. En este contexto, el propósito de este
trabajo es analizar la hemodinámica renal modelando matemáticamente los
procesos básicos de la producción de la orina, donde se siguieron las ideas
expuestas en [9].

El trabajo de tesis está organizado de la siguiente manera. En el caṕıtulo
1 se exponen herramientas y conceptos básicos de ecuaciones diferenciales
tanto ordinarias como parciales, y teoŕıa de flujos, los cuales son necesarios
para el desarrollo de los caṕıtulos posteriores. En el caṕıtulo 2 se presenta
una breve descripción de las tres etapas del proceso por el cual se forma la
orina y se eliminan los productos de desecho del torrente sangúıneo. En este
mismo caṕıtulo se presentan y resuelven las ecuaciones que modelan la fil-
tracion glomerular. En el caṕıtulo 3 se estudia el modelado matemático del
proceso de autorregulación renal mostrando tanto aspectos cualitativos como
numéricos de su solución. Finalmente en el caṕıtulo 4 se estudia el modelo
para las etapas de reabsorción y secreción, particularizando la solución de un
caso en particular.

1
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo daremos las herramientas básicas necesarias de ecua-
ciones diferenciales ordinarias y parciales aśı como los conceptos básicos de
flujos, los cuales se emplean para obtener los resultados que se mostrarán en
los caṕıtulos 2, 3 y 4. Para una mejor comprensión de la teoŕıa del caṕıtulo
1 consultar en [2], [8], [9], [10], [11].

1.1. Sistemas diferenciales ordinarios de pri-

mer orden no lineales

En este sección revisamos algunos conceptos y teoremas acerca de un
sistema de ecuaciones diferenciales no lineales de la forma

ẋ = f(x), x(0) = x0, (1.1)

donde x : I ⊂ R → Rn, f : E ⊂ Rn → Rn, f ∈ C1(E), x0 ∈ Rn, I es
un intervalo de R, E es un subconjunto abierto de Rn. El sistema no lineal
(1.1) tiene una solución única a través de cada punto x0 ∈ E definido en un
intervalo máximo de existencia (α, β) ⊂ R. En general, no es posible resolver
el sistema no lineal (1.1), sin embargo, se puede dar información cualitativa
sobre el comportamiento local y global de las soluciones.

1.1.1. Teorema de existencia y unicidad

Definición 1.1.1. Supongamos que f ∈ C1(E) donde E es un subconjunto
abierto de Rn y C1(E) el espacio de derivadas continuas. Entonces x(t) es
una solución de la ecuación diferencial (1.1) en un intervalo I, si x(t) es
diferenciable en I y además para todo t ∈ I, x(t) ∈ E y

ẋ(t) = f(x(t)).

2
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Caṕıtulo 1 3

Si x0 ∈ E, x(t) es una solución del sistema (1.1) con valor inicial x(t0) = x0
en un intervalo I, con t0 ∈ I.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Existencia y Unicidad). Sean E un subcon-
junto abierto de Rn, x0 ∈ E y f : E −→ Rn, con f ∈ C1(E). Entonces existe
a > 0 tal que el problema de valor inicial

ẋ = f(x), x(0) = x0, (1.2)

tiene una única solución x(t) definida en el intervalo [−a, a].

1.2. Ecuaciones diferenciales parciales de transporte

En este sección revisamos algunos conceptos importantes de las ecuacio-
nes diferenciales parciales de transporte.

Definición 1.2.1. Una ecuación diferencial parcial (EDP) es una ecua-
ción que contiene derivadas parciales de una función u : Rn → R, llama-
da la incógnita de la ecuación. Más precisamente, dada una función u =
u(x1, x2, ...xn), una EDP en u es una ecuación que relaciona, en Ω ⊂ Rn,
cualquiera de las derivadas parciales de u con cualquiera otra y/o con u mis-
ma y/o con las variables x1, x2, ...xn. Una EDP tiene la estructura general

F (x1, x2, ...xn;u,D1u, ..., Dmu) = 0, x = (x1, x2, ...xn) ∈ Ω ⊂ Rn.

Definición 1.2.2. Resolver una EDP en u de orden m, en el dominio Ω,
significa encontrar una funcion u ∈ Cm(Ω), que satisfaga idénticamente la
EDP en Ω, es decir, que se satisfaga para todos los valores de las variables
independientes tales que (x1, x2, ...xn) ∈ Ω.

Definición 1.2.3. En fisioloǵıa, una ecuación diferencial parcial (EDP) de
transporte en un flujo puede describir, por ejemplo, la difusión de sustancias
qúımicas o la propagación de señales eléctricas a través de medios biológicos,
como tejidos o fluidos corporales. Estas ecuaciones son fundamentales para
comprender procesos como la difusión de ox́ıgeno y nutrientes en tejidos, el
transporte de metabolitos a través de membranas celulares o la propagación
de señales nerviosas en el sistema nervioso.

Una forma general de la ecuación diferencial parcial de transporte en
fisioloǵıa es:

∂C

∂t
+∇ · (vC) = D∇2C,

3
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Caṕıtulo 1 4

donde:
- C representa la concentración de la sustancia que se está transportando
(como ox́ıgeno, glucosa, neurotransmisores, etc.)
- t es el tiempo.
- v es el vector de velocidad del flujo, que puede ser el flujo sangúıneo en el
caso de tejidos vascularizados o el flujo de ĺıquido intersticial en tejidos no
vascularizados.
- D es el coeficiente de difusión, que describe la tasa a la que la sustancia se
difunde a través del medio.
- ∇ es el operador nabla que representa el gradiente espacial.

La primera parte de la ecuación (∂C
∂t

) describe cómo cambia la concentra-
ción de la sustancia en el tiempo. La segunda parte (∇· (vC)) describe cómo
la sustancia es transportada por el flujo, donde el término vC representa la
velocidad del flujo multiplicada por la concentración de la sustancia, lo que
indica el transporte convectivo. Para el caso de la ecuación (3.1), la veloci-
dad es un escalar ya que no depende del tiempo ni del espacio y el gradiente
∇ es una derivada parcial. La tercera parte (D∇2C) describe el efecto de la
difusión en la propagación de la sustancia a través del medio, en nuestro caso
encontraremos un fenómeno de filtración de una sustancia.

1.3. Ecuaciones diferenciales con retardo

En este sección nos introducimos en las ecuaciones diferenciales con re-
tardo por medio de un ejemplo con una ecuación conocida.

Una solución dependiente del tiempo de una ecuación diferencial de re-
tardo (EDR) no está determinada uńıcamente por su estado inicial en un
momento dado sino que, en cambio, se debe dar el perfil de la solución en
un intervalo con una longitud igual al retardo (o desface del tiempo τ). Es
decir, necesitamos definir un conjunto de condiciones iniciales de dimensión
finita entre t = −τ y t = 0.

Ejemplo 1.3.1. Consideremos una ecuación lineal de primer orden

dy

dt
= ky, y(0) = 1, (1.3)

el cual tiene la solución
y(t) = ekt. (1.4)

F́ısicamente el conocimiento de la condición inicial y(0) = 1, nos permite
predecir el futuro en cualquier momento t. El pasado no está involucrado en

4
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Caṕıtulo 1 5

esta solución. Para una EDR, el pasado ejerce su influencia sobre el presente
y por lo tanto, sobre el futuro.
La siguiente EDR

dy

dt
= ky(t− τ), y(t) = 1, −τ ≤ t < 0, (1.5)

dice del lado derecho que depende de y en el tiempo t− τ, donde τ se llama
retraso o desface de tiempo. Además, la condición inicial ahora se reemplaza
por una función inicial definida en un intervalo de tiempo finito.

Oscilaciones en la solución de una EDR.

En contraste con la solución exponencial (1.4), la solución de la ecuación
(1.5) puede ser oscilatoria. Esto se puede ver buscando una solución particu-
lar de la forma

y = A sen(ωt). (1.6)

Reemplazando (1.6) en (1.5)

ωA cos(ωt) = kA sen(ωt− ωτ)

= kA [sen(ωt) cos(ωτ)− cos(ωt) sen(ωτ)] .

Igualando a 0 los coeficientes cos(ωt) y sen(ωt). Encontramos las dos condi-
ciones siguientes

cos(ωt) = 0, ω = −k sen(ωτ).

La primera condición se cumple si ωτ = π
2

o 3π
2

y con la segunda condición,
obtenemos las siguientes posibilidades

ωτ =
π

2
, kτ = −π

2
(1.7)

ωτ =
3π

2
, kτ =

3π

2
. (1.8)

Para estos valores particulares de kτ , el EDR (1.5) admite la solución armóni-
ca (1.6)

1.4. Conceptos fundamentales de flujo en sis-

temas fisiológicos

En este sección revisamos algunos conceptos básicos de flujos, ya que nos
ayudarán a tener una mejor comprensión de los caṕıtulos siguientes.
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Caṕıtulo 1 6

Definición 1.4.1. La presión osmótica es la presión necesaria para detener
el flujo neto de solvente a través de una membrana semipermeable hacia una
solución más concentrada, cuando la membrana permite el paso libre del
solvente pero no del soluto. Esta presión se genera debido al gradiente de
concentración de solutos a ambos lados de la membrana semipermeable.

La ecuación para calcular la presión osmótica (Π) en una solución ideal
se puede expresar como:

Π = M ·R · T
Donde:

M es la molaridad de la solución, es decir, la concentración del soluto
expresada en moles por litro.

R es la constante de los gases ideales, aproximadamente igual a 0.0821 L·
atm/(mol ·K).

T es la temperatura absoluta en kelvin.

La presión osmótica es una propiedad coligativa, lo que significa que depende
únicamente del número de part́ıculas de soluto presentes en la solución, no
de la naturaleza qúımica espećıfica del soluto.

Definición 1.4.2. La presión hidrostática es la presión que ejerce un fluido
en reposo debido a su peso y a la gravedad. Esta presión aumenta linealmente
con la profundidad dentro del fluido. La ecuación básica para calcular la
presión hidrostática (P ) en un punto dentro de un fluido en reposo es:

P = ρ · g · h,
donde:

ρ es la densidad del fluido.

g es la aceleración debido a la gravedad.

h es la profundidad del punto dentro del fluido, medida perpendicular-
mente desde la superficie libre del fluido hasta el punto en cuestión.

Definición 1.4.3. La resistencia es la fuerza que se opone al movimiento de
un fluido a través de un medio. Cuando un fluido fluye a través de un conducto
o alrededor de un objeto, encuentra resistencia debido a diversos factores
como la viscosidad del fluido, la geometŕıa del medio y la velocidad del flujo.
Esta resistencia puede manifestarse de diferentes formas, como la fricción
contra las paredes del conducto o la resistencia aerodinámica experimentada
por un objeto en movimiento.

6
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Caṕıtulo 2

Fisioloǵıa general del riñón y
modelado de la filtración

glomerular

En este caṕıtulo se introducen los elementos del funcionamiento del riñón.
El objetivo principal es conocer los procesos por los que se forma la orina y se
eliminan los productos de desecho del torrente sangúıneo. Al mismo tiempo
iremos modelando matemáticamente estos procesos a través de ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales, siguiendo la referencia [9].

2.1. Fisioloǵıa renal

Los riñones desempeñan dos funciones principales. En primer lugar, eli-
minan la mayor parte de los desechos del metabolismo corporal, y en segundo
lugar, regulan las concentraciones de la mayoŕıa de las sustancias en el cuer-
po. La principal unidad operativa del riñón se llama nefrona, de la que hay
aproximadamente un millón en cada riñón (ver figura 2.1). Cada nefrona es
capaz de formar orina por śı misma, sus principales unidades funcionales son:
el glomérulo, a través del cual se filtra la sangre, el aparato yuxtaglomerular,
mediante el cual se controla el flujo glomerular, y el túbulo largo en el cual
el ĺıquido filtrado termina por convertirse en orina [4].
La formación de la orina en el riñón se lleva a cabo en tres etapas: la fil-

tración glomerular, la reabsorción y la secreción (ver esquema en la figura
2.2). La primera etapa, la filtración glomerular es la producción de un fil-
trado del plasma sangúıneo, este se da a través del glomérulo, el cual está
formado por una red de hasta 50 capilares paralelos que se ramifican y anas-
tomosan (se vuelven a unir), cubiertos por células epiteliales y recubiertos
por la cápsula de Bowman. La sangre entra en el glomérulo por la arteriola
aferente, la presión de la sangre en el glomérulo hace que el ĺıquido se filtre

7

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.



Caṕıtulo 2 8

Figura 2.1: Desarrollo anatómico del riñón con un enfoque en la estructura
de la nefrona [12].

en la cápsula de Bowman, filtrando todas las sustancias disueltas de pequeño
peso molecular, el ĺıquido que no se pudo filtrar sale por la arteriola eferen-
te. La membrana glomerular es casi completamente impermeable a todas las
protéınas plasmáticas. En consecuencia, el filtrado glomerular es casi plasma,
excepto que no contiene una cantidad significativa de protéınas [9].
La cantidad de filtrado que se forma cada minuto se denomina tasa de filtra-
ción glomerular y en una persona normal tiene un promedio de 125 ml/min.
La fracción de flujo plasmático renal que se convierte en filtrado glomerular
suele ser de alrededor del 20 %. Más del 99 % del filtrado se reabsorbe en los
túbulos, y la pequeña parte restante pasa a la orina.
Hay tres presiones que afectan a la tasa de filtración glomerular. Estas son
la presión dentro de los capilares glomerulares que promueven la filtración,
la presión dentro de la cápsula de Bowman que se opone a la filtración y la
presión osmótica coloidal de las protéınas plasmáticas dentro de los capilares
que se opone a la filtración.

8
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Caṕıtulo 2 9

Figura 2.2: Esquema de las etapas de la formación de la orina en la nefrona
[9].

2.2. Modelado de la filtración glomerular

Para modelar matemáticamente la dinámica del filtrado glomerular [9],
suponemos que los capilares glomerulares se distribuyen en una región en
forma de un tubo unidimensional con flujo q1 y que la cápsula de Bowman que
lo rodea también tienen la misma forma y flujo q2 (ver figura 2.3). Suponemos
que el filtrado glomerular se da a través de una pared capilar de logitud L
(linea punteada de la figura 2.3). Dado que el flujo a través de los capilares
glomerulares es proporcional a la diferencia de presión a través de la pared
capilar en estado estacionario, la tasa de cambio del flujo en el capilar esta
dada por la ecuación diferencial ordinaria

dq1
dx

= Kf (P2 − P1 + πc), (2.1)

donde

P1 y P2 son las presiones hidrostáticas del fluido en los tubos 1 y 2
respectivamente y satisfacen las siguientes relaciones:

Pa −RaQa = P1, (2.2)

9
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Caṕıtulo 2 10

P1 − Pe = ReQe, (2.3)

P2 − Pd = RdQd, (2.4)

donde Pi representa las presiones, Ri las resistencias y Qi los flujos.
Aqúı, i = a, e, d y a hace referencia a la arteriola aferente, e hace refe-
rencia a la arteriola eferente y d hace referencia al túbulo descendente.
Qi denota el flujo de entrada, es decir el flujo en x = 0.

Kf es la tasa de filtración capilar.

πc es la presión osmótica tanto de las protéınas suspendidas como de
otras sustancias de alto peso molecular y depende de q1.

El flujo Qa experimenta cambios como parte de un proceso de autorregula-
ción, el cual será explicado a detalle en el siguiente caṕıtulo. Como conse-
cuencia de dicho proceso, se tiene el flujo Qi.
La ecuacion diferencial (2.1) lleva asociadas dos condiciones de frontera, lo
que resulta en el problema de valor de frontera

dq1
dx

= Kf (P2 − P1 + πc), 0 < x < L,
q1(0) = Qi,
q1(L) = Qe,

(2.5)

donde Qi y Qe son desconocidas y deben determinarse. Esto hace que este
problema sea no trivial.

Sabemos que la presión osmótica πc, satisface la ecuación emṕırica

πc = RTc,

donde: R es la constante universal de los gases ideales, T es la temperatura y
c es la concentración molar o molaridad de la disolución, medida en mol/lt,
la cual puede ser variable. Aśı que en nuestro caso,

πc = RTc(x).

Dado que las protéınas grandes no pasan por el filtro, tenemos que la ecuación
de conservación a lo largo del tubo 1 esta dada por:

caQi = c(x)q1(x), (2.6)

donde ca es la concentración de entrada yQi es el flujo de entrada. Despejando
c de (2.6) y sustituyendo en (2.5) se sigue que

πc = RT

(
caQi

q1

)
,

10
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Caṕıtulo 2 11

entonces

πc = RT

(
caQi

q1

)
= RTca

(
Qi

q1

)
= πi

(
Qi

q1

)
, (2.7)

donde πi = RTca es la presión osmótica de entrada. Dado que la cáıda de
presión hidrostática en el glomérulo es pequeña comparada con la cáıda de
presión en las arteriolas aferentes y eferentes, tomamos P1 y P2 como cons-
tantes.

Figura 2.3: Modelo tubular del glomérulo [9].

Aśı que el modelo completo de la filtración glomerular, resulta como sigue:

dq1
dx

= Kf (P2 − P1 + πi
Qi
q1

), 0 < x < L,

q1(0) = Qi,
q1(L) = Qe,
Pa −RaQa = P1,
P1 − Pe = ReQe,
P2 − Pd = RdQd.

(2.8)

2.3. Solución del modelo para la filtración glo-

merular

2.3.1. Solución anaĺıtica impĺıcita y numérica

Con las siguientes simplificaciones algebraicas

c1 = Kf (P2 − P1),
c2 = KfQiπi,

y = q1.
(2.9)
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Caṕıtulo 2 12

La EDO en (2.8) toma la forma

dy

dx
= c1 +

c2
y
.

Esta EDO se puede resolver por el método de separación de variables. Por lo
que la solución está definida impĺıcitamente por

1

c1

[
y − c2

c1
ln (c1y + c2)

]
= x+ C. (2.10)

Entonces regresando a q1, ésta satisface

1

c1

[
q1 −

c2
c1

ln (c1q1 + c2)

]
= x+ C. (2.11)

Usando la condición inicial q1(0) = Qi determinamos la constante de
integración C, la cual está dada por

C =
1

c1

[
Qi −

c2
c1

ln (c1Qi + c2)

]
.

Sustituyendo este valor en (2.11), se obtiene

1

c1

[
y − c2

c1
ln (c1y + c2)

]
= x+

1

c1

[
Qi −

c2
c1

ln (c1Qi + c2)

]
. (2.12)

Al usar la condición de frontera q1(L) = Qe en (2.12), se llega a

1

c1

[
Qe −

c2
c1

ln (c1Qe + c2)

]
= L+

1

c1

[
Qi −

c2
c1

ln (c1Qi + c2)

]
.

Si multiplicamos por c1 la ecuación anterior obtenemos

Qe −
c2
c1

ln (c1Qe + c2) = c1L+Qi −
c2
c1

ln (c1Qi + c2) .

Haciendo manipulaciones algebraicas, se llega a

Qe +
c2
c1

[
ln

(
c1Qi + c2
c1Qe + c2

)]
= Qi + c1L.

Por último al multiplicar por 1
Qi

la ecuación anterior, nos queda

Qe

Qi

+
c2
c1Qi

[
ln

(
c1Qi + c2
c1Qe + c2

)]
= 1 +

c1L

Qi

.
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Caṕıtulo 2 13

Sustituyendo c1, c2 dados en (2.9), se obtiene

Qe

Qi

+
kfQiπi

kf (P2 − P1)Qi

ln

(
kf (P2 − P1)Qi + kfQiπi
kf (P2 − P1)Qe + kfQiπi

)
= 1 +

kf (P2 − P1)L

Qi

.

Simplificando:

Qe

Qi

+
πi

(P2 − P1)
ln

[
(P2 − P1)Qi +Qiπi
(P2 − P1)Qe +Qiπi

]
= 1 +

kf (P2 − P1)L

Qi

.

Definiendo α = πi
(P1−P2)

y sustituyendo se obtiene

Qe

Qi

+
πi
−πi
α

ln

[ −πi
α
Qi +Qiπi

−πi
α
Qe +Qiπi

]
= 1 +

kf
(−πi

α

)
L

Qi

,

o de forma equivalente

Qe

Qi

− α ln

[
πiQi

(
1− 1

α

)
πi
(
Qi − Qe

α

)] = 1− KfπiL

αQi

.

Para finalizar, simplificando el argumento del logaritmo se llega a la expresión

Qe

Qi

+ α ln

[
Qe
Qi
− α

1− α

]
= 1− KfπiL

αQi

. (2.13)

En resumen hasta ahora tenemos la solución impĺıcita para q1 dada por (2.11)
y la de Qe, Qi dada por (2.13). Además tenemos la relación Qi = Qe+Qd, aśı
que si damos un valor para Qd podemos resolver (2.13) (utilizando un simple
algoritmo de bisección, explicado posteriormente) para Qe y obtener Qi o de
igual forma resolver (2.13) para Qi y obtener Qe. También obtenemos Pa,
v́ıa la relación (2.2). Aún con esto no podemos obtener una fórmula expĺıcita
para q1 pero śı podemos resolver numéricamente la ecuación diferencial para
q1 y tener su gráfica.

Solución numérica

Los valores t́ıpicos de los parámetros son P1 = 60, P2 = 18, Pa = 100, Pe =
18, Pd = 14− 18, πi = 25mmHg, con Qi = 650, Qd = Qi−Qe = 125ml/min.
Estos valores corresponden a una dinámica estacionaria del riñón, donde
los parámetros permanecen constantes. La solución del modelo con estos
parámetros se ilustra en la figura 2.4 para q1 obtenida cuando Qd = 125. Si
quisiéramos estudiar el funcionamiento del riñón en estado no estacionario,
por ejemplo, en una situación donde variara la presión de la arteria aferente
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Caṕıtulo 2 14

Pa entonces esto haŕıa variar todos los demás parámetros. Los flujos y las
presiones vaŕıan en función de la presión arterial. Para entender algo de esta
variación, se dan valores para Qd, las resistencias Ra y Re y las presiones
Pe, Pd y πi especificadas y fijadas en niveles t́ıpicos. Con esto, resolvemos
(2.13) para Qi y Qe, a partir de ello, las presiones correspondientes P1, P2, Pa
se determinan con ayuda de (2.2)-(2.4), y se grafican (como se muestran en
la figura 2.5) la tasa de flujo sangúıneo renal Qi y la tasa de flujo de filtración
glomerular Qe como funciones de la presión arterial Pa. Sin embargo, en la
realidad (según los datos mostrados en la figura 2.6), la tasa de filtración glo-
merular permanece relativamente constante incluso cuando la presión arterial
vaŕıa entre 75 y 160 mmHg, lo que sugiere que existe cierta autorregulación
en la tasa de filtración y por tanto en las tasas de flujo Qi. Este fenómeno lo
estudiaremos en el siguiente caṕıtulo.

Método de bisección para encontrar Qi.

Para encontrar a Qi, realizamos el método de bisección para la ecuación
(2.13) de la siguiente manera. Dada

f(Qi) =
Qe

Qi

+ α ln

[
Qe
Qi
− α

1− α

]
= 1− KfπiL

αQi

. (2.14)

Con los valores t́ıpicos de los párametros L = 1,= πi = 25.0, Kf = 8.8, Ra =
4.0/65, Re = 42.0/525, Rd = 2.0/125, Pd = 16.0, Pe = 18.0.
Definimos los valores para el bucle de las Qd, de foma que vayan de 105 a
145, de uno en uno. Después para cada Qd, se define a = 580 y b = 900 (estos
serán los extremos del intervalo donde se aplicará el método). Dividimos ite-
rativamente el intervalo en dos mitades, calculamos el punto medio c = a+b

2
,

y evaluamos f(c). Si f(c) = 0, entonces c es la ráız; si f(a) y f(c) tienen
signos opuestos, se reemplaza b por c, de lo contrario, se reemplaza a por c.
Este proceso se repite hasta que el intervalo sea lo suficientemente pequeño
o f(c) esté suficientemente cerca de cero, garantizando la convergencia a la
ráız de la ecuación. Reemplazamos a por Qi.
Después obtenemos para cada Qd, su Qe, P1, P2, Pa, correspondiente, v́ıa las
relaciones (2.2),(2.3) , (2.4). Finalmente graficamos las Qd contra las Pa. Esto
se muestra en la figura 2.5.
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Caṕıtulo 2 15

Figura 2.4: Gráfica de la curva q1(x) correspondiente a Qd = 125. Para este
caso, Qi = 652.1 y Qe = 527.1, x ∈ [0, L].

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
520

540

560

580

600

620

640

660

q1(x)

Figura 2.5: Gráficas de Qi
5

y Qd contra Pa. En condiciones normales, aproxi-
madamente el 20 % del flujo sangúıneo renal total se dirige hacia los gloméru-
los para la filtración. Esto significa que alrededor del 20 % del flujo sangúıneo
que entra a través de la arteriola aferente se filtra en los glomérulos.
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Figura 2.6: Gráficas reales del flujo sangúıneo renal con autorregulación y
de la tasa de filtración glomerular [9].
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Caṕıtulo 3

Autorregulación

En este caṕıtulo, se abordará el mecanismo de autorregulación renal con
un énfasis en la influencia determinante del cloro (Cl−) en este proceso.
Analizaremos el modelo dado por una ecuación diferencial parcial de trans-
porte. Veremos cómo la nefrona, espećıficamente al final del asa ascendente
de Henle, monitorea la concentración de Cl−. Si se encuentra fuera de los
parámetros normales, manda una señal a las arteriolas aferente y eferente.
Estas responden y se adaptan dinámicamente para volver a tener un buen
flujo en la filtración glomerular, ver la referencia [9].

3.1. Autorregulación y oscilaciones tubuloglo-

merulares

Por lo que se concluyó en el capitulo anterior, es claro que el riñón necesi-
ta regular la tasa de filtración glomerular. Cuando el flujo de filtrado es muy
lento, se espera que haya una alta reabsorción, lo que impide al riñón elimi-
nar los desechos necesarios. Por otro lado, si el flujo es demasiado rápido, los
túbulos no pueden reabsorber ciertas sustancias que deben ser conservadas,
resultando en la pérdida de valiosos componentes en la orina [9].
El glomérulo regula la velocidad a la que ocurre la filtración glomerular, mo-
nitoreando y reaccionando a la cantidad de (Cl−) al final del asa ascendente
grueso del asa de Henle.
Después de descender hacia la médula renal, el asa de Henle se acerca nueva-
mente a las arteriolas aferentes y eferentes en el glomérulo (Fig. 3.1 A). En
este punto, se encuentra el complejo yuxtaglomerular, que está formado por
células de la mácula densa en el túbulo distal y células yuxtaglomerulares en
las paredes de las arteriolas aferentes y eferentes (como se muestra en la Fig.
3.1 B).
La función principal del túbulo ascendente grueso del asa de Henle es bom-
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Caṕıtulo 3 18

Figura 3.1: A (Diagrama esquemático de una nefrona, que muestra cómo la
extremidad ascendente gruesa asciende a la región del glomérulo, permitiendo
la autorregulación en la filtración glomerular). B (Estructura del aparato
yuxtaglomerular) [9].

bear iones de sodio (Na+) fuera de éste hacia el espacio intersticial, siendo
casi totalmente impermeable al agua. Si la velocidad de flujo es lenta a través
del túbulo, habrá una mayor reabsorción y una concentración de (Cl−) baja
al final del túbulo que esta conectado con la mácula densa y el glomérulo.
Por otro lado, cuando la velocidad de flujo es alta, hay una baja reabsorción
y se produce una mayor concentración de (Na+) y (Cl−) en la mácula densa.
Esto se resume en el cuadro 3.1.

Cuadro 3.1: Relación del flujo, la reabsorción y la concentración de cloro en
el túbulo ascendente.

Flujo del túbulo ascendente Reabsorción C(L, τ)
Caso 1: lento Alta Baja

Caso 2: rápido Baja Alta

Para normalizar el flujo del túbulo ascendente grueso, ya sea porque éste
sea lento o rápido, las células de la mácula densa responden a la disminución
de la concentración de NaCl (a través de un mecanismo no completamente
conocido) liberando un vasodilatador que aumenta o disminuye la resistencia
de las arteriolas aferentes. Cuando el flujo es lento, las células yuxtaglomeru-
lares liberan renina, una enzima que promueve la formación de angiotensina
II, la cual constriñe las arteriolas eferentes. Esto resulta en un aumento si-
multáneo del flujo de filtrado a través del glomérulo. Esto lo conoceremos
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Caṕıtulo 3 19

como el caso 1. En cambio cuando el flujo es rápido, la concentración de
NaCl en la mácula densa aumenta, se disminuye la resistencia de la arteriola
aferente y aumenta la resistencia de la arteriola eferente, lo que disminuye la
tasa de filtración y el flujo a lo largo del túbulo. Esto lo llamaremos el caso
2. Ver cuadro 3.2.

Cuadro 3.2: Acciones que se deben tomar en las arteriolas para aumentar o
disminuir el flujo.

Flujo q1 Filtración P1 Ra Re

Aumentar Aumentar Aumentar Disminuir Disminuir
Disminuir Disminuir Disminuir Disminuir Aumentar

A modo de resumen, para saber cuál es el estado del flujo se monitorea
la concentración de cloro en la última sección del túbulo ascendente grueso
y se env́ıa una señal de acción a las arteriolas, la cual tarda cierto peŕıodo
de tiempo en llegar y ejecutarse (ver figura 3.2). La acción de esta señal se
refleja en las arteriolas aferente y eferente (dos últimas columnas del cuadro
3.2) y tienen como efecto la modificación respectiva de la presión, del flujo y
de la concentración.
El control basado en este monitoreo y las acciones sobre las arteriolas produ-
cen oscilaciones en el flujo y las presiones, en particular en el túbulo proximal.

3.1.1. Modelado de la concentración de Cl− para la
autorregulación

Un modelo sencillo de las oscilaciones tubuloglomerulares [9], se centra en
el papel de la concentración de cloruro en la rama ascendente gruesa. Para
modelar matemáticamente esta dinámica, suponemos que la rama ascendente
gruesa tiene forma de un tubo unidimensional de longitud L y radio constan-
te, a través del cual el (Cl−) es transportado y al mismo tiempo bombeado a
través de las paredes del túbulo (es el (Na+) el que se elimina activamente,
pero como el (Cl−) sigue pasivamente, el efecto es el mismo). Supondremos
que la concentración de cloruro es uniforme en cada sección transversal. Si
usamos una coordenada y para describir cada sección transversal del túbulo
y dado los supuestos que hemos mencionado, denotamos por C(y, τ) la con-
centración de Cl− en la sección transversal asociada con y en el momento τ
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y modelamos esa concentración con la siguiente ecuación diferencial parcial
de transporte

∂C

∂τ
+ φ(C(L, τ − τ))

∂C

∂y
= −R(C), y ∈ (0, L), τ ∈ (0,∞), (3.1)

donde R(C) representa la tasa de eliminación de (Cl−) del tubo mediante el
bombeo de (Na+) y φ∂C

∂y
la tasa de cloro que pasa a través de cada sección

transversal. Consideramos las expresiones siguientes para R(C) y el flujo φ:

R(C) = rcC, (3.2)

φ(C) = Fo + Fδ tanh(α(C − C)), (3.3)

con α constante, Fδ una diferencia de presiones, Fo el flujo óptimo o de re-
ferencia de una persona normal y C la concentración de Cl− para la cual
φ tiene un punto de inflexión, constante. A esta ecuación de transporte le
asociamos la condición inicial C(0, τ) = C0 ≡ cte.

Figura 3.2: Esquema del modelo para la concentración de Cl− en el túbulo
ascendente.

Tenemos que φ es una función decreciente de C ya que φ′(C) = −Fδ sec h2

(α(C −C)) < 0. En la figura 3.3 se muestra un ejemplo de φ con los valores
Fo = 6.9, Fδ = 1.5, C = 10.6 y α = 7.
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Caṕıtulo 3 21

Figura 3.3: Comportamiento cualitativo de la función φ: este flujo es siempre
decreciente.

3.1.2. Análisis cualitativo de la solución del modelo pa-
ra la concentración de Cl−

Introducimos el cambio de variable

y = Lx, τ =
L

Fo
t, C(y, τ) = C0c(x, t),

y definimos

τ =
L

Fo
t,K1 =

Fδ
Fo
, K2 = C0,

donde τ es el periodo de retardo de la información. Esto es, cuando se modifi-
ca la concentración de NaCl en la mácula densa, la resistencia de la arteriola
aferente cambia sólo después de un retraso de tiempo. Aśı, φ es una función
de la concentración de (Cl−) en la mácula densa en un momento anterior, es
decir, una función de C(L, τ−τ). Tomando en cuenta los cambios de variable,

C(y, τ) = C(Lx,
L

Fo
t) = C0c(x, t). (3.4)

Si derivamos con respecto a τ

∂C

∂τ
= C0

∂c

∂t

dt

dτ
= C0

∂c

∂t

Fo
L
,

y si derivamos con respecto a y, obtenemos

∂C

∂y
= C0

∂c

∂x

dx

dy
= C0

∂c

∂x

1

L
.
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Con esto tenemos que la función c(x, t) satisface la EDP

C0
∂c

∂t

Fo
L

+ φ(C(L, τ − τ))C0
∂c

∂x

1

L
= −rcC0c.

Al multiplicar por L
FoC0

esta ecuación nos queda

∂c

∂t
+

1

Fo
φ(C(L, τ − τ))

∂c

∂x
= −rcc

L

Fo
= (−rc

L

Fo
)c.

Además tenemos que el coeficiente que acompaña a la derivada con respecto
a x, se puede escribir como sigue

1

Fo
φ(C(L, τ−τ)) =

1

Fo
φ(C0c(1, t−t)) =

1

Fo

[
Fo + Fδ tanh(α(C0c− C0c(1, t− t)))

]
= 1 +

Fδ
Fo

tanh(K2(c− c(1, t− t))) = F (c(1, t− t)),

donde F (z) = 1 +K1 tanh(K2(c− z)).
Finalmente, por el cambio de variable, la ecuación de conservación (3.1)

se convierte en la ecuación diferencial parcial con retardo

∂c

∂t
+ F (c(1, t− t)) ∂c

∂x
= −µc, (3.5)

con µ = rc
L
Fo

. La EDP (3.5) está sujeta a la condición de frontera c(0, t) = 1.

Para iniciar el estudio de la ecuación (3.5), vamos a obtener las soluciones
en estado estacionario. Es decir le daremos solución a la ecuación

F (s(1))
ds

dx
= −µs, (3.6)

con s(0) = 1. De la ecuación (3.6) tenemos que

ds

dx
=
−µs

F (s(1))
, (3.7)

la cual se puede resolver por separación de variables obteniendo

s(x) = s(0)e−kx, (3.8)

donde k = µ
F (s(1))

o de forma equivalente

kF (s(1)) = µ. (3.9)
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Usando la condición inicial s(0) = 1 y la ecuación (3.8), tenemos que

s(1) = e−k

y sustituyendo lo anterior en (3.9), obtenemos

kF (e−k) = µ. (3.10)

Como
F ′(z) = −K1K2sech

2(K2(c− z)) < 0 (3.11)

entonces F también es una función decreciente al igual que φ. Aśı, existe un
único valor de k para el cual se cumple (3.10) y por tanto, una solución única
en estado estacionario. En la figura 3.4 se muestra un ejemplo de F con los
valores K1 = 1, K2 = 10, c = e(−0.91), es importante mencionar que la función
F siempre presenta aśıntotas horizontales en 0 y 1 +K1.

Figura 3.4: Comportamiento cualitativo del flujo adimensional F : este flujo
es siempre decreciente.
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El valor para s(1), s(1) = e−k, es el valor que se toma como referencia
para decidir la acción en el mecanismo de control o autorregulación. Si en
un estado no estacionario en cierto tiempo se da c(1, t) >> s(1), habŕıa
necesidad de acelerar el flujo. Al contrario, si en un cierto tiempo se da
c(1, t) << s(1), habŕıa que disminuir el flujo. Ver cuadros 3.1 y 3.2.
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Enseguida, calculamos la sensibilidad de s(1) al variar el valor de la condición
inicial s(0). Esta sensibilidad σ se define como

σ =
S(0)

S(1)

ds(1)

ds(0)
. (3.12)

Dado que s(1) = e−k, entonces s(1)ek = 1 y como s(0) = 1 se concluye que

s(1)e(
µ

F (s(1))) = s(0). (3.13)

Haciendo diferenciación impĺıcita en (3.13) y utilizando la regla de la
cadena obtenemos

s(1)
d

ds(0)

[
e

µ
F (s(1))

]
+
ds(1)

ds(0)
e

µ
F (s(1)) = 1,

lo que se simplifica aún más como

s(1)

−e µ
F (s(1))µF ′(s(1))ds(1)

ds(0)

[F (s(1))]2

+
ds(1)

ds(0)
e

µ
F (s(1)) = 1.

Haciendo algunas manipulaciones algebraicas, se obtiene que

ds(1)

ds(0)
=

[F (s(1))]2

−s(1)e
µ

F (s(1))µF ′(s(1)) + e
µ

F (s(1)) [F (s(1))]2
.

Sustituyendo en (3.12) y recordando que s(0) = 1, s(1) = e−k y k = µ
F (s(1))

,
obtenemos

σ =
1

e−k

[
[F (e−k)]2

−e−kekµF ′(e−k) + ek[F (e−k)]2

]
=

1

e−k

[
[F (e−k)]2

−µF ′(e−k) + ek[F (e−k)]2

]
.

Dado que F (e−k) = µ
k
, obtenemos

σ =
1

e−k

[
µ2

k2

−µF ′(e−k) + ek µ
2

k2

]
,

simplificando y dividiendo entre µ2, resulta

σ =
1

e−k

[
1

−µF ′(e−k)k2
µ

+ ek

]

=
1

1− k2

µ
e−kF ′(e−k)

=
1

1 + k
µ
γ
, (3.14)
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donde γ = −ke−kF ′(e−k).
Por (3.11), F ′(e−k) < 0. Esto implica que s(1) se vuelve menos sensible a
los cambios en la entrada s(0) a medida que F ′(s(1)) disminuye (es decir, a
medida que F se hace más pronunciado). Obsérvese que sin control el flujo
es constante, F ′(z) = 0, por lo que σ = 1.
La sensibilidad también se ve modificada por cambios en la tasa de elimina-
ción de Cl−. La sensibilidad es menor (y γ es mayor) cuando µ = ln c. (Esta
es una afirmación aproximada porque la derivada de γ con respecto a µ es
casi, pero no exactamente, cero en µ = ln c. Sin embargo a medida que µ se
desv́ıa de este valor óptimo, la solución estable s(1) se desv́ıa de c, lo que
conduce a una respuesta de retroalimentación más plana. Con F ′ de menor
magnitud, también lo es γ.
Las oscilaciones en la concentración de Cl− de la mácula densa, y por tanto
en las demás variables como la tasa de flujo y la presión glomerular, podŕıan
ser explicadas por un mecanismo similar al de una bifurcación de Hopf.
En este mecanismo, existen algunos parámetros que dentro de un rango pro-
ducen soluciones oscilatorias que convergen al estado estacionario, mientras
que para otro rango de valores de los parámetros resultan soluciones que os-
cilan sin acercarse, alrededor del estado estacionario. En la siguiente sección
se explora un poco en este sentido.

3.1.3. Estabilidad del equilibrio de la solución para la
concentración de Cl−

La estabilidad de s(x) puede determinarse haciendo una perturbación de
la forma c(x, t) = s(x)+εu(x, t). Por lo que sustituyendo en (3.5), obtenemos

∂(s(x)+εu(x,t))
∂t

+ F
[
(s+ εu)(1, t− t)

] ∂(s(x)+εu(x,t))
∂x

= −µ(s(x) + εu(x, t)),
(3.15)

entonces

∂s

∂t
+ ε

∂u

∂t
+ F

[
(s+ εu)(1, t− t)

] [∂s
∂x

+ ε
∂u

∂x

]
= −µs(x)− εµu.

Ahora usando la expansión de Taylor de F de primer orden alrededor s(1),
resulta

∂s

∂t
+ ε

∂u

∂t
+
[
F (s(1)) + εF ′(S(1))u(1, t− t)

] [∂s
∂x

+ ε
∂u

∂x

]
= −µs(x)− εµu.

Dado que ∂s
∂t

= 0 y ∂s
∂x

= −ke−kx ya que s(x) = e−kx, sustituyendo en la
ecuación anterior se obtiene

ε
∂u

∂t
+
[
F (s(1)) + εF ′(S(1))u(1, t− t)

] [
−ke−kx + ε

∂u

∂x

]
= −µe−kx − εµu.
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Haciendo algunas manipulaciones algebraicas, se obtiene que
ε∂u
∂t
− kF (S(1))e−kx + εF (S(1))∂u

∂x
− kεF ′(S(1))u(1, t− t)e−kx + ε2F ′(S(1))u(1, t− t)∂u

∂x

= −µe−kx − εµu.

Dado que µ = kF (S(1)) = kF (e−k) podemos eliminar algunos términos y
luego dividir entre ε para obtener

∂u

∂t
+ F (e−k)

∂u

∂x
− kF ′(e−k)u(1, t− t)e−kx + εF ′(e−k)u(1, t− t)∂u

∂x
= −µu.

(3.16)
Si hacemos que ε→ 0 en (3.16), se concluye que

∂u

∂t
+ F (e−k)

∂u

∂x
= −µu+ kF ′(e−k)e−kxu(1, t− t), (3.17)

ecuación que tiene asociada la condición de contorno u(0, t) = 0.
Ahora buscamos soluciones para u de la forma u(x, t) = f(x)eλt, donde
f(0) = 0. Sustituyendo esto en (3.17) se obtiene

µ

k
f ′(x) = −(µ+ λ)f(x) + kF ′(e−k)e−kxf(1)e−λt. (3.18)

Resolvamos (3.18) para f(x). Si multiplicamos por k
µ
, obtenemos

f ′(x) = −(k +
kλ

µ
)f(x) +

k2

µ
F ′(e−k)e−kxf(1)e−λt

entonces

f ′(x) + (k +
kλ

µ
)f(x) =

k2

µ
F ′(e−k)e−kxf(1)e−λt,

resolviendo por factor integrante, obtenemos

ek(1+
λ
µ
)x

[
f ′(x) + (k +

kλ

µ
)f(x) =

k2

µ
F ′(e−k)e−kxf(1)e−λt

]
,

por lo que

d

dx

[
ek(1+

λ
µ
)xf(x)

]
= ek(1+

λ
µ
)xk

2

µ
F ′(e−k)e−kxf(1)e−λt.

Integrando de ambos lados con respecto a x, resulta

ek(1+
λ
µ
)xf(x) =

1

λ
kF ′(e−k)f(1)e−λte

kλ
µ
x + C.
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Usando la condición f(0) = 0 para encontrar a C y sustituyendo, obtenemos

ek(1+
λ
µ
)xf(x) =

1

λ
kF ′(e−k)f(1)e−λte

kλ
µ
x − 1

λ
kF ′(e−k)f(1)e−λt.

Por lo tanto f(x) es de la siguiente forma

f(x) =
1

λ
kF ′(e−k)f(1)e−λte−kx − 1

λ
kF ′(e−k)f(1)e−λte−k(1+

λ
µ
)x.

Factorizando, se concluye que

f(x) =
1

λ
kF ′(e−k)f(1)e−λt

[
e−kx − e

−k(µ+λ)x
µ

]
. (3.19)

Evaluando f en x = 1, se tiene

f(1) =
1

λ
kF ′(e−k)f(1)e−λt

[
e−k − e

−k(µ+λ)
µ

]
, (3.20)

y dividiendo entre f(1) se obtiene

1 =
1

λ
kF ′(e−k)e−λt

[
e−k − e

−k(µ+λ)
µ

]
,

y multiplicando por λ, resulta que λ debe ser una ráız de la forma

λ = kF ′(e−k)e−λt
[
e−k − e

−k(µ+λ)
µ

]
= γe−λt(e−

k
µ
λ−1) = −2γe−λ(t+

k
2µ

) senh

(
kλ

2µ

)
,

(3.21)
donde γ = −kF ′(e−k)e−k. Nótese que γ > 0 está relacionado con la sensibi-
lidad de la regulación de la retroalimentación en (3.14).
Después de analizar los posibles valores para λ, los únicos valores de los
parámetros para los que λ puede producir una bifurcación de Hopf son aque-
llos que tienen parte real nula y parte imaginaria no nula. Si λ tiene parte
real nula podemos tomar λ = iw. Sustituyendo λ = iw en (3.21) entonces

iw = −2γe−iw(t+
k
2µ

) senh

(
kiw

2µ

)

iw = −2γ

[
cos

(
w

(
t+

k

2µ

))
− i sen

(
w

(
t+

k

2µ

))][
e
kiw
2µ − e−

kiw
2µ

2

]

iw = −γ
[
cos

(
w

(
t+

k

2µ

))
− i sen

(
w

(
t+

k

2µ

))]
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[
cos

(
kw

2µ

)
+ i sen

(
kw

2µ

)
− cos

(
kw

2µ

)
+ i sen

(
kw

2µ

)]
iw = −γ

[
cos

(
w

(
t+

k

2µ

))
− i sen

(
w

(
t+

k

2µ

))][
2i sen

(
kw

2µ

)]
,

igualando las partes real e imaginaria da las dos ecuaciones

0 = 2γ sen

(
w

(
t+

k

2µ

))
sen

(
kw

2µ

)
, (3.22)

iw = −2γ cos

(
w

(
t+

k

2µ

))
sen

(
kw

2µ

)
. (3.23)

La única solución no trivial del primero de ellos es

w =
nπ

t+ k
2µ

, n = 1, 2, 3, ... (3.24)

Aśı, las curvas en el espacio de los parámetros en las que hay bifurcaciones
de Hopf vienen dadas por

γ = (−1)n+1 w

2 sen
(
kw
2µ

) , w =
nπ

t+ k
2µ

, n = 1, 2, 3, ... (3.25)

Si estudiamos como se comporta la función γ contra t con n = 1, 2, 3, 4 y
k
µ

= 1, observemos que si γ = (−1)n+1 w

2 sen(w2 )
, lo cual es el caso de la gráfica

3.5, se tienen aśıntotas cuando sen
(
w
2

)
= 0 pero sen(kπ) = 0, k = 0, 1, 2, 3, ...,

por lo que sustituyendo a w, tenemos que

nπ

2t+ 1
= kπ (3.26)

de donde se deduce que
n

k
= 2t+ 1

entonces
n
k
− 1

2
= t,

la expresión anterior, representa cuando hay una aśıntota en el eje t, cabe
destacar que en k = 0, t = ∞ por lo que no se toma en cuenta, aśı como
cuando es negativa, en la siguiente tabla se muestran el valor de t fijando a
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Figura 3.5: Comportamiento de las funciones γ para n = 1, 2, 3, 4, con k
µ

= 1.
La solución en estado estacionario es estable por debajo de la curva n = 1 e
inestable por encima de ella.

t
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n y variando a k.

En la figura 3.5 se presenta un gráfico de las curvas de la ecuación (3.25)
para n = 1, 2, 3, 4 con k

µ
= 1. La inestabilidad primaria se produce en la curva

correspondiente a n = 1, mientras que las inestabilidades de mayor frecuen-
cia se producen en las otras curvas. Las soluciones t́ıpicas correspondientes
(calculadas numéricamente), para un caso estable se muestra en la figura 3.7
y para un caso inestable se muestra en la figura 3.8.

El punto principal del gráfico en la figura 3.5 es demostrar la importancia
de los dos parámetros, el retardo de tiempo t y el parámetro de retroalimen-
tación de la sensibilidad γ, en el inicio de las oscilaciones. Dado que la curva
cŕıtica primaria es monótona decreciente, las oscilaciones se producen si cual-
quiera de estos parámetros es suficientemente grande (pero ambos deben ser
distintos de cero).
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Cuadro 3.3: Tabla del valor de t para cada n.

n = 1 k = 1 t = 0
n = 2 k = 1 t = 1

2

k = 2 t = 0
k = 1 t = 1

n = 3 k = 2 t = 1
4

k = 3 t = 0
k = 1 t = 3

2

k = 2 t = 1
2

n = 4 k = 3 t = 1
6

k = 4 t = 0

Solución numérica de la concentración de Cl− a través del tiempo

Dado el dominio Ω = (0, 1)× (0, T ), con F (z) = 1 + k1tanh(k2(c− z)) y
los valores t́ıpicos de los parámetros K1 = 1, K2 = 10, c = e(−0.91), µ = 0.5, se
realizó un programa para aproximar numéricamente la solución del siguiente
problema

∂c
∂t

+ F (c(1, t− t)) ∂c
∂x

= −µc,∀(x, t) ∈ Ω,
c(x, 0) = 0, ∀ x ∈ (0, 1]
c(0, t) = 1, ∀ t ∈ [0, T ].

(3.27)

Es decir se aproximará numéricamente la solución del problema (3.1). Para
ello realizamos los siguientes pasos:

1. Discretizamos en (M + 1)× (N + 1) nodos ((M ×N) rectángulos) a Ω.
Para esto, consideramos una partición xj en x, donde

hx = 1/M,
xj = j ∗ hx, j = 0, 1, ...,M,
x0 = 0, xM = 1,

y una partición ti en t, donde

ht = T/N,
ti = i ∗ ht, i = 0, 1, ..., N,
t0 = 0, tN = T.

De lo anterior se tiene como resultado una malla con nodos o vérti-
ces nij = (xj, ti). Para cálculos posteriores necesitamos enumerar cada
nodo nij = (xj, ti) y esta numeración se hará recorriendo las rectas hori-
zontales de abajo hacia arriba y los nodos en cada recta horizontal reco-
rridos de izquierda a derecha, numerando cada intersección entre ellas.
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Al nodo nij se le asocia el numero de nodo k = (i−1)M+j, j = 1, .., N
e i = 1, .., N. Esto se muestra en la figura 3.6.

Figura 3.6: Resultado del paso 1: Malla computacional.

x
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2. Construimos una aproximación cij para c(xj, ti), es decir, para la solu-
ción en cada nodo nij = (xj, ti). De acuedo a las condiciones de frontera
para toda t conocemos el valor de la función en x = 0, entonces simple-
mente le asignamos a los nodos con esta caracteŕıstica el valor 1. Para
todos los demás nodos se aproxima la solución mediante el método de
Euler expĺıcito, que se resume en el siguiente esquema

cij =

(
1− s

ρ

)
c(i−1)j +

s

ρ
c(i−1)(j−1), (3.28)

para i = 1, 2, ..., N y j = 1, 2, ...,M con ρ = (1/Nx)/(T/Nt) y s =
F (c(1, ti − t)) = F (c(i−itg)M), donde itg es la parte entera de t

Nt
.

3. Finalmente construimos una función c continua por pedazos, a partir
de los valores de aproximación obtenidos en lo anterior. Esta función
será la aproximación numérica de la solución para la ecuación (3.27) y
graficándola obtenemos gráficas dadas en las figuras 3.7 y 3.8.

Con las ideas anteriores, hicimos un programa para encontrar las soluciones
numéricas de la concentración de Cl− a través del tiempo y con los datos
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siguientes para el caso estable γ = 0.1223, t = 0.2, k
µ

= 1, (ver figura 3.7) y

para el caso inestable γ = 3.1787, t = 0.2, k
µ

= 1 (ver figura 3.8). La concen-

tración de Cl− se representa en unidades adimensionales y la concentración
al inicio de la rama ascendente gruesa es 1. La variable t también es adimen-
sional; para obtener segundos se debe multiplicar por 15.5 .
Una vez obtenida la concentración de Cl− como función global es decir la
superficie obtenida para cada x y t, para nuestros propósitos la graf́ıca de
la concentración de Cl− que nos interesa es cuando estamos al final del asa
ascendente de Henle, es decir en este caso para x = 1, figuras debajo en 3.7 y
3.8. Esta será la concentración que vamos a monitorear para saber cuál es el
estado del flujo en la filtración glomerular Qd (la variable Qd es adimensional,
para hacerla dimensional se debe multiplicar por Fo = 10). Si se da que en
cierto tiempo c(1, t) >> s(1), se tendŕıa que acelerar el flujo, al contrario, si
en cierto tiempo se da que c(1, t) << s(1) se tendŕıa que disminuir el flujo.
Esto se hace modificando las resistencias de las arteriolas aferente y eferente,
lo cual tienen como efecto la modificación respectiva de la presión, del flujo
y de la concentración. A este efecto le llamamos autorregulación.
Con las acciones que se hacen para los dos casos anteriores, se puede regu-
lar el flujo para que a medida que la presión aumente, el flujo Qd se vuelva
casi constante, como se muestra en la figura 3.9, que se obtuvo fijando la
resistencia Ra y variando la resistencia Re. Con esto observamos que aunque
la presión aumente, Qd se puede mantener acotada variando adecuadamente
las resistencias.
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Figura 3.7: Caso estable de las soluciones oscilatorias del modelo de la con-
centración de Cl− para la autorregulación, arriba la superficie de la concen-
tración de Cl− para cada x y t, abajo la curva que pertenece a x = 1 para
toda t.
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Figura 3.8: Caso inestable de las soluciones oscilatorias del modelo de la
concentración de Cl− para la autorregulación, arriba la superficie de la con-
centración de Cl− para cada x y t, abajo la curva que pertenece a x = 1 para
toda t.
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Figura 3.9: Gráfica del flujo Qd con el proceso de autorregulación.
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Modelado de la reabsorción y la
secreción

En este caṕıtulo, se abordarán las etapas de reabsorción y secreción. Estu-
diaremos la concentracion de sodio y el flujo de agua en el tubo descendente,
el tubo ascendente y el tubo colector, aśı como el intersticio. Esto se mo-
delará con un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias, siguiendo la
referencia [9].

4.1. El mecanismo de contracorriente en las

nefronas

En el proceso de producción de orina, la reabsorción implica recuperar
sustancias útiles del filtrado y devolverlas al torrente sangúıneo, mientras que
la secreción elimina de la sangre sustancias no deseadas enviandolas hacia los
túbulos renales.
El proceso de contracorriente en la nefrona es llamado aśı ya que el fluido den-
tro de los segmentos ascendente y descendente fluye en direcciones opuestas.
Mientras que en el segmento descendente, el fluido se mueve hacia abajo,
hacia la médula renal, en el segmento ascendente el fluido se mueve hacia
arriba, hacia la corteza renal. Esta disposición opuesta de los flujos de fluido
dentro del asa de Henle permite la creación de un gradiente de concentración
osmótica en la médula renal, facilitando aśı la reabsorción de agua. Tamb́ıen,
debido a la conexión en el extremo inferior de los dos tubos paralelos, la rama
descendente, la rama ascendente del asa de Henle, el flujo y la concentración
de solutos que salen del tubo descendente deben coincidir con los que entran
en el tubo ascendente.
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4.2. Modelado de la reabsorción y la secre-

ción de agua y sodio

Siguiendo a [9], consideramos que el asa de Henle consta de cuatro com-
partimentos: tres túbulos (rama descendente, rama ascendente y conducto
colector (túbulo amarillo en la figura 2.2)) y un compartimento único para el
intersticio y los capilares peritubulares (túbulo rojo en la figura 2.2). El lecho
intersticial/capilar se trata como un tubo unidimensional que recibe ĺıquido
de los otros tres túbulos y lo entrega a las vénulas. Aunque se podŕıa separar
los capilares peritubulares y el intersticio en compartimentos distintos, su
aporte seŕıa poco. En cada uno de estos compartimentos, seguimos el flujo
de agua y el flujo molar de la concentración de solutos. En nuestro caso, solo
seguimos un soluto, el Na+, ya que se considera que su concentración en el
intersticio determina más del 90 % de la presión osmótica.
Suponemos que el flujo en cada uno de los tubos sigue un patrón simple (posi-
tivo en la dirección x positiva), con tasas de flujo qd, qa, qc, qs para los túbulos
descendentes, ascendentes, colectores y los túbulos intersticiales, respectiva-
mente. De igual manera, la concentración de soluto en cada uno de estos se
representa como cd, ca, cc, cs. Se considera que los túbulos son unidimensiona-
les, con el flujo del filtrado glomerular ingresando a la rama descendente en
x = 0, pasando de la rama descendente a la ascendente en x = L, dirigiéndose
desde la rama ascendente al conducto colector en x = 0, y finalmente salien-
do del tubo colector en x = L. Se asume que el intersticio/compartimento
capilar se vaćıa en x = 0, y que no hay flujo en x = L. Para una mejor
comprensión de lo anterior, ver figura 4.1. En lo que sigue describiremos las
ecuaciones que gobiernan la dinámica del flujo de agua y del flujo molar de
la concentración de sodio en cada compartimento.

Túbulo descendente: El flujo Qd = Qi−Qe que resultó de la filtración
glomerular entra al asa de Henle por el túbulo descendente, la cual entre sus
caracteŕısticas más importantes está la de ser permeable al agua y la nula
reabsorción de Na+. Dado que el flujo de agua desde la rama descendente
hacia el intersticio está regulado por la diferencia de presión hidrostática y
la diferencia de presión osmótica, entonces la tasa de cambio del flujo en el
túbulo descendente está dada por la ecuación diferencial ordinaria{

1
kd

dqd
dx

= Ps − πs − Pd + 2RT (cd − cs), 0 < x < L,

qd(0) = Qd,
(4.1)

donde
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Figura 4.1: Diagrama del modelo de cuatro compartimentos del asa de Henle
[9].

Pd y Ps son las presiones hidrostáticas en el túbulo descendente y en el
intersticio, respectivamente.

πs es la presión osmótica coloidal del intersticio.

kd es la tasa de filtración del túbulo descendente.

El término (cd−cs), está asociado al gradiente de concentración (intercambio
de concentraciones entre el túbulo descendente y el intersticio), el factor 2
multiplicado a la presión osmótica se refiere a cómo los iones de sodio y
cloruro contribuyen a esta presión cuando se disuelven en un ĺıquido. Esto es
importante porque el ĺıquido es neutro eléctricamente y los iones de sodio y
cloruro se mueven juntos, lo que aumenta la presión, lo que significa que en
estado estacionario, se cumple{

d(qdcd)
dx

= hd(cs − cd), 0 < x < L,
cd(0) = cd0

(4.2)

donde hd es la permeabilidad de la rama descendente a los iones Na+.

Túbulo ascendente: Se caracteriza por su impermeabilidad al agua y la
permeabilidad al ClNa que sale por gradiente qúımico, por lo que la tasa de
cambio del flujo en el túbulo ascendente está dada por la ecuación diferencial
ordinaria {

dqa
dx

= 0, 0 < x < L,
qa(0) = qd(L).

(4.3)
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El flujo de Na+ hacia afuera de la rama ascendente es por un proceso
activo, por lo que {

d(qaca)
dx

= −p, 0 < x < L,
ca(0) = cd(L).

(4.4)

La velocidad de bombeo p depende de manera compleja de las concentra-
ciones locales de varios iones. Sin embargo, en este modelo, consideramos p
como una constante. Esta simplificación conlleva problemas cuando las con-
centraciones de Na+ son bajas, ya que no hay restricción que evite que la
concentración de Na+ se vuelva negativa.

Túbulo colector: La reabsorción de agua en el túbulo colector está regu-
lada en gran medida por la hormona antidiurética (también conocida como
vasopresina), que actúa sobre las células del túbulo colector para aumentar
su permeabilidad al agua. Esto permite que se reabsorba más agua del filtra-
do renal, resultando en orina más concentrada. El flujo de agua del conducto
colector aśı como en el túbulo descendente está controlado por las diferencias
de presión hidrostática y osmótica, a través de la ecuación{

1
kc

dqc
dx

= Ps − πs − Pc + 2RT (cc − cs), 0 < x < L,

qd(0) = qa(L),
(4.5)

donde

Pc y Ps son las presiones hidrostáticas en el túbulo colector y en el
intersticio, respectivamente.

πs es la presión osmótica coloidal del intersticio

kc es la tasa de filtración del túbulo descendente

y el transporte de Na+ desde el conducto colector se rige por{
d(qccc)
dx

= hc(cS − cc), 0 < x < L,
cc(0) = ca(0),

(4.6)

En (4.5) y (4.6), kc y hc son la permeabilidad del conducto colector al
agua y al Na+, y están controladas por la ADH y la aldosterona, respectiva-
mente.

Intersticio: Finalmente, como el fluido total se conserva

dqs
dx

= − d

dx
(qd + qa + qc) (4.7)
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y porque el soluto total se conserva,

d(qscs)

dx
= − d

dx
(qdcd + qaca + qccc). (4.8)

Para completar la descripción, tenemos la relación entre la presión y el flujo
en un tubo,

dPj
dx

= −Rjqj, (4.9)

para j = d, a, c, s. Sin embargo, para el modelado renal es t́ıpico tomar ca-
da presión como constante. Los valores t́ıpicos para las presiones son Pd =
14 − 18mmHg, Pa = 10 − 14mmHg, Pc = 0 − 10mmHg, Ps = 6mmHg y
πs = 17mmHg.

Aśı que el sistema de ecuaciones que resultan en la modelación de la ac-
tividad en el asa de Henle es:

1
kd

dqd
dx

= Ps − πs − Pd + 2RT (cd − cs), qd(0) = Qi −Qe,

d(qdcd)
dx

= hd(cs − cd), cd(0) = cd0,

dqa
dx

= 0, qa(L) = −qd(L),

d(qaca)
dx

= −p, ca(L) = cd(L),

1
kc

dqc
dx

= Ps − πs − Pc + 2RT (cc − cs), qc(0) = −qa(0),

d(qccc)
dx

= hc(cs − cc), cc(0) = ca(0),

dqs
dx

= − d
dx

(qd + qa + qc), qs(0) = qc(L)− qd(0),

d(qscs)
dx

= − d
dx

(qdcd + qaca + qccc), cs(0) = cc(L)− cd(0).

(4.10)

4.2.1. Solución del modelo para la reabsorción y secre-
ción

Con fines de simplificar la descripción de la solución del modelo, haremos
una adimensionalización al sistema de ecuaciones (4.10), normalizando los
flujos y las concentraciones de solutos, con

x = Ly, Qj =
qj

qd(0)
, Cj =

cj
cd(0)

, j = d, a, c, s
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y los parámetros adimensionales ρj = qd(0)
2LRTcd(0)kj

, ∆Pj =
Pj+πs−Ps
RT2cd(0)

, Hj =
Lhj
qd(0)

, j = d, c.

La versión adimensional de (4.10) es

dQd

dy
=

1

ρd
[−∆Pd + (Cd − Cs)] , Qd(0) = 1, (4.11)

d(QdCd)

dy
= −Hd(Cd − Cs), Cd(0) = 1, (4.12)

dQa

dy
= 0, Qa(0) = Qa(L), (4.13)

d(QaCa)

dy
=

−pL
qa(0)cd(0)

, Ca(L) = Cd(L), (4.14)

dQc

dy
=

1

ρc
[−∆Pc + (Cc − Cs)] , Qc(0) = −Qa(0), (4.15)

d(QcCc)

dy
= −Hc(Cc − Cs), Cc(0) = Ca(0), (4.16)

dQs

dy
= − d

dy
(Qd +Qa +Qc), Qs(0) = Qc(L)−Qd(0), (4.17)

d(QsCs)

dy
= − d

dy
(QdCd +QaCa +QcCc), Cs(0) = Cc(L)− Cd(0). (4.18)

La ecuaciones (4.11)- (4.18) tienen las siguientes soluciones impĺıcitas, res-
pectivamente

ρd(Qd − 1) +
1

Hd

(QdCd − 1) = −∆Pdy, (4.19)

Cd(y) = F1(Qd, y) =
1

Qd

(1 + ρdHd(1−Qd)−∆PdHdy), (4.20)

Qa(y) = Qa(0) = Qa(L) = Qa, (4.21)

Ca(y) =

−pL
qd(0)cd(0)

y +Qa(0)Ca(0)

Qa

, (4.22)

ρc(Qc −Qc(0)) +
1

Hc

(QcCc −Qc(0)Cc(0)) = −∆Pcy, (4.23)

Cc(y) = F2(Qc, y) =
1

Qc

(Qc(0)Cc(0) + ρcHc(Qc(0)Cc(0)−Qc)−∆PcHcy),

(4.24)
Qs(y) = −(Qd +Qa +Qc)(y) +Qc(L), (4.25)
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Cs(y) = F3(Qd, Qa, Qc, y) =
−(QdCd +QaCa +QcCc)(y) +Qc(L)Cc(L)

Qs

.

(4.26)
La solución impĺıcita del modelo de 8 ecuaciones (4.11)- (4.18) dice que si
conocemos Qd(y), entonces Cd está determinada, Qa(y) está determinada si
conocemos Qa y Ca(y), si conocemos Qa, Qc(y), entonces Cc está determinada
y finalmente si conocemos Qd, Qa, Qc, entonces Qs y Cs están determinadas.
En resumen si Qd y Qc están determinadas, las seis ecuaciones diferenciales
restantes (4.12), (4.13),(4.14),(4.16),(4.17) y (4.18) tienen solución y por lo
tanto el sistema original de ocho ecuaciones estaŕıa resuelto.

Podemos deducir las siguientes igualdades

Qd(0) +Qa(0) +Qc(0) +Qs(0) = qd(0)
qd(0)

+ qa(0)
qd(0)

+ qc(0)
qd(0)

+ qs(0)
qd(0)

= 1
qd(0)

[qd(0) + qa(0) + qc(0) + qs(0)] ,

= 1
qd(0)

[qa(0) + qc(0) + qc(L)] ,

= 1
qd(0)

[qc(L)] = Qc(L),

entonces
Qd(0) +Qa(0) +Qc(0) +Qs(0) = Qc(L). (4.27)

Análogo al procedimiento anterior, se tiene que

Qd(0)Cd(0) +Qa(0)Ca(0) +Qc(0)Cc(0) +Qs(0)Cs(0) = Qc(L)Cc(L). (4.28)

De la ecuación (4.2) se tiene que

(Cd − Cs) = − 1

Hd

d(QdCd)

dy

por lo que sustituyendo en (4.1) obtenemos

ρd
dQd

dy
+ ∆Pd = Cd − Cs = − 1

Hd

d(QdCd)

dy
. (4.29)

Intengrando y dado que Qd(0) = 1, obtenemos

ρd(Qd − 1) +
1

Hd

(QdCd − 1) = −∆Pdy. (4.30)

Análogamente, utilizamos (4.6) para eliminar (Cc − Cs) de (4.5), de donde
se obtiene

ρc
dQc

dy
+

1

Hc

d(QcCc)

dy
= −∆Pc. (4.31)
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Integrando, obtenemos

ρc(Qc −Qc(0)) +
1

Hc

(QcCc −Qc(0)Cc(0)) = −∆Pcy. (4.32)

Si suponemos que la concentración de Na+ en el limbo ascendente es siempre
lo suficientemente alta como para que la bomba de Na+−K+ esté saturada
y la tasa de bombeo sea independiente de la concentración, en cuyo caso la
solución de (4.4) es

QaCa = Qa(0)Ca(0)− Py (4.33)

donde P = −pL
qd(0)cd(0)

es la tasa de bombeo de Na+ adimensional.
De lo anterior resulta que si resolvemos el siguiente sistema de dos ecuaciones
de primer orden en dos incógnitas siguiente

ρd
dQd
dy

= −∆Pd + Cd − Cs,
Qd(0) = 1,
Qd(1) = −Qa(1) = −Qa,

(4.34)

{
ρc

dQc
dy

= −∆Pc + Cc − Cs,
Qc(0) = −Qa(0) = −Qa.

(4.35)

Donde Cc, Cs y Cd son funciones de Qd y Qc, entonces habremos resuelto
el modelo completo.
Aunque en (4.34) y (4.35) hay tres condiciones iniciales para dos ecuaciones
de primer orden, el número Qa también es desconocido, por lo que este pro-
blema está bien planteado. Nuestro objetivo en lo que sigue es entender un
poco del comportamiento de la solución de estas ecuaciones, estudiando un
caso particular o un caso ĺımite que es cuando se considera ausencia de ADH
en la formación de orina.

La solución anaĺıtica o numérica del modelo general se dejará como tra-
bajo a futuro.

4.2.2. Solución del modelo en ausencia de ADH y de
aldosterona

La cantidad de hormona antidiurética (ADH) controla la permeabilidad
al agua, mientras que la aldosterona afecta la permeabilidad al sodio (Na+).
Problemas en la función renal, como la diabetes inśıpida central, surgen debi-
do a insuficiencias en la producción de ADH, lo que resulta en la producción
de grandes cantidades de orina diluida. La aldosterona, producida por la cor-
teza suprarrenal, regula el número de canales de Na+ y la actividad de la
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Na+−K+ ATPasa, lo que influye en la eliminación de sodio y potasio. Con-
diciones como la enfermedad de Addison o el śındrome de Conn ejemplifican
los desequilibrios asociados con la escasez o el exceso de aldosterona.
Vamos a considerar un caso en particular, suponemos que no hay ADH pre-
sente, entonces ρc = ∞ y que no hay aldosterona presente, Hc = 0. En este
caso se deduce de (4.31) que

Qc = Qc(0) = −Qa,

Cc = Cc(0) = Ca(0).

En otras palabras, no hay pérdida de agua o de Na+ en el conducto colector
por lo que la ecuación para Qc, (4.35) ha sido reducida a una ecuación alge-
braica. Por lo que ahora, queda por determinar lo que ocurre en los túbulos
descendente y ascendente. El flujo se rige por las siguientes ecuaciones

ρd
dQd
dy

= f(Qd, Qa, y),

Qd(0) = 1,
Qd(1) = −Qa,
Qc(y) = −Qa.

(4.36)

con f(Qd, Qa, y) = Cd − Cs −∆Pd.
De las ecuaciones (4.30) y (4.33) se deduce que

Cd =
1

Qd

(1 + ρdHd(1−Qd)−∆PdHdy),

Cs =
(P + ∆PdHd)(1− y)

Qd +Qa

− ρdHd.

Con Qa constante ya que el miembro ascendente es impermeable al agua
y Ca una función linealmente decreciente de y.
Observamos que el problema (4.36), tiene asociadas dos condiciones de fron-
tera, pero una de ellas está en términos de un parámetro desconocido Qa,
que se debe determinar como parte del problema.

En el caso que nos ocupa (ausencia de ADH), adicionalmente conside-
raremos que el túbulo descendente sea bastante permeable al agua. Lo cual
implicaŕıa que debemos tomar ρd pequeño en el problema (4.36). Pero enton-
ces, la ecuación diferencial (4.36) es dif́ıcil de resolver tanto anaĺıtica como
numéricamente ya que resulta ser singular. Dado que Qd es diferenciable e
invertible, por el teorema de la función inversa, podemos resolver este proble-
ma buscando una solución en la forma y = y(Qd, ρd) que satisface la ecuación
diferencial
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{
f(Qd, Qa, y) dy

dQd
= ρd,

Qd(0) = 1, Qd(1) = −Qa(0).
(4.37)

Para resolver este problema buscamos y en función de Qd como serie de
potencias de ρd.

y = y0 + ρdy1 + ρ2dy2 +O(ρ2d), (4.38)

sustituyendo en (4.37), igualando y expandiendo en potencias de ρd, se tiene
que

y = 1− Qa +Qd

PQd −∆PdHdQa

[1−∆Pd(Qd +Hd)] +O(ρd). (4.39)

Ahora determinamos Qa haciendo y = 0, Qd = 1 en (4.39), y despejando Qa

para determinarla, obteniendo

−Qa = 1− P +Hd∆Pd
1−∆Pd

+O(ρd). (4.40)

Ahora podemos graficar y en función de Qd y girar los ejes para ver Qd en
función de y. Esto se representa en las figuras 4.2 y 4.3. Una vez que se de-
termina Qd en función de y, podemos graficar la concentración Cd en función
de y, dada en la figura 4.4.

Eje Qd
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E
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 y

0

0.1

0.2

0.3

0.4
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0.6

0.7

0.8

0.9

1
Gráfico de la función   y(Qd) 

Figura 4.2: Curva de la función y con los valores de los parámetros: P =
0.09,∆Pd = 0.15, Hd = 0.1, ρd = 0.12, Hc = 0.

A partir de las gráficas anteriores observamos que la función Qd es decrecien-
te ya que hay ausencia de ADH y de aldosteorona en el tubo descendente, es
decir no hay regulación en el fujo de agua, produciendo una gran cantidad
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Eje y
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Gráfico de la función   Qd(y) 

Flujo Qd

Figura 4.3: Curva del flujo Qd con los valores de los parámetros: P =
0.09,∆Pd = 0.15, Hd = 0.1, ρd = 0.12, Hc = 0.
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Gráfico de la función   Cd(y) 

Concentracion Cd

Figura 4.4: Curva de la concentración en el túbulo descendente Cd, con valores
de los parámetros: P = 0.09,∆Pd = 0.15, Hd = 0.1, ρd = 0.12,
Hc = 0.

de orina dilúıda y un flujo rápido. En el caso de la función Cd es creciente ya
que no hay una adecuada readsorción, quedando gran cantidad de sodio en
el túbulo descendente.
Observamos que la solución del modelo completo de 8 ecuaciones se reduce a
resolver el modelo de 2× 2 que en general es dif́ıcil de resolver tanto aniĺıtica
como numéricamente.
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Conclusión

En este trabajo, consideramos un modelo para la hemodinámica renal de
los procesos básicos en la producción de la orina, el cuál consta de 3 submo-
delos. El primero de ellos modela la filtración glomerular con una ecuación
diferencial ordinaria de primer orden con dos condiciones de frontera que son
desconocidas, lo que hace no trivial al problema. Se muestra que para valores
fijos en los parámetros, el flujo resultante en la etapa de filtración glomeru-
lar es lineal con respecto a la presión arterial, es decir, con tasa constante
de aumento en el flujo. Lo cual en la realidad no es aśı ya que pesar de los
aumentos después de cierto valor de la presión arterial en una persona sin
padecimiento renal este filtrado permanece relativamente constante. Para lo-
grar esto, el riñon lleva a cabo un proceso de autorregulación, que de hecho
es el que relaciona todas las etapas del proceso.

El segundo submodelo, con el cuál se estudia la autorregulación consta
de una ecuación diferencial parcial de transporte con retardo. Ésta modela la
tasa de cambio de la concentración de cloro (Cl−) en el túbulo ascendente del
asa de Henle. Se monitorea la concentración de Cl− al final del asa y si este se
encuentra fuera de los parámetros normales, la nefrona manda una señal para
que las arteriolas aferentes y eferentes se constriñan o expandan, según sea
el caso, lo cual cambia a lento o rápido el flujo del filtrado glomerular. Esto
hace que eventualmente se regrese a un estado normal. Se calculó su solución
estacionaria y se hizo un análisis para esta, mostrando que para algunos
rangos de valores de los parámetros, las oscilaciones en la concentración de
Cl− de la mácula densa, y por tanto en las demás variables como la tasa de
flujo y la presión glomerular, producen soluciones oscilatorias que convergen
muy rápido al estado estacionario, mientras que para otros rangos de valores
de los parámetros resultan soluciones que oscilan casi periódicamente. Esto
sugiere un estudio más profundo de este modelo para analizar si presenta
algún tipo de bifurcación, como por ejemplo de tipo Hopf.
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Finalmente se analiza el tercer submodelo, que corresponde a las etapas
de reabsorción y secreción mediante un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias que consta de 8 ecuaciones, las cuales modelan el flujo de agua y
el flujo molar del ion sodio en el asa de Henle en sus cuatro compartimentos,
asa descendente, asa ascendente, túbulo colector y los túbulos peritubulares
(intersticio). Se mostró que este modelo se puede resolver completamente si
se puede resolver un sistema diferencial de 2 ecuaciones con 2 incógnitas,
que sin embargo también es difićıl de resolver incluso numéricamente. En el
caso particular donde hay ausencia de ADH y de aldosterona, se pudo resol-
ver, resultando que la función que representa el flujo de agua en el túbulo
descendente es decreciente, produciéndose aśı una gran cantidad de orina di-
lúıda y un flujo rápido. Para la función de la concentracion de cloro en el
mismo túbulo, la función resultó ser creciente ya que no hay una adecuada
reabsorción, quedando gran cantidad de sodio en el túbulo descendente. Esto
coincide con lo que pasa en la realidad. Aśı que se puede concluir que se ha
confirmado, aunque para un caso particular, la validez de la hipótesis de in-
vestigación, concluyendo que se puede simular satisfactoriamente la dinámica
de los procesos mediante los cuales el riñon elimina los desechos metabólicos
a través de la orina.

Quedan algunos trabajos futuros como son:

Identificamos problemas que se deben justificar desde el punto de vista
matemático.

� Establecer condiciones de existencia y unicidad de los submodelos
para la filtración glomerular, la autorregulación y para el modelo
reducido de 2× 2.

� Investigar si existe bifurcación de Hopf en el submodelo para la
autorregulación.

Elaboración de programas que resuelven numéricamente el modelo com-
pleto, es decir, resolover de manera integral los tres submodelos.
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