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Un modelo matematico del
funcionamiento del rinon.

Resumen

Para mantener'su funcionalidad éptima, el rinén requiere un meticuloso con-
trol del flujo(sanguineo renal. En este trabajo, se presenta un modelo ma-
tematico de la ‘hémodinamica renal involucrada en la produccién de la orina.
Este modelo se cémpone de tres submodelos: uno para la etapa de filtracién
glomerular, que dafentrada a la sangre que se procesa en el rinén, otro para
el proceso de autorregulacion renal que define el flujo de sangre que debe
entrar al rinén, para m@htener su correcto funcionamiento, atun frente a va-
riaciones de la presion sanguinea y el tltimo para las etapas de reabsorcion y
secrecion, correpondiendo la primera al proceso mediante el cual los riniones
recuperan sustancias utiles (como agua, glucosa, aminoécidos y ciertos iones)
del filtrado glomerularyas devuelven a la sangre y en la segunda los rinones
eliminan sustancias no desgadas (conto iones de hidrégeno, potasio, amoniaco
y ciertos medicamentos) désde la sangre hacia los capilares peritubulares.

Abstract

To maintain its optimal functionality, the kidn€y; requires meticulous control
of renal blood flow. In this paper, a mathematieaLimodel of the renal hemody-
namics involved in urine production is presented. his model is composed of
three submodels: one for the glomerular filtration stage, which gives input to
the blood that is processed in the kidney, another fortle renal autoregulation
process that defines the blood flow that must enter theskidney, to maintain
its correct functioning, even in the face of blood pressure/atiations, and the
last one for the reabsorption and secretion stages, the former corresponds to
the process by which the kidneys recover useful substances (such as water,
glucose, amino acids and certain ions) from the glomerular filtrate and re-
turn them to the blood, and in the latter the kidneys eliminatertinwanted
substances (such as hydrogen ions, potassium, ammonia and certain/drugs)
from the blood into the peritubular capillaries.



Palabras claves

Hemodinamica renal, filtrado glomerular, secrecion renal, reabsorcion renal.

Marco tedrico

El torrente.sanguineo arrastra una gran cantidad de sustancias, muchas de
la cuales entranal rinén y alguna proporcion de estas pasa a formar parte
de la orina. Singnibargo, la mayoria de los modelos nefrolégicos consideran
solo la concentracién de una sustancia [9]. Estos modelos se han utiliza-
do con fines terapduticos para el tratamiento de enfermedades mediante el
control de la cantidad.de medicamentos administrados [5], y también con
fines de diseno de rinones, artificiales. En general el modelado del proceso de
hemodidlisis se basa en egfiaciones cinético-hemodindmicas [7] o ecuaciones
cinético-matematicas [3], [12}

Junto al cerebro y el corazdn, el rindn es un érgano fundamental en el sistema
cardiovascular, ya qued&eeibe aproxitnadamente el 20 % de la sangre que el
corazon expulsa hacia el‘orgaitismoj el cada latido. Entre sus principales fun-
ciones se encuentran: regular la presién asterial, eliminar los desechos toxicos
a través de la orina y produdir la*hormona,que estimula la formacion de los
glébulos rojos [4]. El proceso de formacién_de la orina consta de 3 etapas:
filtracién glomerular, reabsorcion g secrecions(ver figura 1, que fue tomada
de [1]). La principal unidad operativa del riii6n)se llama nefrona, de la que
hay aproximadamente un millén en cada rinéns cada nefrona es capaz de
formar orina por si misma.

En la etapa de filtracién glomerular, el glomérulo*filtTa el agua y otras sus-
tancias del torrente sanguineo.

Cada nefrona tiene un glomérulo cuya funcion es un filtfadosinicial de la san-
gre. El glomérulo consta de una red de capilares envueltopor la capsula de
Bowman (una estructura en forma de copa). La presion arterialde la sangre
en los capilares empuja el agua y los solutos pequenos hacia_la edpsula de
Bowman, a través de una membrana de filtrado. Con esto inicia"el proceso
de formacion de la orina [9)].

Aproximadamente el 20 % de la sangre que entra a la nefrona, se filte'a hacia
la capsula de Bowman. Tanto las plaquetas como las proteinas plasmaticas
y células sanguineas son demasiado grandes para pasar por el filtro, por‘lo
que, éstas contintian por la arteriola eferente, formando el 80 % del liquido
que no se filtré [4].

En la segunda etapa, que es la reabsorcion, algunos nutrientes y agua del

II



Figura 1: Esquema de una nefrona y las dreas donde tienen lugar cada una
de las etapas de formacion de la orina.
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liquido filtrado que fluye-por el tlibhulo renal se reincorporan al torrente san-
guineo. Lo que retorna Som grandes eantidades de: aminoacidos, vitaminas,
agua, glucosa, parte de la ured, los ionés &, Nat, NaHCOj3 (bicarbonato),
Cl~, HPO, (fosfato). Estas sustancias salen-de los tiibulos de las nefronas ha-
cia los capilares peritubulares. Betbas deNa" / KT AT Pasa (sodio/potasio),
en las células tubulares, transportan, los iones en contra de un gradiente de
concentracion (transporte activo)."Ademads elfflujo de iones de sodio impulsa
la reabsorcién de los demas elementos. En el tubule contorneado proximal se
reabsorben el sodio, el cloruro, la mayor parte de agua, asi como los aminoaci-
dos, vitaminas hidrosolubles y casi toda la glucosa; eiitre otros. Este filtrado
es isotonico con el plasma, es decir a igual temperatura tienen la misma pre-
sién osmética.

En la etapa de secrecion se lleva a cabo el traspaso de materiales desde los
capilares peritubulares hasta los tubulos renales, con el propdsito de regu-
lar la tasa de dichas sustancias en el torrente sanguineo y de eliminar otros
desechos del cuerpo. Las principales sustancias secretadas son KXZH ™, NH,
(iones amonio), creatinina y ciertos farmacos, como la penicilina. #st€ proce-
so ocurre en los tibulos contorneados proximal, distal y en el tibulo.€olector
[4].

Las ecuaciones que estudiaremos para modelar el funcionamiento general del
rinén [9] son:

Para el filtrado glomerular.

Suponemos que los capilares glomerulares comprenden un tubo unidimensio-
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nal con flujo ¢; y que la capsula de Bowman que los rodea es también un
ttho unidimensional con flujo gy (ver figura 2). Dado que el flujo a través de
los=eapilares glomerulares es proporcional a la diferencia de presion a través
de la\pared capilar, en estado estacionario la tasa de cambio del flujo en
el capilar satisface la siguiente ecuacion diferencial que lleva asociadas dos
condiciénes de frontera,

7Tz'Qi

M- Ky(P,— P +—=), O<az<lL,

¢(0) = Q.. " (1)
ql(L) = Qea

donde :

= P, vy P, son las presiones hidrostaticas del fluido en los tubos 1 y 2,
respectivamente,

= 7; es la presion osmoética-de entrada,

K es la tasa dé filtracion eapilar,

Q; esel flujo de entrada es dedir el flujo en x = 0,

Q. es el flujo de salida eferente

Q; v Q. son desconocidas y deben determinarse. Esto hace que este problema
sea no trivial.

Figura 2: Diagrama simple del glomérulo.

R

P Q

: 7 (%) ¢

Py

R, 2, R,
q,(x)

Q: P, Q.

P, . . P,
L] Ll

x=0 x=1L

El rinén tiene un proceso de autorregulacién que consiste en monitorear la
concetracién de C'I~ en la rama ascendente gruesa. Esta concentracién esta
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gobernada a través del tiempo, 7, y a lo largo del tubo, y, por la EDP de
fransporte

oc | oC _
or oy
dondé R(€') denota la tasa de eliminacién de C1~ del tubo mediante el bom-

beo de Wat,*C' es la concentracién de Cl~, ¢ denota la velocidad del fluido
a lo largo del'tubo y se conoce la condicién de frontera C(0,t) = Cj.

—R(C), (2)

Para las etapag’de reabsorcién y secrecion, dividimos el area de la formacién
de orina en cuatre”zonas (la rama descendente, d, la rama ascendente, a,
el conducto colector, ¢ y un unico compartimento para el intersticio y los
capilares peritubulares; s) y en cada zona estudiamos el caudal del fluido Q;
y la concentracion dedNatsc;, @ =d, a,c,s (ver figura 2, tomada de [9]).
A las dos ecuaciones anteériores se le adicionan las siguientes 8 EDOS que
gobiernan la formacion dé orina.

;

k_{i%:Ps_ﬂs_Pd—i_QRT(cd_cs)u Qd<0)ZQQ7

Naaca) = py(cg®ca),  ci0) = cap,

dx
e =0, qu(L)={=qa(L);
% = —p, Ca<L) = cd(L)7

(3)

Ldte — p, — 1y — P+ 2RT(c. — )7 2¢:(0) = —qa(0),

2ece) = hy(ey — co),  co(0) = ca(0),

Y — (gt qata),  ¢5(0) = (L) — qaO))

L % = _%(Qdcd + QaCa + chC)? CS(O) - CC(L) - Cd(O),

donde:

= k;, i = d,c, son las tasas de filtracién en el tubo descendenté y#€olector,
respectivamente,

= 7, es la presion osmotica coloidal en el intersticio,

s P, i=s,d,c, son las presiones hidrostaticas en los tubos intersticiales;
descendente y colector, respectivamente,



R es la constante universal de los gases ideales,

T es la temperatura del fluido (RT es la resistencia tubular),

hisi = d, c, son la permeabilidad en el tubo descendente y colector,

p'es la tasa de bombeo que depende de concentraciones locales de varios
iones,

En la literatura, se menciona que 6 de estas ecuaciones, incluyendo las obvias
se pueden resolyvern analiticamente una vez que se resuelva un sistema de
ecuaciones de 2 X2 donde se obtiene 2 de las variables del sistema. Tomando
en cuenta la solucidn.de estas ecuaciones, el modelo se reduce después de una
adimensionalizacion @l siguiente sistema de ecuaciones:

Pd% = —-AP;+Cyqy—C, (4)
pcddyc - _APC + Cc - 057

donde p; son pardmetros,adimensionales, AFP; y AP, son diferencias de pre-
sion en el tibulo descendente y coleetor respectivamente. Cy, Cs v C,. depen-
den de Qg y Q., por loque el problema es no trivial. Con esto resolver el
modelo (1)-(3) se reduce & ¥esolver (4).

Justificacion

Las estadisticas muestran que en“los ultim@s anos ha ido aumentando el
nimero de personas que presentan problemas rerales. Cuando el rinén no fil-
tra la sangre de manera correcta provoca acumulaciéon de residuos y toxinas
en el organismo que después de una cierta cantidad\resultan perjudiciales;
insuficiencia renal terminal (ERT) es cuando el rinén se ha deteriorado en
un 15%. Para dar un tratamiento a aquellos paciente§ qué presentan ERT
es necesario entender con exactitud la fisiologia del rinén gpadva que se pueda
sustituir la funcién del rinén. Dentro de los tratamientos que se‘tienen en la
actualidad se encuentran la didlisis y la hemodialisis.

“El filtrado de la sangre” es lo que se realiza en el proceso deemodidlisis
y se da en una membrana artificial que tiene el dializador, la cual6pera de
acuerdo a unos parametros hemodinamicos. El ajuste de estos se realiza de
forma personalizada y manual de acuerdo a valores determinados sebre el
paciente y tomando en cuenta los efectos secundarios como son la hiperten-
sién arterial, cefalea, vémitos y nausea. Estos efectos se podrian evitar si_se
consigue realizar un control preciso y automatico de los parametros y por eso
resulta importante estudiar los modelos dinamicos de la hemodialisis.



Preguntas de investigacion

L EsDosible simular matematicamente la hemodindmica renal en los procesos
renalés basicos involucrados en la produccién de orina?

Hipébtesis y supuestos

Es posible m@delar con ecuaciones algebraico-diferenciales, la hemodindmica
renal en los progesossrenales basicos involucrados en la produccion de orina.
Para esto es sufiéiente asumir que el tejido renal es homogéneo, que ciertos
parametros fisiologiceSson constantes y que la anatomia del rinén puede sim-
plificarse. Ademads, se.supone que el flujo sanguineo es uniforme, se simplifican
las interacciones quimiCas'y se asume la ausencia de patologias. Con estos
supuestos, el modelo resultante se puede resolver al menos numéricamente.

Objetivo general

Resolver cualitativa y néinericamentesel modelo (1, 2, 3), en donde en esen-
cia, resolver (3) se reduceta'resolvery(4):

Objetivos especificos

1. Estudiar la fisiologia del rinén.

2. Estudiar analiticamente las ecuaciones que medélan cada etapa, obte-
niendo sus soluciones analiticas cuando sea posible.

3. Resolver numéricamente las ecuaciones en cada étapa, en particular
resolver las ecuaciones (4).

4. Validar el modelo con parametros tomados de la literatdra.

Metodologia

» Estudio de la fisiologia del rinén en [9].

» Estudio analitico y numérico del problema (1) que modela la filtracion
glomerular siguiendo las ideas de [9] y revisando [6], [10].



&

a Estudio analitico y numérico del problema (2) que modela la autorre-

7, : gulacién siguiendo las ideas de [9] y revisando [8], [10], [2].

esolver las ecuaciones triviales de (3) para incorporarlas en (4).

A
. Val{ i6n del modelo con parametros de la literatura [9].

. 'ﬁ@ueién numérica de las ecuaciones (4).

VIII
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Introduccion

Junto al cerebro y el corazén, el rinén es un 6rgano fundamental en el
sistema_cardiovascular, ya que recibe aproximadamente el 20 % de la sangre
que elcorazon expulsa en cada latido hacia el organismo. Entre sus principa-
les funciones se encuentran: regular la presion arterial, eliminar los desechos
toxicos a través.de la orina y producir la hormona que estimula la formacion
de los glébules xojos [4].

Cuando no hay{un“adecuado funcionamiento del rinon, pueden presentarse
enfermedades renales de diversas formas, desde infecciones y calculos renales
hasta enfermedades”eronicas como la nefropatia diabética y la enfermedad
renal créonica (ERC)."EStos.son un problema de salud cada vez més impor-
tante a nivel global, aféetando no solo la vida de los pacientes, sino también
generando una carga significativa para los sistemas de salud debido a su alta
prevalencia y costos asociado$:

Los modelos hemodinamicos renales.proporcionan una comprensién profunda
sobre los patrones y compertamientos del flujo sanguineo renal, lo que puede
permitir detectar anomalias,y disfun€iones que de otra manera podrian pasar
desapercibidas. Asi también-gontribuyen‘a tener una perspectiva global e in-
tegral del problema, lo que coadguva a ayanzar en el diagnostico, tratamiento
y prevencién de las afecciones rénales. En este contexto, el propdsito de este
trabajo es analizar la hemodinamicajrenal modelando matematicamente los
procesos basicos de la produccién de la orina, .donde se siguieron las ideas
expuestas en [9].

El trabajo de tesis estd organizado de la siguienteé manera. En el capitulo
1 se exponen herramientas y conceptos basicos de ecuaciones diferenciales
tanto ordinarias como parciales, y teoria de flujos, los ‘cuales son necesarios
para el desarrollo de los capitulos posteriores. En el capftulo 2 se presenta
una breve descripcién de las tres etapas del proceso por el cualise forma la
orina y se eliminan los productos de desecho del torrente sangdineo. En este
mismo capitulo se presentan y resuelven las ecuaciones que me@delan la fil-
tracion glomerular. En el capitulo 3 se estudia el modelado matem@tico del
proceso de autorregulacion renal mostrando tanto aspectos cualitativoseomo
numéricos de su solucién. Finalmente en el capitulo 4 se estudia el modelo
para las etapas de reabsorcion y secrecién, particularizando la solucién de un
caso en particular.



Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo.daremos las herramientas basicas necesarias de ecua-
ciones diferenciales ordinarias y parciales asi como los conceptos basicos de
flujos, los cuales se emplean,para obtener los resultados que se mostraran en

los capitulos 2, 3 y 4. Pafa una mejor comprension de la teoria del capitulo
1 consultar en [2], [8], [9], [L0} [11].

1.1. Sistemas-diferenciales ordinarios de pri-
mer orden'no lineales

En este seccién revisamossalgunos €oneeptos y teoremas acerca de un
sistema de ecuaciones diferenciales no linealesyde la forma

= f(z), x(0) =40, (1.1)

donde z : I CR - R*" f: ECR"— R e CYE),zo € R", I es
un intervalo de R, E es un subconjunto abierto dedR"™ El sistema no lineal
(1.1) tiene una solucién tnica a través de cada punté o € F definido en un
intervalo méximo de existencia («, ) C R. En general, no.e$ posible resolver
el sistema no lineal (1.1), sin embargo, se puede dar inforfnacion cualitativa
sobre el comportamiento local y global de las soluciones.

1.1.1. Teorema de existencia y unicidad

Definicién 1.1.1. Supongamos que f € C1(E) donde E es un sub€onjunto
abierto de R" y C'(E) el espacio de derivadas continuas. Entonces #(%), es
una solucién de la ecuacién diferencial (1.1) en un intervalo I, si z(t) _es
diferenciable en I y ademds para todot € I, z(t) € E'y
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Si g € E, z(t) es una solucién del sistema (1.1) con valor inicial x(ty) = o
én ain intervalo 7, con ty € 1.

Teotema 1.1.1 (Teorema de Ezistencia y Unicidad). Sean E un subcon-
junto abierto de R", zp € F'y f: E — R", con f € C'(F). Entonces existe
a > 0 tal que el problema de valor inicial

= f(x), x(0) = x, (1.2)

tiene una tnica’'selucién x(t) definida en el intervalo [—a, a.

1.2. Ecuacienes diferenciales parciales de transporte

En este seccién revisamos algunos conceptos importantes de las ecuacio-
nes diferenciales parcialessdertransporte.

Definicién 1.2.1. Una ecuacion diferencial parcial (EDP) es una ecua-
ciéon que contiene derivaglas parciales de una funciéon v : R — R, llama-
da la incégnita de la gcuacion.«MEs precisamente, dada una funcion v =
u(zy, T, ...7,), una EDP enw es una ecuacién que relaciona, en 0 C R™,
cualquiera de las derivadas. parciales.de”u_con cualquiera otra y/o con u mis-
ma y/o con las variables x1, 75;".4,. Wna EDP tiene la estructura general

F(x1, @9, ... u, D u, ..., DM"u) = 0, o = (21,29, ..7,) € Q C R™.

Definicién 1.2.2. Resolver una EDP en u'de orden m, en el dominio §2,
significa encontrar una funcion u € C™(Q), que satisfaga idénticamente la
EDP en 2, es decir, que se satisfaga para todos log'valores de las variables
independientes tales que (z1, z,...z,) € Q.

Definicién 1.2.3. En fisiologia, una ecuacién diferen¢ialiparcial (EDP) de
transporte en un flujo puede describir, por ejemplo, la difusiéon de sustancias
quimicas o la propagacion de senales eléctricas a través de medios bioldgicos,
como tejidos o fluidos corporales. Estas ecuaciones son fundamfentales para
comprender procesos como la difusion de oxigeno y nutrientes en“tejidos, el
transporte de metabolitos a través de membranas celulares o la propagacion
de senales nerviosas en el sistema nervioso.

Una forma general de la ecuacién diferencial parcial de transporte en
fisiologia es:

%—f + V- (vO) = DV?C,
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donde:
£ representa la concentracion de la sustancia que se esta transportando
(domto oxigeno, glucosa, neurotransmisores, etc.)

- t és‘el tiempo.

- v esfel vector de velocidad del flujo, que puede ser el flujo sanguineo en el
caso deltejides vascularizados o el flujo de liquido intersticial en tejidos no
vascularizades.

- D es el coeficiente de difusion, que describe la tasa a la que la sustancia se
difunde a través‘del medio.

- V es el operador mabla que representa el gradiente espacial.

La primera parte de la ecuacién (%—(t;) describe cémo cambia la concentra-
ci6én de la sustancia-ensel tiempo. La segunda parte (V- (v(C')) describe como
la sustancia es transpertada por el flujo, donde el término vC' representa la
velocidad del flujo multiplicada por la concentraciéon de la sustancia, lo que
indica el transporte convectivo. Para el caso de la ecuacién (3.1), la veloci-
dad es un escalar ya que no depende del tiempo ni del espacio y el gradiente
V es una derivada parcial. Lastetcera parte (DV?2C') describe el efecto de la
difusién en la propagaeion de la sustancia a través del medio, en nuestro caso
encontraremos un fenémeno de filtracion de una sustancia.

1.3. Ecuaciones diferenciales con retardo

En este seccion nos introducimes en las e€uaciones diferenciales con re-
tardo por medio de un ejemplo con“una ecuaciénsconocida.

Una solucion dependiente del tiempo de una eCuagion diferencial de re-
tardo (EDR) no estda determinada unicamente por'su estado inicial en un
momento dado sino que, en cambio, se debe dar el perfilide la soluciéon en
un intervalo con una longitud igual al retardo (o desfacé del tiempo 7). Es
decir, necesitamos definir un conjunto de condiciones iniciales de dimensién
finita entre t = —7 y t = 0.

Ejemplo 1.3.1. Consideremos una ecuacion lineal de primer grden

% =ky, y(0)=1, (1.3)
el cual tiene la solucion

y(t) = e, (r4)
Fisicamente el conocimiento de la condicién inicial y(0) = 1, nos permite
predecir el futuro en cualquier momento ¢. El pasado no esta involucrado en

4
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esta solucién. Para una EDR, el pasado ejerce su influencia sobre el presente
y por lo tanto, sobre el futuro.
Léssiguiente EDR

dy
pn =ky(t—71), ylt)=1 —-17<t<0, (1.5)
dice del lade~derecho que depende de y en el tiempo ¢t — 7, donde 7 se llama
retraso o desface de tiempo. Ademas, la condicién inicial ahora se reemplaza
por una funcidén inicial definida en un intervalo de tiempo finito.

Oscilaciones en la selucion de una EDR.

En contraste con la ‘selucion exponencial (1.4), la solucién de la ecuacién
(1.5) puede ser oscilatoriar Esto se puede ver buscando una solucién particu-
lar de la forma

y = Asen(wt). (1.6)

Reemplazando (1.6) en (4.5)
wAcos(wt) = kAsen(wt — wr)

= kA [seni(wf) cos(w) tcos(wt) sen(wT)] .

Igualando a 0 los coeficientes @6s(wt) vy Senfwt). Encontramos las dos condi-
ciones siguientes
cos(wt) = 0, Jw = —Kgen(wT).

La primera condicién se cumple si wr = 7 o 37” ¥-¢on la segunda condicion,
obtenemos las siguientes posibilidades

T T

wr =g, kr 5 (1.7)
3T 3

wr =<, kT 5 (1.8)

Para estos valores particulares de k7, el EDR (1.5) admite la solu€ién arméni-
ca (1.6)

1.4. Conceptos fundamentales de flujo en sis-
temas fisiolégicos

En este seccién revisamos algunos conceptos basicos de flujos, ya que nds
ayudaran a tener una mejor comprension de los capitulos siguientes.

5
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Definicién 1.4.1. La presion osmotica es la presion necesaria para detener
el flujo neto de solvente a través de una membrana semipermeable hacia una
solueion més concentrada, cuando la membrana permite el paso libre del
solvente pero no del soluto. Esta presion se genera debido al gradiente de
concentracion de solutos a ambos lados de la membrana semipermeable.

La écuacién para calcular la presién osmética (II) en una solucién ideal
se puede €xpresar como:

II=M-R-T
Donde:

s M es la molaridad de la solucion, es decir, la concentracién del soluto
expresada en moles por litro.

= R es la constante deldos gases ideales, aproximadamente igual a 0.0821 L-
atm/(mol - K).

= T es la temperatura absoluta en kelvin.

La presion osmética esuna propiedad, coligativa, lo que significa que depende
unicamente del nimero de particulas de soluto presentes en la solucién, no
de la naturaleza quimica €éspecifica del soluto.

Definicién 1.4.2. La presiénhidrostética es la presién que ejerce un fluido
en reposo debido a su peso y ada_gravedad. Esta presion aumenta linealmente
con la profundidad dentro del*fluido. Lasecuacién bésica para calcular la
presién hidrostatica (P) en un punte dentrd de*un fluido en reposo es:

donde:
= p es la densidad del fluido.

= g es la aceleracion debido a la gravedad.

= h es la profundidad del punto dentro del fluido, medida perpendicular-
mente desde la superficie libre del fluido hasta el punton cuestion.

Definicién 1.4.3. La resistencia es la fuerza que se opone al moyitniénto de
un fluido a través de un medio. Cuando un fluido fluye a través de un conducto
o alrededor de un objeto, encuentra resistencia debido a diversos fagtores
como la viscosidad del fluido, la geometria del medio y la velocidad deliflujo.
Esta resistencia puede manifestarse de diferentes formas, como la fricgion
contra las paredes del conducto o la resistencia aerodindmica experimentade
por un objeto en movimiento.



Capitulo 2

Fisiologia general del rinén y
modelado de la filtracion
glomerular

En este capitulo se introdai¢en los elementos del funcionamiento del rinén.
El objetivo principal es cenocer los procesos por los que se forma la orina y se
eliminan los producto$ de desechosdel torrente sanguineo. Al mismo tiempo
iremos modelando matemiaticamente estos procesos a través de ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales, §iguiendo la referencia [9)].

2.1. Fisiologia renal

Los rinones desempenan dos fiihciones principales. En primer lugar, eli-
minan la mayor parte de los desechos del metabelismo corporal, y en segundo
lugar, regulan las concentraciones de la mayoria de las sustancias en el cuer-
po. La principal unidad operativa del rinén se llamawnefrona, de la que hay
aproximadamente un millén en cada rinén (ver figura 2.1). Cada nefrona es
capaz de formar orina por si misma, sus principales unidades funcionales son:
el glomérulo, a través del cual se filtra la sangre, el aparatg yuxtaglomerular,
mediante el cual se controla el flujo glomerular, y el tibulo largo en el cual
el liquido filtrado termina por convertirse en orina [4].

La formacién de la orina en el rinén se lleva a cabo en tres etapas: la fil-
tracién glomerular, la reabsorcién y la secrecién (ver esquema énda figura
2.2). La primera etapa, la filtracién glomerular es la produccién ‘dé wun fil-
trado del plasma sanguineo, este se da a través del glomérulo, el cual gsté
formado por una red de hasta 50 capilares paralelos que se ramifican y‘anas-
tomosan (se vuelven a unir), cubiertos por células epiteliales y recubiettos
por la capsula de Bowman. La sangre entra en el glomérulo por la arteriola
aferente, la presion de la sangre en el glomérulo hace que el liquido se filtre

7
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Oig&lra 2.1: Desarrollo anatomico del rinion con un enfoque en la estructura

Iﬁnefmna [12].

Arteriola
aferente

Arteriola

eferente

Capilar
peritubular

Vena
) ) interlobulillar

Arteria
interlobulillar
Arteria arcuata

Arteria
interlobular

Arteria renal

Vena renal

-

.
en la capsula de Bowman, ﬁltr{p toda ustancias disueltas de pequeno
peso molecular, el liquido que udo @ar sale por la arteriola eferen-
te. La membrana glomerular es CEQ?)mplet te impermeable a todas las
proteinas plasmaticas. En consecuericia, el filtride*glomerular es casi plasma,

excepto que no contiene una cantidad significativa de proteinas [9].

La cantidad de filtrado que se forma cada minuto omina tasa de filtra-
cion glomerular y en una persona normal tiene un ]_é@:edio de 125 ml/min.
La fraccién de flujo plasmatico renal que se convierte ado glomerular
suele ser de alrededor del 20 %. Mas del 99 % del filtrad @eabsorbe en los
tubulos, y la pequena parte restante pasa a la orina.

Hay tres presiones que afectan a la tasa de filtracion glomerulaty Estas son

la presién dentro de los capilares glomerulares que promueven Itracion,
la presion dentro de la capsula de Bowman que se opone a la ion y la
presion osmotica coloidal de las proteinas plasmaticas dentro de lo ilares

que se opone a la filtracion.

5
5
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Figura 2.2: Esquema de las etapas de la formacion de la orina en la nefrona

19,

Formacion de laorina en la nefrona
-~ g:rilllfl:ular Tibulo

contorneador
distal

Arteriola eferente

Glomérulo

Arteriola aferente z
Capsula de

Bowman

hacia la capsula de Bowman.

Filtracion, desdela sangre b
Reahsorcion, desde los tabulos 1

renales hacia la sangre,

Secrecién, desde la sangre hacia los Hacia la vena
tubulos renales. " renal
D Excrecion, desde el aparato urinario \ -
Tubulo colector

hacia el exterior.

Por la pelvis
renal hacia
el uréter

Asa de henle

2.2. Modelado déda filtracion glomerular

Para modelar mateméticamente”la dindanfica) del filtrado glomerular [9],
suponemos que los capilares glomerulares se distribuyen en una regién en
forma de un tubo unidimensional con flujo ¢; y quélakapsula de Bowman que
lo rodea también tienen la misma forma y flujo ¢» (Verfigura 2.3). Suponemos
que el filtrado glomerular se da a través de una paréd capilar de logitud L
(linea punteada de la figura 2.3). Dado que el flujo a través' de los capilares
glomerulares es proporcional a la diferencia de presién a gtayvés de la pared
capilar en estado estacionario, la tasa de cambio del flujo“en elicapilar esta
dada por la ecuacién diferencial ordinaria

dq

Y k(P — P+, 2.1
Ir (P 1+ Te) (2.1)

donde

= P, y P, son las presiones hidrostaticas del fluido en los tubos ¥y=2
respectivamente y satisfacen las siguientes relaciones:

Pa - RaQa = Pl, (22)
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Pl - Pe - ReQea (23)
Py, — Py = RqQq, (2.4)

donde P; representa las presiones, R; las resistencias y @; los flujos.
Afqui, i = a,e,d y a hace referencia a la arteriola aferente, e hace refe-
rencia a la arteriola eferente y d hace referencia al tibulo descendente.
Q; denota el flujo de entrada, es decir el flujo en x = 0.

» Ky esTa.tasa de filtracion capilar.

= 7. es la presion osmoética tanto de las proteinas suspendidas como de
otras sustancias de alto peso molecular y depende de ¢;.

El flujo @), experimenta,cambios como parte de un proceso de autorregula-
cién, el cual sera explieado a detalle en el siguiente capitulo. Como conse-
cuencia de dicho procesa; se-tiene el flujo Q);.

La ecuacion diferencial (2.1) Heva asociadas dos condiciones de frontera, lo
que resulta en el problema de valor de frontera

s Kp(Py— P +m), 0<z<lL,
Ch(o) = (i, (2~5)
QI(L) =N\ QE)

donde @); v Q. son desconocidas %y deben~determinarse. Esto hace que este
problema sea no trivial.

Sabemos que la presion osmoética g satisface’lajecuacion empirica
m. = RTc,

donde: R es la constante universal de los gases ideales, 7" es la temperatura y
c es la concentraciéon molar o molaridad de la disolu€ién, medida en mol/lt,
la cual puede ser variable. Asi que en nuestro caso,

7. = RTc(x).

Dado que las proteinas grandes no pasan por el filtro, tenemos qtue la ecuacién
de conservacién a lo largo del tubo 1 esta dada por:

caQi = c(z)q(x), (2.6)

donde ¢, es la concentracion de entrada y @); es el flujo de entrada. Despejando
c de (2.6) y sustituyendo en (2.5) se sigue que

T, = RT (CaQi) :
q1

10
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r— RT (Ca@i) _ RTe, @) o (%) | @.7)
q1 qQ q1

dondésm; = RTc, es la presién osmética de entrada. Dado que la caida de
presion hidrostatica en el glomérulo es pequena comparada con la caida de
presién‘en las arteriolas aferentes y eferentes, tomamos P; y P, como cons-
tantes.

entonces

Pigura 2.3: Modelo tubular del glomérulo [9].

Ry

, 42 (%) S

2 Pd

o B — — — |___

R, x=0V T x=1 R,
q,(x)

Qa Q; P, Q.

P, P,

Asi que el modelo completofde-a filtracion glomerular, resulta como sigue:

(@—Kf(Pg—Pl‘i‘Tri%)? O<$<L,

de
q1<0) :Qi>
Q1(L) :Qe> 2
Pa_RaQa:Ph <8>
Pl_Pe:ReQe7

(| P — Py = RyQq.

2.3. Solucién del modelo para la filtracion glo-
merular

2.3.1. Solucién analitica implicita y numérica

Con las siguientes simplificaciones algebraicas

C1 = Kf(P2 —Pl),
Co = KfQﬂTi, (2'9)
Yy=q.

11



Capitulo 2 12

Ila EDO en (2.8) toma la forma

Esta EDOQ se puede resolver por el método de separacién de variables. Por lo
que la solucién esta definida implicitamente por

1
— {y— @ln (Cly+02):| =a+C. (2.10)
C1 C1

Entonces regresando a ¢, ésta satisface

& c
— [ql — 2 (crq1 + 02)} =z 4+ C. (2.11)
C1 C1

Usando la condicién dnicial ¢;(0) = @; determinamos la constante de

integracion C, la cual esta dada por

1

Gl

¢ {@—fmwﬁﬁwﬂ.

Sustituyendo este valor en (2.11), sé.obtiene

1 & 1 c
— {y — ZIn(ay + 02)} =N — [Qi > —In(cQ; + 02)} : (2.12)
c1 c1 C1 6]

Al usar la condicién de frontera ¢, (L) = Q. ¢én (2.12), se llega a

1 c 1 C
Sle-2neere)] —re L [0 220 ).
c1 c1 C1 é1

Si multiplicamos por ¢; la ecuaciéon anterior obtenemos

cC C
Q. — c_2 In(c1Qc+c2) =1L+ Qi — C_z In (e1Qrter)
1 1

Haciendo manipulaciones algebraicas, se llega a

Co Qi + 2
@ c1 {n(lee‘F@)} Qita

Por 1ltimo al multiplicar por Qi la ecuacion anterior, nos queda
3

Qe Co aQi+e\| a1 L
@JFT@ {ln (ClQe+C2):| =1 Qi

12
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Sustituyendo ¢y, co dados en (2.9), se obtiene

% a ]{?fQiﬂ'i In (kf(PQ - Pl)Qz’ + kaﬂ'i) 14 M
Q% kf(P2_P1)Qi kf(PQ_Pl)Qe+kai7Ti Qi .
Simplificando:
%+ T ln[(P2_P1)Qi+Qi7Ti:| :1+kf(P2—P1)L'
Qi (- D) (P — P)Q. + Qim;i Qi
Definiendo a = ﬁ y sustituyendo se obtiene
' 10 i ke(=*) L
%—i—_l;_lnli_c;Q—f_QTr]:l-i- r (=) ’
Qi  FF Qe + Qi Qi

o de forma equivalente

Qo lm@-3)| _  Kml
0, aln[m(Qi_%) =1 00, "

Para finalizar, simplificande-ekargumento del logaritmo se llega a la expresién

Qe
Qe Q_ — @ Kfﬂ'lL
— In/~=~=—/=1- —. 2.13
Qs TR h—a aQ; ( )

En resumen hasta ahora tenemos la soluciéndmplicita para ¢; dada por (2.11)
y la de Q., Q; dada por (2.13). Ademads tenemesdarelacion Q; = Q.+ Qy, asi
que si damos un valor para ); podemos resolver (2:13) (utilizando un simple
algoritmo de biseccién, explicado posteriormente) para Q. y obtener @); o de
igual forma resolver (2.13) para @; y obtener Q.. También obtenemos F,,
via la relacién (2.2). Adn con esto no podemos obtener una férmula explicita
para ¢; pero si podemos resolver numéricamente la ecuacién diferencial para
q1 v tener su grafica.

Solucion numeérica

Los valores tipicos de los pardmetros son P, = 60, P, = 18, P, =400, P, =
18, Py = 14 — 18, m; = 2bmmHg, con Q; = 650, Qq = Q; — Q. = 125mlfmin.
Estos valores corresponden a una dinamica estacionaria del rinénjy,donde
los parametros permanecen constantes. La solucién del modelo con'estos
parametros se ilustra en la figura 2.4 para ¢; obtenida cuando Qg = 125, Si
quisiéramos estudiar el funcionamiento del rinén en estado no estacionariq,
por ejemplo, en una situacion donde variara la presion de la arteria aferente

13
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P, entonces esto harfa variar todos los demés pardmetros. Los flujos y las
presiones varian en funcién de la presion arterial. Para entender algo de esta
varigcion, se dan valores para (Qg, las resistencias R, y R. y las presiones
P,, Pyy m; especificadas y fijadas en niveles tipicos. Con esto, resolvemos
(2.13)para Q; v Q., a partir de ello, las presiones correspondientes Py, Py, P,
se detetminan con ayuda de (2.2)-(2.4), y se grafican (como se muestran en
la figura 275)-la tasa de flujo sanguineo renal @); y la tasa de flujo de filtracién
glomerular'@¢ como funciones de la presion arterial P,. Sin embargo, en la
realidad (segfinjlos datos mostrados en la figura 2.6), la tasa de filtracién glo-
merular permanéce relativamente constante incluso cuando la presion arterial
varia entre 75 y 160 mimHg, lo que sugiere que existe cierta autorregulacion
en la tasa de filtraciénsy por tanto en las tasas de flujo );. Este fenomeno lo
estudiaremos en el siguicnte capitulo.

Método de biseccién para.encontrar (@);.

Para encontrar a ();, realizamos el método de biseccién para la ecuacion
(2.13) de la siguiente manera. ‘Dada

Qe _
f(Qi) = g— H-aln %{j] =1- [ZgL (2.14)

Con los valores tipicos de los pdrametro§ L= 1,=m; = 25.0, Ky = 8.8, R, =
4.0/65, R, = 42.0/525, Ry = 2.0/125, P; =460, P. = 18.0.

Definimos los valores para el budle de las @g=de foma que vayan de 105 a
145, de uno en uno. Después para cada @)y, se define a = 580 y b = 900 (estos
seran los extremos del intervalo donde se aplicatd elumétodo). Dividimos ite-
rativamente el intervalo en dos mitades, calculamos’el punto medio ¢ = %’,
y evaluamos f(c). Si f(¢) = 0, entonces ¢ es la raizysi f(a) y f(c) tienen
signos opuestos, se reemplaza b por ¢, de lo contrario, sesteemplaza a por c.
Este proceso se repite hasta que el intervalo sea lo suficientemente pequeno
o f(c) esté suficientemente cerca de cero, garantizando la_cenvergencia a la
raiz de la ecuacion. Reemplazamos a por @);.

Después obtenemos para cada Q)g, su Q., Pi, P», P,, correspondiente, via las
relaciones (2.2),(2.3) , (2.4). Finalmente graficamos las Q4 contra las B,. Esto
se muestra en la figura 2.5.
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Figuta)2.4: Grdfica de la curva q(x) correspondiente a Qq = 125. Para este
caso; @f=652.1 y Q. =527.1, x € [0, L].
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madamente el 20 % del ﬂuyo sa 0 ren al se dirige hacia los gloméru-
los para la filtracion. Esto signifi e alre del 20 % del flujo sanguineo
que entra a través de la arteriola aferente se z los glomérulos.

Figura 2.5: Grdficas de %@ n condiciones normales, aproxi-
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Figura 2.6: Graficas rea%l flujo sanguineo renal con autorrequlacion y
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Capitulo 3
Autorregulacion

En este capitulo; sé abordard el mecanismo de autorregulaciéon renal con
un énfasis en la influehcia.determinante del cloro (C1~) en este proceso.
Analizaremos el modelo-dado por una ecuacién diferencial parcial de trans-
porte. Veremos como la riefrona, especificamente al final del asa ascendente
de Henle, monitorea la concéntracion de CI~. Si se encuentra fuera de los
parametros normales, mandatiifia senal a las arteriolas aferente y eferente.
Estas responden y sesadaptan dindamicamente para volver a tener un buen
flujo en la filtracién glomerular, ver/la referencia [9].

3.1. Autorregulaciéon y escilaciones tubuloglo-
merulares

Por lo que se concluyé en el capitulo anterier; es claro que el rinén necesi-
ta regular la tasa de filtracién glomerular. Cuandosel flujo de filtrado es muy
lento, se espera que haya una alta reabsorcién, lo gtie.impide al rinén elimi-
nar los desechos necesarios. Por otro lado, si el flujo‘esdemasiado rapido, los
tubulos no pueden reabsorber ciertas sustancias que deben ser conservadas,
resultando en la pérdida de valiosos componentes en la‘erina [9].

El glomérulo regula la velocidad a la que ocurre la filtracién\glomerular, mo-
nitoreando y reaccionando a la cantidad de (C17) al final del asasascendente
grueso del asa de Henle.

Después de descender hacia la médula renal, el asa de Henle se acércanueva-
mente a las arteriolas aferentes y eferentes en el glomérulo (Fig. 3'1JA). En
este punto, se encuentra el complejo yuxtaglomerular, que esta formado por
células de la macula densa en el tubulo distal y células yuxtaglomerulare§en
las paredes de las arteriolas aferentes y eferentes (como se muestra en la-Fig:
3.1 B).

La funcién principal del tibulo ascendente grueso del asa de Henle es bomni=
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BFigura 3.1: A (Diagrama esquemdtico de una nefrona, que muestra cémo la
ertremidad ascendente gruesa asciende a la region del glomérulo, permitiendo
laamtorregulacion en la filtracion glomerular). B (Estructura del aparato
yustaglomerular) [9].

Arteriola Arteriola
eferente aferente
Glomérulo

Macula
densa

|
|
Corteza \
|

Médula
externa

bear iones de sodio (Na™) fuerasde éste hacia el espacio intersticial, siendo
casi totalmente impermeéable al agua. Si la velocidad de flujo es lenta a través
del tibulo, habra una mayér reabsercion y una concentracién de (C1~) baja
al final del tibulo que ésta ¢onectadd con la macula densa y el glomérulo.
Por otro lado, cuando la velo¢idad defluje es alta, hay una baja reabsorcion
y se produce una mayor concentracion desa™) y (C17) en la macula densa.
Esto se resume en el cuadro 3.1

Cuadro 3.1: Relacion del flujo, la reabsorcion y lafconcentracion de cloro en
el tiubulo ascendente.

Flujo del tubulo ascendente | Reabsorcion L€(L, T)
Caso 1: lento Alta Baja
Caso 2: rapido Baja Alta

Para normalizar el flujo del tibulo ascendente grueso, ya sea porque éste
sea lento o rapido, las células de la macula densa responden a la‘diSminucion
de la concentracién de NaCl (a través de un mecanismo no completamente
conocido) liberando un vasodilatador que aumenta o disminuye la registéncia
de las arteriolas aferentes. Cuando el flujo es lento, las células yuxtaglomenu-
lares liberan renina, una enzima que promueve la formacion de angiotensina
II, la cual constrine las arteriolas eferentes. Esto resulta en un aumento si
multaneo del flujo de filtrado a través del glomérulo. Esto lo conoceremos
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¢omo el caso 1. En cambio cuando el flujo es rapido, la concentracién de
Na(l en la macula densa aumenta, se disminuye la resistencia de la arteriola
aferente y aumenta la resistencia de la arteriola eferente, lo que disminuye la
tasa de filtracion y el flujo a lo largo del tibulo. Esto lo llamaremos el caso
2. Ver‘cuadro 3.2.

Cuadro 3.2: Aeciones que se deben tomar en las arteriolas para aumentar o
disminuir el flugo:

Flujo ¢; | Filtracién P R, R,
Aumentar | Aumentar | Aumentar | Disminuir | Disminuir

Disminuir | Disgminuir | Disminuir | Disminuir | Aumentar

A modo de resumen, para.saber cudl es el estado del flujo se monitorea
la concentracion de clorg en la iltima seccién del tibulo ascendente grueso
y se envia una senal dé.aeeion & las arteriolas, la cual tarda cierto periodo
de tiempo en llegar y ejécatarse (verfigura 3.2). La accién de esta senal se
refleja en las arteriolas aferente y efezente (dos tltimas columnas del cuadro
3.2) y tienen como efecto la modificaciénrespectiva de la presion, del flujo y
de la concentracién.

El control basado en este monitoree~y las dcciones sobre las arteriolas produ-
cen oscilaciones en el flujo y las présiénes, en particular en el tibulo proximal.

3.1.1. Modelado de la concentracion de C~ para la
autorregulacién

Un modelo sencillo de las oscilaciones tubuloglomerilares [9], se centra en
el papel de la concentracién de cloruro en la rama ascendeénte gruesa. Para
modelar matematicamente esta dinamica, suponemos que l& rama ascendente
gruesa tiene forma de un tubo unidimensional de longitud L y zédie constan-
te, a través del cual el (C17) es transportado y al mismo tiempobdmbeado a
través de las paredes del tibulo (es el (Na') el que se elimina a€tivamente,
pero como el (C17) sigue pasivamente, el efecto es el mismo). Supendremos
que la concentracion de cloruro es uniforme en cada seccién transversal. Si
usamos una coordenada y para describir cada seccion transversal del tiibulo
y dado los supuestos que hemos mencionado, denotamos por C(y, 7) la don-
centracion de Cl1~ en la seccion transversal asociada con y en el momento T
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modelamos esa concentracion con la siguiente ecuacién diferencial parcial

K ransporte
s
@i— o(C(L, T — T))a_y =—R(C), ye€(0,L), 7€ (0,00), (3.1)
A
donde R esenta la tasa de eliminacién de (C17) del tubo mediante el
bombeo de Oy qb%—i la tasa de cloro que pasa a través de cada seccion

transversal. &amos las expresiones siguientes para R(C) y el flujo ¢:

A R(C) =r.C, (3.2)
= F, + Fstanh(a(C — C)), (3.3)

con « constante, Fy un encia de presiones, F, el flujo 6ptimo o de re-
ferencia de una persona n 1 v C la concentracién de C1~ para la cual
¢ tiene un punto de inﬂex(Qa nstante. A esta ecuacion de transporte le
asociamos la condicién inicial\C'(0,7) = Cy = cte.

Figura 3.2: Esquema del modelo para la concentracion de Cl~ el tubulo
ascendente.
Tenemos que ¢ es una funcién decreciente de C ya que ¢/'(C) = sec h?

(a(C—C)) <0. En la figura 3.3 se muestra un ejemplo de ¢ con 10@01"68
F,=69,Fs=15C=106ya="1. d\

5
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Figura 3.3: Comportamiento cualitativo de la funcion ¢: este flujo es siempre
decreciente.

| flujo fig=) |
al J
"ll
7.5F b1
I|
]
e !
II
III
6.5 A
\
\
& N
5.5 -
5
o =3 “@ & a 10 1z 14 16 18 20

3.1.2. Analisis cualitativo de la solucién del modelo pa-
ra la con€entracion de C'~

Introducimos el cambio-de. variable

L

y definimos
7= 2ike= 2 K0,
o o
donde T es el periodo de retardo de la informacionsFEsto es, cuando se modifi-
ca la concentracién de NaC'l en la macula densa, laftesistencia de la arteriola
aferente cambia sélo después de un retraso de tiempe:"Asi, ¢ es una funcion
de la concentracién de (C1™) en la mécula densa en un miomento anterior, es

decir, una funcién de C(L, 7—7). Tomando en cuenta los@ambios de variable,
L
Cly,7) = C(Lx, Ft) = Coc(z,t). (3.4)

Si derivamos con respecto a T
oc  _ dcdt  _ OcF,
or — Yotdr — "ot L
y si derivamos con respecto a y, obtenemos
oc _ Ocdr _ dcl
oy Yoxdy " Yox L’
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Con esto tenemos que la funcién c(z, t) satisface la EDP

oc F, _ Oc 1 B
C‘)Ef +o(C(L, T — T))CO%Z = —r.Cyc.

. 0. L sz
Al multiplicar por T esta ecuacion nos queda

dc, 1 oc L L

=+ —=¢(C(L,T—T))=— = —r.c—= = (—T.—)c.

at + FO¢( ( 77— 7—))8]) T CFO ( r FO)C
Ademas tenemo§ que el coeficiente que acompana a la derivada con respecto
a x, se puede escribir como sigue

Fio(;s(C(L, 7)) = Fio¢(ooc(1, 7)) = Fi [F, + Fs tanh(a(Coe — Coc(L, t — 1)))]

F, - -
=1+ Fé tanh (&K@ — c(1,t — 1)) = F(c(1,t — 1)),
donde F(z) =1+ K, tagh(Ko(¢ — 2)).

Finalmente, por el gambio de=v@riable, la ecuacién de conservacién (3.1)
se convierte en la ecuaciénediferencialsparcial con retardo

Jc Z.0c
g —|—F(c(1,t—t))% = —puc, (3.5)

con p = TCF%. La EDP (3.5) esta sujeta a la condicién de frontera ¢(0,t) = 1.

Para iniciar el estudio de la ecuacién (3.5), vafiios a obtener las soluciones
en estado estacionario. Es decir le daremos soluciona la ecuacién

F(s(1)) 3> = ~ps, (3.5

con s(0) = 1. De la ecuacién (3.6) tenemos que

ds — S
= _ " 3.7
de  F(s(1))’ (3.7)
la cual se puede resolver por separacion de variables obteniendo
s(z) = s(0)e*, B8)
donde k = % o de forma equivalente
EF(s(1)) = p. (3.9)
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Usando la condicién inicial s(0) = 1 y la ecuacién (3.8), tenemos que
s(1) =e7*
y suStittiyendo lo anterior en (3.9), obtenemos

kF(e™%) = . (3.10)

Como
F'(z) = — K Kasech?(Ky(c — 2)) < 0 (3.11)

entonces F' también es una funcion decreciente al igual que ¢. Asi, existe un
tnico valor de k paracel cual se cumple (3.10) y por tanto, una solucién tinica
en estado estacionario. En la figura 3.4 se muestra un ejemplo de F' con los
valores K = 1, Ky = 10502 (79 es importante mencionar que la funcién
F siempre presenta asintotas horizontales en 0 y 1 + K.

Figura 3.4: Comportamiento- ¢ualitativo del flujo adimensional F': este flujo
es siempre decreciente.

08—

06—

04

02—

k

El valor para s(1), s(1) = e ", es el valor que se toma como referencia
para decidir la accién en el mecanismo de control o autorregulacién.Si en
un estado no estacionario en cierto tiempo se da ¢(1,t) >> s(1), habria
necesidad de acelerar el flujo. Al contrario, si en un cierto tiempo se(da
c(1,t) << s(1), habria que disminuir el flujo. Ver cuadros 3.1 y 3.2.
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Enseguida, calculamos la sensibilidad de s(1) al variar el valor de la condicién
inigial s(0). Esta sensibilidad o se define como

S(0) ds(1)

S(1)ds(0)

(3.12)

k

Dado que s(I) = e~*, entonces s(1)e* = 1 y como s(0) = 1 se concluye que

s(1)el7em) = 5(0). (3.13)
Haciendo diferémciacién implicita en (3.13) y utilizando la regla de la
cadena obtenemos
ds(l) 2]

) — |
ds(0)€ ’

sz | +

lo que se simplifica ain m@as como

P S
—eTCT R EB(D) G | ds(1) .

WA (e oM

Haciendo algunas manipulagiones algebraicas, se obtiene que

ds(1) _ [E ()

ds(0)  —s(1)eTe@ P (5T e T [F(s(1))]2

Sustituyendo en (3.12) y recordandé que s(0f = 1,s(1) = e * y k = oDy

obtenemos
1 [F(e ™)) ] _ 1 [F(e™™)]?

= | GFen e

A —e kekF'(e=F) 4 eF[F (e *)]?
Dado que F(e %) = £, obtenemos

2
i
—pF'(e7%) + ekz_j

o=—
P

)

simplificando y dividiendo entre 2, resulta

1
_MF/(G—k)k_: + ek

o=—
ek

1 1
- TEoreT I D (3.14)
# w
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donde v = —ke FF'(e7*).

Por (3.11), F'(e*) < 0. Esto implica que s(1) se vuelve menos sensible a
los=eambios en la entrada s(0) a medida que F’(s(1)) disminuye (es decir, a
medida que F' se hace més pronunciado). Obsérvese que sin control el flujo
es comStante, F'(z) = 0, por lo que o = 1.

La sensibilidad también se ve modificada por cambios en la tasa de elimina-
cién de OF #La sensibilidad es menor (y v es mayor) cuando u = In¢. (Esta
es una afirmacién aproximada porque la derivada de 7 con respecto a i es
casi, pero no‘exactamente, cero en y = In¢. Sin embargo a medida que pu se
desvia de este valop#éptimo, la solucién estable s(1) se desvia de ¢, lo que
conduce a una réspuesta de retroalimentacion mas plana. Con F’ de menor
magnitud, también“lo.es .

Las oscilaciones en la~géncentracion de C'I~ de la macula densa, y por tanto
en las demas variables €omo la tasa de flujo y la presiéon glomerular, podrian
ser explicadas por un meeanismo similar al de una bifurcacién de Hopf.

En este mecanismo, existen{algunos parametros que dentro de un rango pro-
ducen soluciones oscilatorias qqueconvergen al estado estacionario, mientras
que para otro rango de“valores de los, pardametros resultan soluciones que os-
cilan sin acercarse, alrédédor del estado estacionario. En la siguiente seccion
se explora un poco en est¢'séntido.

3.1.3. Estabilidad delequilibrio de la solucién para la
concentracién de €[~

La estabilidad de s(x) puede determinarsé haciendo una perturbacién de
la forma c(x,t) = s(x)+eu(z,t). Por lo que sustifugendo en (3.5), obtenemos

O(s(x)+eu(x,t)) +F [(S + EU)(L +— E)] A(S(x)+eu(x,t))

ot o 3.15
= —pls() + eu(i, 1)) (3.15)
entonces
s Ju 1| 0s ou
a1 + o + F [(s+ eu)(1,t —1)] [% + E%} = —ps(r) — epu.

Ahora usando la expansién de Taylor de F' de primer orden alrededor s(1),
resulta

0 0 _. |0 0

8_j + 68—1: + [F(s(1)) + eF"(S(1)u(1,t — )] {a—; + Ea—Z} = —us(BY—cpu.
Dado que % =0y % = —ke ™ ya que s(z) = e ** sustituyendo'en la
ecuacion anterior se obtiene

du / n —k= du —ka
o + [F(s(1)) + eF"(S(1)u(l,t —7)] {—ke + e%} = —pe " — euu.
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Haciendo algunas manipulaciones algebraicas, se obtiene que

€% — kF(S(1))e " + eF(S(1))5% — keF'(S(1)u(1,t — Bl + 2 F'(S(1))u(1,t — )5

= —pue ™ — euu.

Dado qué'yw = kF(S(1)) = kF(e™*) podemos eliminar algunos términos y
luego dividir entre € para obtener

ou 10 'k S 0ok —Ou
e + F(e )5_x —kF' (e " )u(l,t —t)e ™ 4+ eF'(e ")u(l,t t)ax = —puu.
(3.16)
Si hacemos que € — 0 en (3.16), se concluye que
% +F(e_k)% = —pu+ kF' (e M e ™ u(1,t — 1), (3.17)

ecuacion que tiene asociada la condicién de contorno u(0,t)
Ahora buscamos solucione§ ‘para u de la forma u(z,t) =
f(0) = 0. Sustituyendo esto en=(3.17) se obtiene

_f( )M, donde

©f () S+ NPl + RF (e f (D), (3.18)
Resolvamos (3.18) para f(#9/Si multiplicamos por ﬁ, obtenemos

/ kX k_2 (=) e~k e—)&
i) = =k + =o)ffe) + —F 48 ")e ™ f(1)

entonces
@ k? 1 —kNC—kd —>\t
f(@) + (k+ﬂ)f() “F( Je ZFf(1e

resolviendo por factor integrante, obtenemos

HD7 L 1a) 4 0+ D)) = S e e e

por lo que

k}2

d EF/(e—k)e—ka:f(l)e—)\i.

- [ek(1+%)xf(m)] _ k)

Integrando de ambos lados con respecto a x, resulta

lkF’(e_k)f(l)e_”\ge%x +C.

€k(1+%)xf(l’) _ \
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Usando la condicién f(0) = 0 para encontrar a C'y sustituyendo, obtenemos

ek(l—l—%)xf(z) _ %kF/(ek)f(l)e)\tek:‘w . %kF’(ek)f(l)eM.

Por 16 tanto f(x) es de la siguiente forma

f)= %’fF'(e_k)f(l)e‘”e"” — %k:F’(e_k)f(l)@—Atek(Hi)x‘

Factorizando, se.eencluye que

1 , ks
Flal sk () f(1)e [k — 5] (3.19)
Evaluando f en x = 1, e tiene
1 _ _
F1) = SREG@ ) fe [t = e (3:20)
y dividiendo entre f(l)’se obtiene
1= ll<;F’(e_k)e_’\z [e"“ — e_k(ﬁﬂ)] 7
A
y multiplicando por A, resulta.gtie A\ débe ser una raiz de la forma
A= kF'(e™®)e ™ [e7F — ew] = ’ye_)‘%(e_ﬁ/\—l) = —2’}/6_>\6+£) senh (12{—)\) :
I
(3.21)
donde v = —kF’'(e *)e~*. Nétese que v > 0 estéTelacionado con la sensibi-

lidad de la regulacion de la retroalimentacién en (3¢4).

Después de analizar los posibles valores para A, los tnicos valores de los
parametros para los que A\ puede producir una bifurcacion dé Hopf son aque-
llos que tienen parte real nula y parte imaginaria no nula% Si A tiene parte
real nula podemos tomar A = iw. Sustituyendo A = iw en(3.21), entonces

w = —276_“(%%) senh (kl—w>
2

kiw k2w,

e oo ) oo 5)] [ R
e ()l 2)]
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(8 o) o () ()
o o)) o) ()]

igualandoas partes real e imaginaria da las dos ecuaciones

0 = 27sen <w ( )) sen ( ) , (3.22)
w ="—27 cos ( (t + 2u)> sen (/Zj) (3.23)

La tnica solucién no trivial*del primero de ellos es

nm

o+ £

w ==

n=123,.. (3.24)

=

Asi, las curvas en el egpacio de los parametros en las que hay bifurcaciones
de Hopf vienen dadas per

7= (-1 AL =

WS, n=123, .. (3.25)
2sen<’;—$> t+ﬂ

Si estudiamos como se comporta la funcién v.€ontra t con n = 1,2,3,4 y

ﬁ =1, observemos que si y = (—1)""! 5 w(w), lo“cual es el caso de la grafica
sen 5

3.5, se tienen asintotas cuando sen (%) = Operosen(ks) =0,k =0,1,2,3, ...
por lo que sustituyendo a w, tenemos que

LI (3.26)
2t +1
de donde se deduce que
n _
—=2t+1
2 +
entonces
% —1 _7
2 -

la expresién anterior, representa cuando hay una asintota en el eje ¢, cabe
destacar que en k£ = 0, t = oo por lo que no se toma en cuenta, asi como
cuando es negativa, en la siguiente tabla se muestran el valor de ¢ fijando a
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Figura 3.5: Comportamiento de las funciones v paran = 1,2,3,4, con £ = 1.

Lia ssolucion en estado estacionario es estable por debajo de la curvan =1 e
inestable por encima de ella.

25 T T T T T T T
n=4
n=3
n=2

20 % n=1]| |

Inestable
15 -
?\

10 -
5 i
0 1 1 1 1 1 1 1

0 0.05 0.1 0:15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

n y variando a k.

En la figura 3.5 se presenta un gréfico de las etirvas de la ecuacién (3.25)
paran = 1,2,3,4 con £ = 1. La inestabilidad primériase produce en la curva
correspondiente a n = 1, mientras que las inestabilidades de mayor frecuen-
cia se producen en las otras curvas. Las soluciones tipicas.eorrespondientes
(calculadas numéricamente), para un caso estable se muéstraen la figura 3.7
y para un caso inestable se muestra en la figura 3.8.

El punto principal del grafico en la figura 3.5 es demostrar la_importancia
de los dos pardmetros, el retardo de tiempo ¢ y el pardmetro de retrealimen-
tacion de la sensibilidad v, en el inicio de las oscilaciones. Dado queda _curva
critica primaria es monotona decreciente, las oscilaciones se producen.sicual-
quiera de estos parametros es suficientemente grande (pero ambos deben, ser
distintos de cero).
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Cuadro 3.3: Tabla del valor de t para cada n.

n=1|k=1[1=0
n=2k=1t=3
k=2]t=0
k=1]t=1
n=3|k=2t=1
k=3]t=0
k=1[t=3
k=2|t=1
n=4|k=3|t=¢
k=4]t=0

Soluciéon numérica de la_concentracion de Cl~ a través del tiempo

Dado el dominio 2 = (0¢T) x (0,7"), con F(z) =1+ kitanh(ks(¢ — 2)) y
los valores tipicos de los pardmetros K = 1, Ky = 10,¢ = (%9 1, = 0.5, se
realizé un programa paza aproximar numéricamente la solucién del siguiente
problema

%+ Pt — 1)) 96 = —pc,V(z, t) € Q,
c(x,0) =0;) V »_(0,1] (3.27)
c(0,t) =1,"Y+t €J0,1].

Es decir se aproximard numériganmente la"Solucion del problema (3.1). Para
ello realizamos los siguientes pasos:

1. Discretizamos en (M + 1) x (N + 1) nodes ({(M x N) rectdngulos) a 2.
Para esto, consideramos una particion z; ensry donde

hz =1/M,
xj=7g*hx, 7=01,..,M,
Ty = 07‘rM = 17

y una particién t; en t, donde

ht = T/N,
t:i=ixht, i=0,1,...,N,
to=0,ty =T.

De lo anterior se tiene como resultado una malla con nodos ‘e vérti-
ces n;; = (x;,1;). Para célculos posteriores necesitamos enumerar.cada
nodo n;; = (x;,t;) y esta numeracion se hara recorriendo las rectas hori-
zontales de abajo hacia arriba y los nodos en cada recta horizontal reca-
rridos de izquierda a derecha, numerando cada interseccién entre ellas.
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Al nodo n;; se le asocia el numero de nodo k = (i —1)M+j,j=1,..,N
ei=1,..,N. Esto se muestra en la figura 3.6.

Figura 3.6: Resultado del paso 1: Malla computacional.

2. Construimos una aproximécién c;; para.c(x;,t;), es decir, para la solu-
cién en cada nodo n;; = (x;4)3De acuedo a las condiciones de frontera
para toda t conocemos el valor de la funcion en z = 0, entonces simple-
mente le asignamos a los nodos con esta earagcteristica el valor 1. Para
todos los demas nodos se aproxima la soluéién mediante el método de
Euler explicito, que se resume en el siguiente @squema

S S
Cij = (1 - ;) C(i-1); + ;C(i—l)(j—l), (3.28)

para i = 1,2,.., Ny j=1,2,..,M con p = (1/Nz)/(T)Nt) y s =

2, ,

F(c(1,t; —t)) = F(c(—igym), donde itg es la parte entefa de, 7.

3. Finalmente construimos una funcién ¢ continua por pedazos; & partir
de los valores de aproximacién obtenidos en lo anterior. Esta fimcion
serd la aproximacién numérica de la solucién para la ecuacién (3.27) y
graficindola obtenemos gréficas dadas en las figuras 3.7 y 3.8.

Con las ideas anteriores, hicimos un programa para encontrar las solucionés
numéricas de la concentraciéon de Cl~ a través del tiempo y con los datos
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siguientes para el caso estable v = 0.1223,¢ = 0.2,5 = 1, (ver figura 3.7) y
para el caso inestable v = 3.1787,t = 0.2,5 = 1 (ver figura 3.8). La concen-
tracion de Cl™ se representa en unidades adimensionales y la concentracién
al inicio,de la rama ascendente gruesa es 1. La variable ¢ también es adimen-
sional; para obtener segundos se debe multiplicar por 15.5 .

Una vez.obténida la concentraciéon de Cl~ como funcién global es decir la
superficie obtenida para cada x y t, para nuestros propoésitos la grafica de
la concentraeion, de C'l~ que nos interesa es cuando estamos al final del asa
ascendente de-Henle, es decir en este caso para z = 1, figuras debajo en 3.7 y
3.8. Esta serd la.concentracion que vamos a monitorear para saber cudl es el
estado del flujo en la filtracién glomerular Q4 (la variable @) es adimensional,
para hacerla dimensienal se debe multiplicar por F, = 10). Si se da que en
cierto tiempo ¢(1,t) >>_s(1), se tendria que acelerar el flujo, al contrario, si
en cierto tiempo se da qué ¢(1,t) << s(1) se tendria que disminuir el flujo.
Esto se hace modificandolas resistencias de las arteriolas aferente y eferente,
lo cual tienen como efecto la ‘medificacion respectiva de la presion, del flujo
y de la concentracion. A_este efecto le llamamos autorregulacion.

Con las acciones que<e‘hacen para-los dos casos anteriores, se puede regu-
lar el flujo para que a medida que la presién aumente, el flujo QY4 se vuelva
casi constante, como se muestra emn lasfigura 3.9, que se obtuvo fijando la
resistencia R, y variando larr¢sistencia .. Con esto observamos que aunque
la presiéon aumente, () se pued€ mantener acotada variando adecuadamente
las resistencias.
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Figtea 3.7: Caso estable de las soluciones oscilatorias del modelo de la con-
centracion de Cl™ para la autorregulacion, arriba la superficie de la concen-
tracion de Cl~ para cada x y t, abajo la curva que pertenece a xr = 1 para
toda t.

Concentracion c: Tf, k.tg,cg,gama= 5,1,0.2,0.60653,0.12234.

Concentracion c(x,t)en x = 1.
T T T

0.7 T T T R

0.6 |- 1

B . CSRRRRREET S

0.2 - 4

—
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Figura 3.8: Caso inestable de las soluciones oscilatorias del modelo de la
congentracion de Cl™ para la autorrequlacion, arriba la superficie de la con-
centraeion de Cl~ para cada x y t, abajo la curva que pertenece a x = 1 para
toda t.

Concentracion c: T, k.tg,cg,gama= 5,1,0.2,0.40657,3.1787.

Concentracion c(x,t)jen x = 1.

0.6 _

0.5

0.4 -

0.3 o

0.2 4

0.1 | =
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Figura 3.9: G‘@del flujo Q4 con el proceso de autorrequlacion.
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Capitulo 4
Modelado de la reabsorcion y la
secrecion

En este capitulo, se abérdaran las etapas de reabsorcion y secrecion. Estu-
diaremos la concentracion de-sodio y el flujo de agua en el tubo descendente,
el tubo ascendente y el tubo¥celector, asi como el intersticio. Esto se mo-
delard con un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias, siguiendo la
referencia [9].

4.1. El mecanismo de” contracorriente en las
nefronas

En el proceso de produccion desorina, la reabsorcion implica recuperar

sustancias tutiles del filtrado y devolverlas al torrénte sanguineo, mientras que
la secrecion elimina de la sangre sustancias no deseadas enviandolas hacia los
tubulos renales.
El proceso de contracorriente en la nefrona es llamade.asi ya que el fluido den-
tro de los segmentos ascendente y descendente fluye en direcciones opuestas.
Mientras que en el segmento descendente, el fluido se*mueve hacia abajo,
hacia la médula renal, en el segmento ascendente el fluidovse mueve hacia
arriba, hacia la corteza renal. Esta disposicién opuesta de los flujes de fluido
dentro del asa de Henle permite la creacion de un gradiente de¢ concentracion
osmotica en la médula renal, facilitando asi la reabsorcion de aguayTambien,
debido a la conexion en el extremo inferior de los dos tubos paralelds, la rama
descendente, la rama ascendente del asa de Henle, el flujo y la concemtracion
de solutos que salen del tubo descendente deben coincidir con los que ‘enfran
en el tubo ascendente.
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4.2. Modelado de la reabsorcién y la secre-
cién de agua y sodio

Siguitendo a [9], consideramos que el asa de Henle consta de cuatro com-

partimentos: tres tibulos (rama descendente, rama ascendente y conducto
colector (tatbulo amarillo en la figura 2.2)) y un compartimento tinico para el
intersticio § los”capilares peritubulares (ttibulo rojo en la figura 2.2). El lecho
intersticial /capilar se trata como un tubo unidimensional que recibe liquido
de los otros tresgtibulos y lo entrega a las vénulas. Aunque se podria separar
los capilares peritubulares y el intersticio en compartimentos distintos, su
aporte seria poco. En’cada uno de estos compartimentos, seguimos el flujo
de agua y el flujo molar.de la concentracién de solutos. En nuestro caso, solo
seguimos un soluto, el &al", ya que se considera que su concentracién en el
intersticio determina mds.del 90 % de la presién osmotica.
Suponemos que el flujo en cadajuno de los tubos sigue un patrén simple (posi-
tivo en la direccién x positiva),.con tasas de flujo qq, qa, gc, s para los tibulos
descendentes, ascendentés, colectores y los tubulos intersticiales, respectiva-
mente. De igual manerasdapconcentracion de soluto en cada uno de estos se
representa como cg, ¢, &, egSe considéra que los tubulos son unidimensiona-
les, con el flujo del filtrade glomerularfingresando a la rama descendente en
x = 0, pasando de la rama degcendente@ lasascendente en x = L, dirigiéndose
desde la rama ascendente al cénducto coleetor en z = 0, y finalmente salien-
do del tubo colector en z = L.“Serasume”que el intersticio/compartimento
capilar se vacia en x = 0, y quesn® hay flujo ‘en z = L. Para una mejor
comprension de lo anterior, ver figura 4.1. En losGue sigue describiremos las
ecuaciones que gobiernan la dindmica del flujo de"agua y del flujo molar de
la concentracion de sodio en cada compartimento.

Tibulo descendente: El flujo Q; = Q; — Q. que résulté de la filtracion
glomerular entra al asa de Henle por el tubulo descendentesia cual entre sus
caracteristicas mas importantes esta la de ser permeabletal agua y la nula
reabsorcién de Na*. Dado que el flujo de agua desde la ramasdescendente
hacia el intersticio esta regulado por la diferencia de presién hidrestatica y
la diferencia de presién osmotica, entonces la tasa de cambio delflujo en el
tubulo descendente esta dada por la ecuacién diferencial ordinaria

{k—z%:Ps—ﬂs—Pd—l—ZRT(Cd—Cs), 0<z<L, )

qa(0) = Qq,
donde
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x=0
g 7,
Cq g Cc
qa Cs qc
qS
g
€a
§ —q
(' X= L

Figura 4.1: Diagrama del,modelo de cuatro compartimentos del asa de Henle

[9].

= P,y P son las presionés hidrostaticas en el tubulo descendente y en el
intersticio, respe€tivamente,

= 7, es la presion osiética coloidal del intersticio.
» L, es la tasa de filtracionmdel tubtilo.descendente.

El término (cg—c¢;), esta asociado al gradiente,de concentracién (intercambio
de concentraciones entre el tibulo descendefite.y el intersticio), el factor 2
multiplicado a la presiéon osmoética, se refiere_a’ como los iones de sodio y
cloruro contribuyen a esta presiéon cuando se disuelven en un liquido. Esto es
importante porque el liquido es neutro eléctricamente y los iones de sodio y
cloruro se mueven juntos, lo que aumenta la presion, o que significa que en
estado estacionario, se cumple

dx

Cd(O) = Cqo <42>

{ Aaaca) — po(cy —cq), O0<a <L,

donde hy es la permeabilidad de la rama descendente a los iones=Ma™.

Tibulo ascendente: Se caracteriza por su impermeabilidad al ‘agua, y la
permeabilidad al CINa que sale por gradiente quimico, por lo que la‘tasa, de
cambio del flujo en el tibulo ascendente esta dada por la ecuacion diferencial
ordinaria

dx

{ d9 — 0, O0<z<lL,
7a(0) = qa(L).

(4.3)
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El flujo de Na*t hacia afuera de la rama ascendente es por un proceso
activo, por lo que

dx
ca(0) = cq(L).
La velocidad de bombeo p depende de manera compleja de las concentra-
ciones locales de varios iones. Sin embargo, en este modelo, consideramos p
como una gongtante. Esta simplificaciéon conlleva problemas cuando las con-
centraciones’ de~Va™ son bajas, ya que no hay restriccién que evite que la
concentracion de-Na™ se vuelva negativa.

d(qaca)__
{—— p, O0<z<lL, (4.4)

Tibulo colector:, La'reabsorcién de agua en el tiubulo colector esta regu-
lada en gran medidagpor la hormona antidiurética (también conocida como
vasopresina), que actia.sobre las células del tibulo colector para aumentar
su permeabilidad al agua: Esto permite que se reabsorba mas agua del filtra-
do renal, resultando en orinagmés concentrada. El flujo de agua del conducto
colector asi como en el tibule ‘descendente esta controlado por las diferencias
de presién hidrostatica yposmatica, a través de la ecuacion

k_cdm

{ Ldse — P~ — PY2RT(c.—c¢,), 0<x<lL, (4.5)
q4(0) = qa(L)v '

donde

= P.y P, son las presiones*hidrostaticas’en el tibulo colector y en el
intersticio, respectivamente.

= 7, es la presion osmotica coloidal del intersticio
= k. es la tasa de filtracién del tubulo descendeite

y el transporte de Na™t desde el conducto colector se rige por

dx

d(gcee) — hc(CS — Cc)a O<r< La (4 6)
CC(O) = Ca(o)’ |

En (4.5) y (4.6), k. y h. son la permeabilidad del conducte_eolector al
agua y al Na™, y estdn controladas por la ADH y la aldosterona, fespectiva-
mente.

Intersticio: Finalmente, como el fluido total se conserva

dqs d
= —— 4.
dx dx(Qd"’Qa +QC) ( 7)
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y porque el soluto total se conserva,

d(gscs d
% = _%(Qdcd + 4aCa + chC)‘ (48)

Para €¢ompletar la descripcién, tenemos la relacién entre la presion y el flujo
en un tubo,

dP;
para j = d,ayeys. Sin embargo, para el modelado renal es tipico tomar ca-
da presién com@ constante. Los valores tipicos para las presiones son P; =
14 — 18mmHg, P, = 10 — 14mmHg, P. = 0 — 10mmHg, P, = 6mmHg y
ms = 1TmmHg.

Asi que el sistema de ‘egiaciones que resultan en la modelacion de la ac-
tividad en el asa de Henlé es:

(L = P, — 1, — Piek2RT(ca— c.),  qa(0) = Qi — Qe

% = hd(Cs - Cd), Cd(O) — CdO,

Te=0, (L) ="<q(l),

faaca) — _p ¢ (L) = E(L),

(4.10)
Ldie — p— 7, — P.+2RT(c. — c), \gt(0) = —4.(0),

s — gyt qu+q.), 5(0) = q.(L) — qa(0),

\ % = _%(Qdcd + qaCq + qccc)7 CS(O) = CC(L) - Cd(O)'

4.2.1. Solucién del modelo para la reabsorcion.y; secre-
cion
Con fines de simplificar la descripcién de la solucién del modelo, haxemos

una adimensionalizacion al sistema de ecuaciones (4.10), normalizando, los
flujos y las concentraciones de solutos, con
i G
{L':L’y, Q: ) C~:—,]:d,a,c,s
Ta(0) 7 c(0)
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y los pardmetros adimensionales p; = #3()0)@’ AP; = %, H; =
Ihj i =d,c.
94(0)
La yersién adimensional de (4.10) es
dQq 1
— = — |[-AP; + (Cy — Cy)], 0)=1, 4.11
4 Pd[ e+ (Ca—C5)], Qa(0) (4.11)
d(%‘fd) — —Hy(Cy—Cy), C4(0) =1, (4.12)
dQ. _
dy - 07 Qa(o) - Qa(L)> (413)
d(QaCa) _pL
- . OL(L) = Cy(L), 4.14
B0y~ a0y =) 1y
dQ. 1
532/ = p_ [_APC i (Cc - CS)] ) Qc(o) - _Qa(o)a (415)
d<%ZCC) _ H(Cus Cy), Cul0) = Cul0), (4.16)
dQ, d
d = __<Qd + Qa i Qc)a Qs(()) = Qc(L) - Qd(o)a (417>
Y dy
d(QsOs)

d
0y = —d—y(QdCd + Quli QO 2Cs(0) = Ce(L) — Cy(0).  (4.18)

La ecuaciones (4.11)- (4.18) tienenslas siguiefités soluciones implicitas, res-
pectivamente

pa(Qq — 1) + Hid(QdCd —1) =—-APyy, (4.19)

Culy) = Fu@u9) = o (1+ patla(1= Qo) = Afallg), (420
Q) = Ql0) = Qul1) = @ (121)

Culy) = Y g?a( ) a(0)7 (422

pc(Qc - Qc<0)> + L(QCCC - QC(O)CC(O)) = —APCy, (423>

Cely) = F2(Qe,y) = (Qc( )Ce(0) + peHe(Qc(0)Ce(0) — Qc) — AP Hely),

O (4.24)
Qs(y> - _<Qd + Qa + Qc)(y) + Qc(L)a (425)
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_<QdCd + QaCa + QCCC) (y) + Qc(L)Cc(L) )

Os<y) = F3(Qd7 Qaa Qcay> = Q

(4.26)
La golucién implicita del modelo de 8 ecuaciones (4.11)- (4.18) dice que si
conocemos (Qy(y), entonces Cy estd determinada, Q,(y) esta determinada si
conocemosi Qg v Cy(y), si conocemos Q,, Q.(y), entonces C, estd determinada
y finalmente_si conocemos Qg, Q,, Q., entonces @), y Cs estan determinadas.
En resumen sif); y Q). estan determinadas, las seis ecuaciones diferenciales
restantes (4.12),)(4.13),(4.14),(4.16),(4.17) y (4.18) tienen solucién y por lo
tanto el sistemagoriginal de ocho ecuaciones estaria resuelto.

Podemos deducirtas siguientes 1gualdades
Qu(0) + Qu(0) +Qet0) + Q.(0) = 3 + 243 + 25 + 20

= g [0a(0) + (0] #(0) + 45 (0)] ,
= 57 [9a(0) + 4.(0) + g2},

= 0 (D) = QU

entonces
Qd(()) + Qa(o) + Qc(o) + QS(O) = QC(L) (427)
Analogo al procedimiento anterior,.se tien€ que

Qa(0)Ca(0) + Qa(0)Ca(0) + Qe(0)C(0) + QA0)Cs(0) = Qe(L)Ce(L). (4.28)

De la ecuacion (4.2) se tiene que

1 d(QqCy)
Ci—0Cs) = ———7—
(G ) Hq dy
por lo que sustituyendo en (4.1) obtenemos
dQq 1 d(Q4Ca)
AP;=Cy—Cs = . 4.2
dy +AP;=Cy—C, = U dy (4.29)
Intengrando y dado que Q4(0) = 1, obtenemos
1
pa(Qa—1) + E(Qdcd —1)=-AFy. (.30)

Andlogamente, utilizamos (4.6) para eliminar (C, — C5) de (4.5), de donde

se obtiene i | dOC
Q. 1 dQ.0)
dy H. dy

— AP, (4.31)
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Integrando, obtenemos
pel@e — Qul0) + 7 (QCe ~ Q0)CL0) = ~APy. (432

Si suponemos que la concentraciéon de Na™ en el limbo ascendente es siempre
lo suficiententente alta como para que la bomba de Na™ — KT esté saturada

y la tasa ‘de”bombeo sea independiente de la concentracion, en cuyo caso la
solucién de(4.4) es

Q.Co = Qu(0)C,(0) — Py (4.33)

donde P = m es la tasa de bombeo de Nat adimensional.
De lo anterior resulta-que si resolvemos el siguiente sistema de dos ecuaciones

de primer orden en dos_incognitas siguiente

patgt = —APy+Ca— C,
Qa(0) =1, (4.34)
Qd(l) N _Qa<1) = _Qaa

{ peie ==AP.+C. - C,,
Qc(o) = —Qa<o) = _Qa-
Donde C,, Cy y Cy sonfunciones dé Qg v ()., entonces habremos resuelto
el modelo completo.
Aunque en (4.34) y (4.35) hay €3 condieibnes iniciales para dos ecuaciones
de primer orden, el numero @), también es desconocido, por lo que este pro-
blema esta bien planteado. Nuestreobjetivofen llo que sigue es entender un
poco del comportamiento de la solucién de estas ecuaciones, estudiando un
caso particular o un caso limite que es cuando se €onsidera ausencia de ADH
en la formacién de orina.

(4.35)

La solucién analitica o numérica del modelo general se.dejard como tra-
bajo a futuro.

4.2.2. Solucion del modelo en ausencia de ADH y de
aldosterona

La cantidad de hormona antidiurética (ADH) controla la permeabilidad
al agua, mientras que la aldosterona afecta la permeabilidad al sodio\(Na.").
Problemas en la funcién renal, como la diabetes insipida central, surgen'debi-
do a insuficiencias en la producciéon de ADH, lo que resulta en la producdciéon
de grandes cantidades de orina diluida. La aldosterona, producida por la cot-
teza suprarrenal, regula el nimero de canales de Na™ y la actividad de la
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Nal — Kt ATPasa, lo que influye en la eliminacién de sodio y potasio. Con-
diciones como la enfermedad de Addison o el sindrome de Conn ejemplifican
los=desequilibrios asociados con la escasez o el exceso de aldosterona.
Vamos a considerar un caso en particular, suponemos que no hay ADH pre-
sentegentonces p. = 0o y que no hay aldosterona presente, H. = 0. En este
caso se'deduee de (4.31) que

Qc = Qc(o) = _Qav
C.= Cc(o) - Ca(o)

En otras palabras, no hay pérdida de agua o de Na™t en el conducto colector
por lo que la ecuaciéfipara @Q., (4.35) ha sido reducida a una ecuacién alge-
braica. Por lo que ahora’ queda por determinar lo que ocurre en los tibulos
descendente y ascenderite./El flujo se rige por las siguientes ecuaciones

7% = F(Qu Q. ),

I 0. (4.36)
Qc(y) o Ya-

con f(Qd7 ch y) = Od - Cs v A-F)d
De las ecuaciones (4.30)y+(4.33) sesdeduce que

1
Cy = @(1 +pqa(1 — @q) > AP;Hyy),

Qd+Qa

Con (@), constante ya que el miembro ascendente”esiimpermeable al agua
y C, una funcién linealmente decreciente de y.
Observamos que el problema (4.36), tiene asociadas do§ condiciones de fron-
tera, pero una de ellas estd en términos de un parametr6\desconocido @),
que se debe determinar como parte del problema.

CS B — ded-

En el caso que nos ocupa (ausencia de ADH), adicionalmente conside-
raremos que el tibulo descendente sea bastante permeable al agtuaslo cual
implicaria que debemos tomar p, pequenio en el problema (4.36). Peré enton-
ces, la ecuacién diferencial (4.36) es dificil de resolver tanto analitica’€omo
numéricamente ya que resulta ser singular. Dado que Q)4 es diferenciable e
invertible, por el teorema de la funcién inversa, podemos resolver este proble-
ma buscando una solucién en la forma y = y(Qqg, pa) que satisface la ecuacion
diferencial
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dy

{ f(Qda Qm y) dQq Pd; (437)
Qa(0) = 1, Qa(1) = —Q4(0).

Para. Yesolver este problema buscamos y en funcion de )y como serie de

potenciag-de py,.

Y = Yo + pay1 + pay2 + O(p3), (4.38)

sustituyendo en (4.37), igualando y expandiendo en potencias de pg, se tiene
que

Qa+Qd

= PO, IARH,0, - ATuQa+ Ha)l + Olpa). (4.39)

y=1

Ahora determinamos'@;, haciendo y = 0,Qq = 1 en (4.39), y despejando Q,
para determinarla, obteniendo

P+ H;AP,

“Qe =Y STTTAR,

-+ O(pd). (440)
Ahora podemos grafiéar y en funcion de )y y girar los ejes para ver )y en
funcion de y. Esto se representa enflas figuras 4.2 y 4.3. Una vez que se de-
termina (), en funcion de 'y \podemos graficar la concentracién Cy en funcion
de y, dada en la figura 4.4.

Grafico de la funcion y(Qd)
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Figura 4.2: Curva de la funcion y con los valores de los parametros; P =
0.09, APy = 0.15, Hy = 0.1, pg = 0.12, H. = 0.

A partir de las graficas anteriores observamos que la funcion )4 es decrecien-
te ya que hay ausencia de ADH y de aldosteorona en el tubo descendente, és
decir no hay regulaciéon en el fujo de agua, produciendo una gran cantidad
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Gréfico de la funciéon Qd(y)
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Figura 4.3: Curva¢del flujo QQq con los wvalores de los parametros: P =
0.09,AP; =0.15, Hy=0.1,p; = 0.12, H. = 0.

Grafico de la funcién Cd(y)
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Figura 4.4: Curva de la concentracion en el tubule descendente C,, con valores
de los parametros: P = 0.09,AP; = 0.15, H; =0.1,p,; = 0.12,
H.=0.

de orina diluida y un flujo rapido. En el caso de la funcién )G, es creciente ya
que no hay una adecuada readsorcién, quedando gran cantidad de sodio en
el tubulo descendente.
Observamos que la solucion del modelo completo de 8 ecuaciones se reduce a
resolver el modelo de 2 x 2 que en general es dificil de resolver tante anilitica
como numéricamente.
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Conclusion

En este trabajé, consideramos un modelo para la hemodinamica renal de
los procesos basicos erla produccién de la orina, el cudal consta de 3 submo-
delos. El primero defelles modela la filtracion glomerular con una ecuacion
diferencial ordinaria degprimer orden con dos condiciones de frontera que son
desconocidas, lo que hace né-trivial al problema. Se muestra que para valores
fijos en los parametros, el fl4jo resultante en la etapa de filtraciéon glomeru-
lar es lineal con respecto a la_presion arterial, es decir, con tasa constante
de aumento en el flujo.slio cual en la realidad no es asi ya que pesar de los
aumentos después de cierto valoride la presion arterial en una persona sin
padecimiento renal este filtrado perinanece relativamente constante. Para lo-
grar esto, el rinon lleva a‘eabo un proceso de autorregulacion, que de hecho
es el que relaciona todas las etapas del preceso.

El segundo submodelo, con el\eddl se estaidia la autorregulacion consta
de una ecuacién diferencial parcial de transporte.con retardo. Esta modela la
tasa de cambio de la concentracién de cloro (C1~)enel tubulo ascendente del
asa de Henle. Se monitorea la concentracion de C'l*al final del asa y si este se
encuentra fuera de los parametros normales, la nefrona manda una senal para
que las arteriolas aferentes y eferentes se constrinan o@xpandan, segin sea
el caso, lo cual cambia a lento o rapido el flujo del filtradogglomerular. Esto
hace que eventualmente se regrese a un estado normal. Se salculg su solucion
estacionaria y se hizo un analisis para esta, mostrando que para algunos
rangos de valores de los parametros, las oscilaciones en la concentracién de
Cl~ de la macula densa, y por tanto en las deméds variables comelastasa de
flujo y la presion glomerular, producen soluciones oscilatorias que convergen
muy rapido al estado estacionario, mientras que para otros rangos dé valores
de los pardametros resultan soluciones que oscilan casi peridédicamentey Esto
sugiere un estudio mas profundo de este modelo para analizar si presefita
algin tipo de bifurcacién, como por ejemplo de tipo Hopf.
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Finalmente se analiza el tercer submodelo, que corresponde a las etapas
de xeabsorcién y secrecion mediante un sistema de ecuaciones diferenciales
otrdimarias que consta de 8 ecuaciones, las cuales modelan el flujo de agua y
el flujo molar del ion sodio en el asa de Henle en sus cuatro compartimentos,
asa deSceéndente, asa ascendente, tibulo colector y los tubulos peritubulares
(intersticio), Se mostré que este modelo se puede resolver completamente si
se puedereselver un sistema diferencial de 2 ecuaciones con 2 incognitas,
que sin embargo también es dificil de resolver incluso numéricamente. En el
caso particular donde hay ausencia de ADH y de aldosterona, se pudo resol-
ver, resultando (quésla funcion que representa el flujo de agua en el tubulo
descendente es décreciente, produciéndose asi una gran cantidad de orina di-
luida y un flujo rdpide. Para la funcién de la concentracion de cloro en el
mismo tubulo, la funeién,_resulto ser creciente ya que no hay una adecuada
reabsorcion, quedando gran cantidad de sodio en el tibulo descendente. Esto
coincide con lo que pasa en la realidad. Asi que se puede concluir que se ha
confirmado, aunque para ufl easo particular, la validez de la hipétesis de in-
vestigacion, concluyendo que se-puede simular satisfactoriamente la dinamica
de los procesos mediante los cuales el rinon elimina los desechos metabdlicos
a través de la orina.

Quedan algunos trabajas_futuros €omio son:

= [dentificamos problemas‘que\se deben justificar desde el punto de vista
matematico.

e Establecer condiciones de existencia«y unicidad de los submodelos
para la filtracion glomerular, la autorregulacion y para el modelo
reducido de 2 x 2.

e Investigar si existe bifurcacién de Hopf én el submodelo para la
autorregulacion.

= Elaboracion de programas que resuelven numéricamente el modelo com-
pleto, es decir, resolover de manera integral los tres submodelos.
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