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Introduccion

Una gran diversidadede fenomenos deterministas en la Fisica, Quimica,
Biologia, Economia y otre§ campos como la Medicina e Ingenieria, se modelan
por medio de ecuaciones(diferenciales. Estas ecuaciones diferenciales reflejan
el caracter complejo de dich6sfendémenos, y en su mayoria son imposibles de
resolver por medio de métodos\analiticos o tradicionales.

En estos casos se cuenta com=ebrecurso de los métodos de aproximacién.
Dentro de la gran variedad de estos métodos se encuentra el método de ele-
mento finito. La idea fumd@mental \dé este método es dividir la regién de
estudio en un conjunto de elementos e'Subregiones, llamadas elementos fini-
tos. En cada una de estas régiones se aproximan las funciones involucradas
en la ecuacién diferencial, incluyendo las‘in€égnitas. Para poder realizar esta
idea en la computadora se deben”construir‘mallas computacionales. La ge-
neracién de mallas tiene como finalidad principal la resolucién de ecuaciones
diferenciales parciales que describanalgiun fendmeno en particular.

Al aproximar numéricamente la solucién de atnyproblema de modelado
continuo, es necesario convertirlo de continuo a un<onjunto finito de puntos.
La seleccion de puntos es determinada una vez definida~una malla. Una malla
es un conjunto de caras poligonales (cuadrilateros, triangulos o tetraedros)
que definen una superficie en el espacio tal que si ¢; y t; sén dés elementos de
una malla T, entonces: ¢;Nt; es un vértice comun, o una arigajcomun, o una
cara comun, o el conjunto vacio. Una malla tiene asociada™un cenjunto de
elementos topoldgicos tales como: vértices y aristas en 2D y vértices, aristas
y caras poligonales en 3D.

En problemas simples, la malla puede ser elegida a priori, por _ejemplo
cuando la region donde estamos trabajando es un rectangulo, pero ;qué pasa
cuando tenemos regiones irregulares? Entonces el conjunto discreto de puiitos
de la region debe ser adaptada a la forma de esa zona.

La generacién numérica de mallas juega un papel fundamental para so-

VI



Idcighar un problema en el cual la geometria de una regién es compleja o
cuanide-la solucién tiene una estructura muy complicada. Sin embargo, con
las actirales herramientas de software, la generacion de mallas sigue siendo un
problema gemputacional cientifico que conlleva gran parte de esfuerzo y esto
hace que ‘solucionar el problema original sea atin mas complicado. Entonces,
la investigaciéfijacerca de la generacion de mallas esté principalmente dirigi-
da hacia la elaboracion de algoritmos que las generen de manera automatica,
es decir, que elesfuerzo necesario por parte del usuario para generar una
malla sea reducido al’minimo, para que sea la computadora la que realice la
mayor parte del trabajo:

Una malla puede ser'de diferentes formas poligonales como ya se ha men-
cionado, sin embargo e este-proyecto nos enfocaremos en las mallas trian-
gulares. La triangulacionyde,un dominio es el primer paso en la solucion
computacional de problemas de.ciencia e ingenieria, en donde es posible apli-
car la técnica del elemento finito! Triangular una regién plana significa dividir
en triangulos esa region. A estawregion plana la denotaremos por 2. Una ma-
lla triangular es un conjinto de vértiees descritos por sus coordenadas, a los
vértices se les llama nodos.de la malla'y de un conjunto de tridngulos que les
llamaremos elementos de la malla. Tanhto.a los vértices como a los triangulos
se les da una numeracién parajidentificarlos. Los triangulos estan compues-
tos por tres vértices, que se ordeman en sentido contrario a las manecillas del
reloj. Al mallado del dominio o regién plana#)se le llama discretizacion. A
menudo la discretizacién inicial no es’la aprepiada a las caracteristicas del
problema y por ello puede no ser definitiva. Tal.€s.el caso en problemas en
donde se desea precisar mas la resolucion o en Tegiones con alta no linea-
lidad donde la tnica forma de representar fielmentesla region es refinando
la discretizacion local. Un refinamiento o derrefinamiento local de la malla
no deberia implicar una reconstrucciéon completa de las estzucturas de datos
que modelan la malla, al contrario, ésta debe de ser de caracter local debido
al costo computacional que ello conlleva. Asi que un refinamiento es hacer
una subdivision regular de los elementos de la malla dada, esto censiste en
convertir un elemento en cuatro pequenos elementos que dependéran de cada
triangulo de la malla grande. La subdivisién de mallas tiene vatias aplica-
ciones en la resoluciéon numérica de problemas, la mas importante es’generar
mejores resultados, es decir, obtener una mejor resolucién de las variables
que intervienen en el problema. Por lo que que podremos tener datostmés
precisos sobre una parte de la region (2.

Para la modelacién de problemas fisicos es necesario conocer la solucion



INTRODUCCION VIII

dé algunas ecuaciones diferenciales parciales. Considerando que en una re-
gién irregular no es posible obtener una soluciéon analitica, se recurre a los
métodos numéricos para aproximar la solucién. La discretizacion del dominio
es un problema a resolver necesario para algunos métodos numéricos. Cuan-
do se tiene una malla no-estructurada, la técnica mas usual para resolver
numéricamente\EDP’s es el método de elemento finito (MEF). La precisién
del método mejora si la calidad de la malla es buena, es decir, cuanto més fina
sea la malla el resultado sera mejor. Con ello podemos verificar la propiedad
de convergencia deLMEF salvo limitaciones de redondeo. Ademas de poder
resolver un problema de/EDP’s con dos incégnitas en donde la solucién a las
incognitas esta una engda malla gruesa y la otra en la malla fina.

El trabajo que presentamos, se centra en la refinacién de mallas trian-
gulares. Utilizamos triangulos por su simplicidad y flexibilidad para cubrir
regiones irregulares. En el capitulo uno se encuentra informacion de las ma-
llas triangulares: su definicién, lasestructura de las mismas y mostramos un
algoritmo para generar una malla triangular para cubrir un rectangulo; pos-
teriormente se construyé Mina malla triangular para un cuadrilatero convexo,
usando las ideas para mallar un retdngulo pero involucrando una transfor-
macion afin para transformanrel cuadrilatero en un rectangulo. En el capitulo
dos se muestra cémo generar-un. refinamiento a partir de una malla trian-
gular dada, el lector podra encentrar la deseripcién de las subrutinas y el
programa que se ha utilizado pata la generaéién del mismo. En el capitulo
tres, se encuentran dos aplicaciones del mallado triangular en 2D: la conver-
gencia del método de elemento finito y se describesin problema de ecuaciones
diferenciales parciales con mallas mixtas, es decir‘seatilizaran las dos mallas
de manera simultdnea para aproximar correctamentesla solucién.



Capitulo 1
Mallas triangulares

Introduccién

Una malla triangular consiste de un conjunto de vértices descritos por sus
coordenadas y de un conjuntes deztriangulos, a los cuales se les llama nodos
y elementos de la malla, respectivamente. Es necesario que los vértices y los
triangulos se puedan identificar y esto7lo haremos mediante una numeracion
para los nodos y los elementos.de la malla; asi podremos también conocer
los nodos que conforman a,.cada elemento. Ademas de establecer un orden
en los vértices de los elemerntos;es decif, decidir que nodo corresponde al
primer vértice y la orientacién en la, cual recorreremos los demas y asociarles
el niimero de nodo correspondiente. Esto nos«onlleva a tener una numeracion
de nodos globales y numeracién de nodos localessdonde la numeracion global
corresponde al orden establecido para«ontar losmedes de la malla sin tener en
cuenta los tridngulos y la numeracion de nodos locales-son los que nos indican
que nodos forman a cada elemento, abordaremos dighias.numeraciones en las
siguientes secciones.

1.1. Triangulacion

La triangulacién de una region no es arbitraria, es decir, se deben’ cumplir
las siguientes condiciones: Si 77 v T, son dos triangulos de la malla) sélo se
2 )
permiten las siguientes posibilidades,

1. Los tridngulos son ajenos, T1 N Ty = ().

2. Se intersectan en un vértice.
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34 Se intersectan en toda una arista.

Kigtwa 1.1: Triangulacion permitida.

Las condiciones antetiores nos dicen que los triangulos de la malla no
pueden estar ubicados come’en la figura 1.2.

1.1.1. Numeracion dé nodos y triangulos

La numeracion de nodes=yelementds no es tinica, pues se podrian numerar
como uno quiera, sin embargo si se‘desean hacer célculos computacionales
con ellos es bueno establecerda numeraeiémde la manera mas sencilla posible,
por ejemplo numerar los nodos desforma censecutiva respecto a su cercania,
como se muestra en las siguienteg’Seccioness

Ahora bien, los elementos se nufnetan estableciendo reglas para recorrerlos
todos de la forma mas sencilla. Los idéntificam@s por la numeracién escogida
y por cada nodo que lo conforma. Luego, la malla~entonces sera el arreglo
que contiene las coordenadas de cada nodo global ¥ elarreglo que nos da las
coordenadas de cada nodo local, es decir, los nodos de~¢ada elemento (figura

/N
DVZVA

Figura 1.2: Triangulacién no permitida.
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6 4 Nodos Elementos
x1 |y1 1 112 |7
X2 |y2
2 2|8| 7
xg| y8 8 |s]afs
(x1, y1) g
Wersion geométrica Versién computacional

Figura 1.3: Malla triangular.

Cuando se define un triamgulo de la malla, éste esta conformado por tres
vértices, los cuales determinan\tres aristas. Pero se ha de tener en cuenta que
dichos vértices pueden ser recorridos en sentido horario (de las manecillas
del reloj) o en antihorariof{contrario a las manecillas del reloj). De acuerdo a
como se tome el sentido de-erientacion, varian los futuros calculos de forma
directa, es decir, es necesatie~definir/una orientacién para numerar nuestros
vértices pues de ello dependera la interpretacion correcta de los datos ob-
tenidos en una malla triangular. Neosotros_elegimos numerar los vértices en
sentido contrario a las manecillas del reloj.

Existen tres formas de numerar los,nodos deiun elemento dado en sentido
anti-horario que dependen de cual.es el primeér\vértice. En nuestro caso,
posteriormente se definird la regla que usamos al réspecto.

La forma de representar una malla no es tnicay des de ellas son la gra-
ficacién de los nodos y triangulos que la conformany’y. mediante los arreglos
de coordenadas de nodos globales y de los vértices de‘los tridngulos. Cada
una de ellas tiene sus ventajas y desventajas, por ejemplé sitan solo se tie-
ne la grafica de la malla no es posible hacer calculos compmtacionales con
ella, sin embargo si contamos con los arreglos de coordenadas los calculos
computacionales se pueden llevar a cabo, pero no podriamos verssu estruc-
tura. Aunque podemos graficarla y llegar a visualizarla, esto implicaria un
poco mas de trabajo. La malla puede ser portable, es decir, podemes llévarla
a todas partes si contamos con los arreglos de coordenadas de los nodos'y los
vértices.
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Figaita 1.4: Malla uniforme para un rectangulo.

1.2. Generacion de una malla uniforme para
un rectangiilo

Una de las regiones més simples de triangular es un rectangulo con aristas
paralelas a los ejes. Ademds, efi_muchos casos es posible triangular una region
mas general, haciendo una transformacién de este tipo de rectangulos a esa
region. Asi que es importante, sabet, mallar un rectangulo de este tipo.

Si pensamos en triangtlar,un re¢tangulo de la manera méas sencilla, se-
guramente procederemos dividiendo la.bése del rectangulo en nx partes y la
altura en ny partes, lo cuadrigulamos y{luego. trazamos diagonales en cada
rectangulo interno, como se muéstra,en lafignra 1.4. A esta malla se le llama
una malla uniforme. Enseguida mestraremos un algoritmo para realizar esta
triangulacion.

1.2.1. Algoritmo para mallar un rectangulo

Un rectangulo esta determinado de manera tinica pot dos vértices opues-
tos, por ejemplo, el vértice inferior izquierdo (z;,¥;), ys€l\vértice superior
derecho (xf,y¢).

Nuestro objetivo es, para los puntos dados (x;,v;), (B¢Ws), nxr y ny,
generar la malla: vértices, aristas y triangulos en forma automatiea. Esto lo
haremos llevando a cabo los siguientes tres pasos.

Paso 1. Calculamos la base y la altura de los triangulos.

xf — 20
nx
hy = yf =40

ny

hx =
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Figura 1.5: Posible numeraeion para los nodos de la malla de un rectangulo.

Paso 2. Generamos las coerdenadas de los nodos globales (y con ello las
coordenadas de los vértices de los elementos).

k=0; Para j=1:ny+1

Para i=1:nx+1

k=k+1;

DCOOR(k,1) = x0+(d"-1 )*hx;
DCOOR(k,2) = yO+( j #1)*hy;

Terminar 1

Terminar j

En el arreglo DCOOR guardamos las coordenadas”de cada nodo de la
malla que estamos construyendo. El algoritmo anterior neS genera los nodos
de la malla para el rectangulo dado y lo hace como en la figusa 1.5.

Paso 3. Etiquetamos los triangulos y simultaneamente establecemos qué
nodos corresponden al primero, segundo y tercer vértice de cada une de ellos.
La regla de numeracion que usamos es numerar los triangulos de abajo hacia
arriba de izquierda a derecha horizontalmente (véase la figura 1.6)€sdecir,
el nimero de un elemento dependerd de la columna y fila en que se éncuentre
dentro de la malla, por ejemplo, si queremos numerar los triangulos que’estan
en la fila 7 y la columna j, los niimeros que le corresponden dependeran de
la ubicacion del elemento, esto es:
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7at 18 20 22 24
o
e 19 21 23
51N\ 10 . 14 16
AAF
5t 9 11 13 15
45
2 4 6 8
ol
350 4 5 . 0
2.‘5 é 3.‘5 4‘1 45 ‘5 5!5 é 5.‘5

Figura 1.6: Numeracién de los elementos de una malla

Para un tridngulo superiors 2ng * (i — 1) + 27 y para un tridngulo inferior:
2nrx(i—1)+2j—1

Una vez realizada a8 wumeracién=de triangulos, cada triangulo puede ser
descrito por medio de loss¥értices que lo definen, iniciando del vértice uno
hasta el vértice tres, establéciendo la numeracion de éstos como sigue: para el
tridngulo inferior (como el trigmegulo 1 deda figura 1.6) se tomé como primer
nodo al que estd mds arriba y péra el tridngulo superior (como el tridngulo
2 de la figura 1.6) el primer nodd.es el que €§t4 mas abajo. Por ejemplo, en
la figura 1.7 se observa la descripcion para el €ridgngulo 13.

Estas ideas se resumen en el siguiente algoritmo, con el cual se numeran
los elementos y se establece la relaciéon de nodoslogales con nodos globales,
es decir, define qué nodos globales forman cada triangulo.

Inicio de algoritmo

e =0;

Para j = 1:ny
a = j*(nx+1)+1;
b =a- (nx+1);
¢ = b+1;
d = a+1;

Parai = 1l:nx
e = e+1;
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elementos(e,1) = a
elementos(e,2) = b;
elementos(e,3) = ¢
e =e+1;

elementos(e,1) = c;
elementos(e,2) = d;
elementos(e,3) = a;

ar—_ a+1;
b = b#1;
c=c+1;
d = d+1;
terminai
terminar j

terminar algoritmo

n1 n2 n3
13 8 9

T5F

6461

13

g &

45F 8 9

3.5

Figura 1.7: Tridngulo 13 descrito por sus nodos

Hemos generado una malla triangular, con los vértices numerados hori-
zontalmente y la diagonal orientada hacia la izquierda (figuras1.8). Es im-
portante recordar que el dibujo sélo es una ilustracién de la m@lla o una
representacion de la malla, pero también el arreglo DCOOR vy el arzeglo ele-
mentos son una representacion de la malla, teniendo cada uno ventajas y
desventajas como ya se menciond. Cabe mencionar que junto a lo desérito
se han definido las aristas frontera en términos de sus nodos guardando-/la
informacion en el arreglo bedges.
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35

25k

Figura 1.8: Malla triangularzuniforme de un rectangulo.

1.3. Malla triangular vniforme para un cua-
drilatero convexo

En esta seccién daremos un algaritimo para mrallar un dominio con forma
de cuadrilatero convexo, modificando el algoritme™para mallar un rectangulo.
Esto es posible ya que el rectangulo es un caso particular de un cuadrilatero
convexo. Por lo que podemos pensar que no es necesario hacer muchos cam-
bios en el algoritmo para mallar uniformemente un rectangulo,con el fin de
obtener una malla para un cuadrildtero convexo como elsue, se muestra en
la figura 1.9.

Siguiendo las ideas previas escogemos un lado que tomatemos como base
de nuestro cuadrilatero, lo cual define también los lados que se tomaran como
las alturas, luego dividimos la linea de la base y la linea que Sirve de tapa
con el mismo nimero de divisiones uniformes nzx, analogamentetse/dividen
las alturas uniformemente con ny divisiones. Este proceso define unfmallado
rectangular de lineas que se intersectan como se muestra en la figura 1.9.
Posteriormente, cada subcuadrildtero se divide en dos triangulos al trazar
las diagonales orientadas hacia la izquierda con respecto a la linea que sirve
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Figura 1.9: Malladdyde un cuadrilatero convexo siguiendo el mallado de un
rectangulo. Se indi€a también como se etiquetan los vértices.

de base, obteniéndose asi'la malla triangular.

El algoritmo para lograr el mallado del cuadrilatero es basicamente el
mismo, sin embargo ahorao solo necesitamos dos vértices como en el caso
del rectangulo, sino cuatro.

1.3.1. Algoritmo/para mallar un cuadrilatero convexo

Recordemos que todo punto S deun segmento de recta puede ser descrito
en funciéon de los extremos Py, P> que 16 contienen, por medio de la siguiente
ecuacion

S=1-a)% P +a*D, (1.1)

Con esto, los pasos para obtener el mallado‘séran:

Paso 1. Definir la base y las alturas.

Paso 2. Definir nx, el nimero de divisiones en la base(y ng el nimero de
divisiones en las alturas.

Paso 3. Haciendo uso de la ecuacion (1.1), se numeran los nodogsde la base
recorriéndolos de izquierda a derecha y a continuacién se naumeran
los nodos de la siguiente linea “horizontal”, continuande’cen las
siguientes lineas horizontales hasta llegar a la tapa. La numeracion
de los nodos en las horizontales sera siempre de izquierda a defecha.
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Lios pasos anteriores se resumen en el siguiente algoritmo.

Para j=1:ny+1
alpha=(j-1)/ny;
X0=(1-alpha)*A+alpha*C;
YO0=(1,alpha)*D+alpha*B;

Para i#1nx+1

alpha=(i-1) /nx;

k=k+1;
DCOOR(k,1)#(1-alpha)*X0(1)+alpha*Y0(1);
DCOOR(k,2) &\ (1-alpha)*X0(2)+alpha*Y0(2);

Terminar

Terminar

1.4. Renumeraecion de los nodos

En una malla triangular-podemos ‘en€ontrar o derivar informacion adi-
cional, como por ejemplo las aristas que forman un tridngulo, o el conjunto
de todas las aristas que conforman la malla.Fn, los problemas que se descri-
ben por medio de Ecuaciones Diferénciales Pafciales la frontera de la region
2 denotada por 02, usualmente esta divididaiem dos partes: una parte I’y
donde la solucién es conocida, en donde se impohen' condiciones escenciales
o de tipo Dirichlet y otra parte I'y donde la solucién no es conocida , en
donde se imponen condiciones naturales o de tipo Netwmann. No se admite
que una arista de una malla pueda contener parte de la frentera I'y y parte
de la frontera I'y simultaneamente. Es decir, cualquier arista que contenga
parte de I'y debe estar completamente contenida dentro de(T',

Sabemos que en los nodos de la frontera Dirichlet, se proporcionan valo-
res conocidos, y es necesario encontrar los valores en el resto dé nodos que
denominamos “nodos interiores”. Por cuestiones de implementacién, practica
de los algoritmos, es conveniente hacer una renumeracién de los nodes, de tal
manera que los nodos de frontera Dirichlet aparezcan al principio o al.final
de la lista de nodos, como se muestra en la figura 1.10.

Para renumerar los nodos de la malla se deben conocer el niimero total«de
nodos de la malla nn, el nimero total de nodos frontera nb y el nimero total
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Figura 1.10: El orden detlos nodos ha cambiado para ser los nodos frontera
los primeros de la lista de modos.

de nodos interiores ni. Para esto, lo primero que hacemos es identificar todos
los nodos frontera y también_los interiores, con esto se obtendran los valores
de nby ni. Los datos de lagnalla original estan en el arreglo DCOOR y la ma-
lla renumerada se almacenatrarén un nieverarreglo newDCOOR. Para llenar el
arreglo newDCOOR se recorreran todos d6s'nodos en DCOOR, preguntando-
se si es frontera o no, si lo es, sus@€oordenadas'se almacenaran en los primeros
nb renglones de newDCOOR vy si‘es interior s€ ixan almacenando a partir del
renglén nb+1 de newDCOOR. Esta renumera€¢iomde nodos implica que se ha
modificado la relacién de nodos locales con nodes‘globales, pero para la nue-
va relacion basta saber qué nuevo nimero j se le asigné a cada nodo ¢ de la
numeracion original, esta informacién esta contenidagsen el arreglo permut. De
tal manera que permut(i) = j significa que el nodo i‘ahéra es el nodo j, en-
tonces la nueva relacion de nodos locales con nodos globalgspara un elemento
cualquiera e, esta dada por newelement(e,l) = permut(element(e,l)), para
[ =1,2,3, lo mismo sucede con los nodos que forman las\avistas frontera,
deben permutarse adecuadamente.
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Lo anterior se resume en el siguiente algoritmo.

functioenslnewnode, newelement, newbedge, nn, ne, ni, nb, nbed] =
renummesh (wode, element ,bedge)

ToToToTo To s oo o ode Totodo To oo o o o To o Fo o oo oo o oo Yoo Fo o o o oo oo Fo o oo oo oo Yo to Fo o oo o oo Yoo oo oo o o oo o
%% PROGRAM ‘TO,RENUMERATE THE NODES OF A GIVEN MESH. THE RENUMERATION %%
%% IS DONE SO/ THAT THE BOUNDARY NODES ARE THE FIRST NODES AND THE %%

%% INTERIOR NODES JCOME AFTER THE BOUNDARY NODES Tt
%% INPUT ARGUMENTSsmnode, element, bedge. YA
%% OUTPUT ARGUMENTS:'newnode, newelement, newbedge, nn, ne, ni, nb, %t
%% nbed W

Tl loToToToToToToToToToToToToToTo oo ot Lo o fo fo o o o o o o o o o o o o ol To o To T To T T o oo oo oo oo oo o oo oo o o o o o

% Number of node;

nn = length(node);

% Number of element

ne = length(element);

% Number of edges on the Dirichlet boundary
nbed = length(bedge) ;

% Total number of edges

nted = nn + ne - 1;

% typenode is a flag to distinguish nodeson the boundary from those in the

% interior. A node is on the boundary if gheflag is O and interior if it

% is 1

typenode(1l:nn) = 1; % Initialize“allwas interior.

% Change the flag to O for boundary node

for i = 1:nbed
typenode (bedge (i, 1))
typenode (bedge (i,2))

0;
0;

end

% Numero de nodo frontera
nb = 0; % inicializamos en cero
for i = 1:nn
if typenode(i)==
nb = nb + 1; % node i is on boundary
end

end
% Number of interior node

ni = nn - nb;

%% RENUMERATION
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kb =/0;
ki ="nb;
for i=lumn
if gypenode(i) ==
kbl = kb+1;
pernut (i)=kb;
newnpde(kb,1) node(i,1);
newnode (kb,2) node(i,?2);
else
ki = ki+ly
permut (i)=kd;
newnode(ki, 1) node(i,1);
newnode (ki,2) node(i,2);
end
end
for e = 1l:ne
newelement(e,1) = permut(element(e,1));
newelement(e,2) = permut(element(e,2));
newelement(e,3) = permut(element(e,3));
end
for i=1:nbed

newbedge (i, 1)
newbedge (i,2)

= permut (bedge(i,1));
permut (bedge(i,2));

end
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Bl algoritmo anterior nos permite obtener una malla como la que se mues-
tra‘deamanera grafica en la figura 1.11.

10 11 12 13 14
750 18 20 22 24
7l 21 2
17
658 1519 19 20 ]
6 10 12 14 16
5 &
5 11 13 15
s 2 15 16 17 7
45
2 4 6 8
sl
351
1 3 5 7
1N\ N2, s g LN, : 5
2 25 3 35 4 45 5 55 6 6.5

Figura 1.11: Malla con mfineracién de elementos y renumeracion de nodos.



Capitulo 2
Refinamiento de Mallas
Triangulares

2.1. Datos necesarios para refinar una malla

Una vez que se ha obtenido tina malla podemos obtener datos adicionales
que nos ayudaran a refinarla. Algunas aplicaciones del refinamiento de una
malla son: para mejorar wha~solucion_numérica de una EDP o para resol-
ver problemas en donde sitnultaneamente es necesario aproximar un tipo de
funciones en una malla y otfo tipe de ftinciones en una malla doblemente
fina.

Las estructuras de datos ayudan.de una'manera fundamental a resolver
este tipo de problemas. Estas permiten el acceéserrapido y la manipulacion de
la informacion, permitiendo simplificaciones signifieativas en la metodologia
y la estructura del cédigo. También pueden reducirsdrasticamente los reque-
rimientos de la unidad central de proceso en nuestres equipos de cémputo.

Como hemos visto en el capitulo anterior para taa malla tenemos dos
arreglos principales para almacenar los datos de ésta,

1. Arreglo con las coordenadas de los nodos.
2. Arreglo con los nodos que definen a cada elemento.

En la matriz DCOOR estan las coordenadas de cada nodo y en Ja matriz
elementos encontramos las triadas de nodos que definen a los tridangulos de
la malla. Como estamos usando mallas triangulares, la matriz element@s\esta
dada de la siguiente forma:

elementos(1:nelem,1:3)

23
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(=2}

Figura 2.1: En cada arigta=se busStan’ los puntos medios y éstos seran los
nuevos nodos de la malla fina:

El objetivo de este capitulo es refinargdaymalla original dividiendo cada
triangulo en 4 subtriangulos come’seymuestra en la figura 2.1. Para esto nece-
sitamos conocer algunos datos mas,/€omo son: elementos rodeando un punto,
puntos rodeando puntos, elementos rodeando elementos y elementos rodean-
do aristas. En las siguientes secciones se mostraran las ideas principales y el
algoritmo de los programas que calculan dichos datos: Se describen los pro-
gramas en el orden en que son ejecutados con el fin de@btener el refinamiento
de la malla gruesa:

1. esp (Elementos rodeando puntos)

2. psp (Puntos rodeando puntos)

3. ese (Elementos rodeando elementos)
4. edgesl (Todas las aristas de la malla)
5. esed (Elementos rodeando aristas)

6. subgra (Subdivide la malla)
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2:141. Elementos Rodeando Puntos

Laforma mas eficiente de guardar datos variables es a través de listas enla-
zadas. Bfi lugar de arreglos largos, en la subrutina esp (elements surrounding
points) tenemaos dos arreglos, esup2, de dimensién nn + 1, que basicamente
guarda el mitero de elementos que rodean a cada nodo, en forma individual
en una primera‘asignacion (esup2(i) = k significa que al nodo i — 1 lo ro-
dean k element0s), en forma acumulada después (los elementos que rodean
al punto i estdn alinagenados en las posiciones esup2(i)+1,...,esup2(i+1) del
arreglo esupl) y fimalmente se recorren los datos una posicién a la izquierda
para fines de cédlculo$.posteriores.

Con esto, en esupliseslmacenaran qué elementos estan rodeando a cada
nodo, y se identificaran ¢onhla ayuda de esup2, ya que ademas de contener el
nimero de elementos que cefitiene a cada nodo, nos da el inicio y el final de
las ubicaciones de los datos ¢ontenidos en esupl. Para contabilizar cuantos
elementos rodean a cada nodo,se-recorrerd elemento por elemento siguiendo
la numeraciéon de éstos, una vez que se esta en un elemento éste rodea a cada
uno de sus vértices, entohees’para cadéa elemento debe aumentarse en uno el
nimero de elementos que rodéan a cadamodo global asociado con el elemento
en turno. Siguiendo este procedimienterhasta terminar con los elementos se
tendra completa la informacion enel arreglo-esup2. Para identificar cuales
son los elementos que rodean a cada nodo:

Para la malla mostrada en la”figura 1.11,/se obtuvieron los siguientes
datos en los vectores esupl y esup2. Centraremos nuestra atencion en el
nodo 5 al cual lo rodean los elementos 7 y 8, por es6se destacan los niimeros
7 v 8 del vector esupl, que estdn en las entradas#ll )y 12, respectivamente
y en el arreglo esup2 se destaca el valor 11 en la entrada 5. Notemos que el
vector esup2 nos indica el nimero de entrada en el qué'inician los elementos
que estan rodeando a cada nodo, y en el arreglo esuplf engontraremos los
elementos que lo estdn rodeando.

esupl =

112334556778129815169 1017 16 23 24 17 1848\ 9 20 20
212222232424234910114561112136 7813141510 L4112 17 18
1912 13 14 19 20 21 14 15 16 21 22 23

esup2 =

1258111316 19 22 25 27 30 33 36 37 43 49 55 61 67 72
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27142. Puntos rodeando puntos (psp)

Paralencontrar el nimero de puntos que rodean a un punto y saber qué
lo esta sodeando, utilizaremos los datos de los vectores esupl y esup2. En la
subrutina psp (points surrounding points) se obtendréan los vectores psupl y
psup2, que«ontendran cuales y cuantos puntos rodean un punto, respectiva-
mente. A éstosse les denotara como sigue:

pstupl(1:mpsup), psup2(1l:npoin+1),

donde npoin es el sfimero de nodos globales de la malla, mpsup es el
tamano del arreglo psupl.-ElL arreglo psup2 guarda las posiciones en psupl
donde estan almacenados-d6s.puntos que rodean a cada punto, similar a las
listas de la subrutina esp, ésupd, y esup2.

Solo los puntos de los eleméntos vecinos pueden ser puntos que rodean
a determinado punto. Confornie vayamos construyendo los arreglos psupl y
psup2, las entradas de éstos se guardam en un arreglo Ipoin de tamafio npoin.
Nos moveremos nodo por nédo, determinando los nodos que lo rodean de la
siguiente manera: tomandad_a/los elementos rodeando al nodo (informacién
en esupl y esup2), note que=si-el elemento estd rodeando al nodo significa
que el nodo en turno pertenece a‘él, por 16 que se contabilizan y almacenan
unicamente los nodos diferentes @ éste. Se wafcia la contabilizacion a partir
del nodo 1 local y hasta el nodo lo¢al del elemento que rodea al nodo, en el
orden establecido en las listas esupl y esup2.

En el arreglo psup! se encuentran todos los nodés (puntos) rodeando al
nodo (punto) y en psup2 se nos indica el comienzosy el final de los datos
dados en psupl, de manera similar como lo hacen esapl'y esup?2.

Para ilustrar como funciona el programa psp.m seguiremes con el rectangu-
lo de la figura 1.11. Al ejecutar el programa mallacuadradam se obtienen los
siguientes datos en los vectores psup2 y psupl, enseguida ‘de los vectores
esupl y esup2 encontrados por la subrutina esp.m.

psupl =

62611531521641631751747121585172096 15(1810.7 20
13148181118 101912 191120132012914913263 168183154
171819416571920 158161910 11 16 18 17 20 11 12 17 19 7 971213

psup2 =

0371115182226 303437 414549 51 57 63 69 75 81 87
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En el texto anterior estan los datos de los vectores psupl y psup2, obteni-
dos“alejecutar el programa mallacuadrada.m, donde psupl tiene qué puntos
(nodos)¥estan rodeando a cada nodo y el vector psup2 nos dice en que entra-
da inician d¢s nodos rodeando a cada nodo, por ejemplo, el niimero 37 nos
indica que’los puntos que estdn rodeando al nodo 11 estdn almacenados a
partir de la efitrada 37 del vector psupl y terminan en la 40, ya que en la

entrada 41 ini€ian, los puntos que rodean al nodo 12, y asi sucesivamente.
Para construir’los arreglos psup2 y psupl se ejecuta la subrutina psp.m.

It ol Toto o s ToToto o T To o oo Jodo o o ToToto o o To o o o To o 1o o To T o o o To o o o To o o o To T 1o o o To o o o To o o o To o 1o o T T o o o To o o o o
%%4FUNCTION PSP FINDS THE NODES THAT SORROUND EACH POINT, The program psp %k
%%has the following INPUT ARGUMENTS:elements.-elements matrix, n.- number},
%%hof nodes of the mesh; eSupl.-elements surroinding points of the mesh; %/
%hesup2.-it stores the lgeations of esupl where it starts and ends the %}
%%nodes that sorround each peint. This function returns three OUTPUT YA
%%ARGUMENTS, psupl stores thespoints, and the ordering is such that the %}
%hpoints surrounding point ipoim ,are stored in locations psup2(ipoin)+1 %%
%hto psup2(ipoin+1). The maximun=number of nodes sorrounding a point is %/
%hhstored in "major". uY
T Tt Tl Toto o s ToTo o o Too o o To 1o o o T ot o o Jo 1o s oo Tods 1o o Todo o o To o 1o o To o 1o o o To o o o To o o o To o 1o o T To o o o To o o oo

function [psup2,psupl,majer]=psp(esupl esup2,elements,n)

major=0;

lpoin(1:n)=0; %%hInitialization to zero of the help array lpoin.
psup2(1)=0; %hInitializingslocation™“of psup2 to O (zero).
istor=0; %hInitializing”the stoxage,counter to 0 (zero).

for ipoin=1:n
%%hLoop over the elements surrounding the“poimt
for iesup=esup2(ipoin):esup2(ipoin+1)-1
ielem=esupl (iesup) ; %/%Element number
for inode=1:3 %hLoop over nodes of the element
jpoin=elements(ielem,inode); %%Point number
if (jpoin "= ipoin & lpoin(jpoin) “=ipoin)
%%Update the storage counter, store aheady, and mark lpoin
istor=istor+i1;
psupl(istor)=jpoin;
lpoin(jpoin)=ipoin;
end
end
end
%/%Update the storage counter
psup2(ipoin+l)=istor+1;
end
psupl % es el vector donde encontramos todos los puntos que rodean a cada !nodo,
%dados en el orden de los elementos que lo est\’an rodeando.
psup2(1)=1;
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for k=1:n-1
diff=psup2(k+1)-psup2 (k) ;
if \diff >= major

major=diff;

end

end

diff

psup2

2.1.3. Elementos rodeando elementos (ese)

Una vez obtenidosles elementos y los puntos que rodean un punto y con
las subrutinas esp.m y-p8p.m, usaremos esta informacién para encontrar a
todos los elementos que todean a cada elemento dado de la malla, haciendo
uso nuevamente de los vectorés ya calculados con esp.m y psp.m. Conocer
estos datos son de suma importancia para refinar la malla, puesto que esto
consiste en subdividir cada elemento en cuatro elementos.

Para identificar a tod0s los elementos rodeando a un elemento, evaluare-
mos cada cara (arista) quelo'compong’y localizaremos el niimero de elemento
que lo rodea, estos datos lo"almacenarémos en un arreglo llamado esuel que
se define como:

esuel(1lsnelem, ‘I«nfael)

Donde nfael es el nimero de caraS por elementos y nelem es el niimero
de elementos de la malla: como en nuestro caso séloyestamos utilizando ma-
llas triangulares, nfael=3. Para construir esta estriictura de datos, debemos
combinar los puntos que comprenden cualquiera de las.caras de un elemento
con aquellas caras de los elementos vecinos. Esta inférmacién la podemos
obtener haciendo uso de los arreglos de elementos, esupl, ésup2 calculados
anteriormente y el arreglo de ayuda lhelp, en el cual se Vatiymarcando los
elementos que rodean los puntos del triangulo que se estda evaluando. Si un
elemento es marcado dos veces quiere decir que ese tridngulo tieneina arista
en comun con el elemento en evaluacion, pues si dos triangulos comparten
una arista entonces son vecinos, por lo que es almacenado en el arreglofesuel.
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esuel (1,1)
esuel (1,2)
esuel (1,3)

A
B
c

Figura 2.2: El arreglo esticlnos muestra a los elementos que estan rodeando
a un elemento asociandounosa cada arista, en el orden establecido para los
elementos.

Entonces, el algoritmospara eonstruir el arreglo esuel esta en la subrutina
ese.m, notemos que al ihi¢io_se solicitanm lo datos almacenados en los vectores,
elements, esup2, esupl.

function [esuel]=ese(e,elements,esup2,esupl)

Tl ToloTo oo ToToToToToToToToTo oo oo oo oo o fads Fodste o o o o o o ot o oo o T Jo T To To T To T T oo o 1o o oo oo o oo o oo o
%%4FUNCTION ese2 HELPS TO GET ELEMENTS SORRQUNDIG ELEMENTS, it has 4 input’’
%harguments: e.-number of elements in the meshj elements.-connectivity %%
%/matrix of the elements;esupl.-itlstores the elements; and the ordering %%

%%his such that the elements surrounding point ‘ipoin are stored in %o
%hlocation esup2(ipoin)+1 to esup2(ipoin+1l). It @lsp has an output %
hhargument: esuel.- it is the matrix were we find¥the) elements Dot
%hsorrounding elements W
It ol Toto o s ToTo o o o Too o o Too 1o o To To o o T To o o o To o o o To Fo o o o To o o o To o o o To T 1o o Vo 1o o To o o o To o o o T To o o o To o o o o
esuel(1:3,e)=0; %% Initialize the whole matrix to zero

lhelp(1l:e)=0; %% Help array to mark the elements that

%% sorround each point of one element
x= size(esup2)-1;
for ielem=1:e
z=1;
node=1;
for ientry=1:3
nnode=elements(ielem,ientry) ;
locationl=esup2(nnode) ;
if (nnode==x(1,2)) %
location2=esup2(nnode+1) ;
else
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location2=esup2(nnode+1)-1;
end
% We look for the elements sorrounding each point of the
% element. We mark that element in lhelp.
for nelem=locationl:location2
if (lhelp(esupl(nelem))==0)
lhelp(esupl(nelem))=1lhelp(esupl(nelem))+1;
flag=1;
end
if(Thelp(esupl(nelem))==1 & flag™=1 & esupl(nelem) "= ielem)
%% If the element

esuel(z,ielem)=esupl(nelem); %% is marked twice,
z=z+1; %% it means we found
end %% an element.
flag=0;
end
end
lhelp(1l:e)=0;

end

esuel

esuel

2.1.4. Numeracion de.aristas

En el capitulo anterior vimogreémo se-han numerado las aristas de la
frontera. En esta seccion analizaremes\el algoritimo para la numeracion de las
aristas de toda la malla. Para ello se'hé creado un arreglo llamado Ipoin(1:nn,
I:major) donde nn es el nimero de nodos de la'mala y major es el nimero
maximo de puntos que pueden rodear a un punto. En este arreglo auxiliar se
almacenaran los puntos que generan a cada arista dedavymalla.

En el programa psp.m se almacenaron todos los@untos que estan ro-
deando a un punto, ahora se pueden generar las aristas frontera y las aristas
interiores. Hemos dividido la generacion y numeraciéon de aristas en dos sec-
ciones: numeracion de aristas frontera y numeracion de aristas interiores.

Aristas frontera

Las aristas que se generan primero son las frontera, para después agregar
las interiores. Lo primero que hacemos en la subrutina edgesl.m es identifi-
car a los nodos de la frontera, una vez que se los tiene identificados se usafel
arreglo Ipoin, obtenido en el programa psp.m. Se inicia la generacion de arig
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tas frontera uniendo al nodo niimero uno con el siguiente nodo que lo rodea
siempre.y cuando tenga la etiqueta de ser frontera en sentido antihorario.
Ver figutra 2.3. Recuerde que los nodos de la malla han sido renumerados de
tal formha gue al principio se encuentran los nodos frontera.

Figura 2.3: Los nimeros decolor verde’son el orden en que se numeran las
aristas frontera y los negros son el humeérosde-nodo de la malla triangular.

El algoritmo descrito debajo, muestra que lo primero que se hace con los
nodos de la malla es identificar y etigqtietar los snodos que se encuentran en la
frontera, para después construir las aristas que laforman.

function [edges,counter,gedge]l=edgesl(psupl,psup2,nn,bedges,k,major)

T T T T T T T T To T T T T To T T To T o o o o 1o 1o o o o o o o oo oo oo oo o oo o o o o o o o o oot oo 1o 1o 1o 1o 1o 1o o o o o o oo oo oo
%%FUNCTION edgesl GETS EDGES OF A MESH, IT USES THE FOLLOWING INPUT he
%%ARGUMENTS : psup2 INDICATES THE POSITION IN psupl WHERE PQINTS Tt
%%SORROUNDING EVERY POINT; nn IS THE NUMBER OF NODES OF THE{MESH; lpoin %%
%4IT IS A HELP ARRAY WHERE WE STORE POINTS, THAT FORM THE EDGES,, WITH hh
%%LEVERY POINT; bedges is THE MATRIX OF BOUNDARY EDGES; k IS THE NUMBER OF%Y
%%BOUNDARY EDGES; major IS THE MAXIMUN NUMBER OF NODES SORROUNDING EACH %%
%%NODE. OUTPUT ARGUMENTS ARE: edges IS THE EDGES MATRIX; countexr’ IS) THE %%
%%TOTAL NUMBER OF EDGES; gedge IS AN ARRAY TO INDICATE IF THE EDGE. IS, A %%
%%BOUNDARY EDGE OR AN INTERNAL EDGE. Hh
T T T T T T To T T T T T T T T To T o o o o 1o 1o o o o o o o oo oo oo oo o oo o o o o o o o o o o T T T o T 1o 1 1o 1 1o o o o o e Sad oo

%% lpoin is a help matrix where we store every point sorrounding
%% points.
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lpoin(l:nn,1:major)=0;

for=i=1:k
lpoin(bedges(i,1),1)=bedges(i,2);
lpoin(bedges(i,2),2)=bedges(i,1);

end

% 1. BOUNDARY*EDGES

for 1 = 1:k
edges (1, M= bedges(1l,:); % The first edges are on the boundary
gedge (1) =003/ % Flag for boundary edges

end

Teniendo identificados_los nodos de la frontera se inicia la generacion de
de aristas frontera uniendo~elk primer nodo con el siguiente nodo frontera en
el sentido contrario a las'manecillas del reloj, la generacion de aristas es de
manera continua, por ejemplogpara el nodo 1 de la figura 2.4 se tienen tres
nodos rodeandolo, sin embargo’la, primera arista estara definida del nodo 1
al nodo 2 y la dos sera del,2 al3 y asi sucesivamente.

La numeracién de las/aristas frontera esta definida a partir de la genera-
cion de éstas.

Aristas interiores

Una vez que ya se tienen a todas las afistas frontera, se seguird con la
generacién de aristas interiores. Se ifiicia nuevamente en el nodo nimero uno.
En los arreglos psupl y psup2 se tiénen a todos/dos puntos que rodean un
punto, Ipoin contiene a todos los frontera, ahora cefiogemos quienes son nodos
interiores, por lo que se inicia a unir a cada nodo con los puntos restantes
que lo rodean en el orden establecido en los arreglog™psupl y psup2 hasta
terminar con el dltimo nodo.

Enseguida se muestra la parte del algoritmo utilizado para generar las
aristas interiores de la malla.

% 2. INTERNAL EDGES

iedge=k+1;
x=0; ¥%Flag to indicate if a edge alrady exists.
for inode=1:nn #For each node we will look ingpsupl for
locationl=psup2(inode) ; %the points sorrounding it.
location2=psup2(inode+1)-1; %We can find these nodes from locationl
for nnode=locationl:location2 ¥%to location2 given by psup2.
for i=1:major %We look for nnode in lpoim,

if (1poin(inode,i)==psupl(nnode)) %it means that this edge was
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psupl=

?28‘1389‘249‘359|4689
5 7 8‘ 6 1 8‘ N - e 5|2 28 4 5
psupld=

1 4 8 NI)14 GG LT 24 30

Figura 2.4: Notemos que las aristas-~frontera se numeran continuamente a
partir del nodo 1.

x=x+1; %alréady built up.
end
end
if (x == 0) %If this point 48n’t found we
edges(iedge,1)=inode; Jwe generate a‘new edge, this edge
edges(iedge,2)=psupl(nnode); %is determinated (by two nodes:
gedge (iedge)=1; %inode and nnode.
iedge=iedge+1; %Flag for internal edges
for j=1:major
if (1poin(inode, j)==0) #Where we find a'spacesin
lpoin(inode, j)=psupl(nnode) ;%lpoin(inode,j) we sStore
break %nnode to indicate thatwthis
end %edge was built up, and
end %we break the cycle.

for m=1:major
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if (1poin(psupl(nnode) ,m)==0)  %Where we find a space in
lpoin(psupl(nnode) ,m)=inode;%lpoin((nnode) ,m) we store

break %inode to indicate that
end %edge was already built up,
end %and we break the cycle.
end
=0; %Reset of the flag.
end
end
counter=iedge-1
edges

%Total number of edges

La numeracion de las aristas frontera e interiores es muy importante, ya
que al subdividir la malta”original, los nuevos nodos de la malla refinada
estaran definidos por los puntes medios de cada arista de la malla original,
lo cual serd abordado en secciones posteriores.

2.1.5. Elementos/roedeandq’ aristas (esed)

Elementos rodeando arigtas (esed)mos proporciona la informacién acerca
de qué elementos estan rodeando a cadasarista de la malla, notemos que a
lo més el nimero de elementos.¢tie puedén rodear a una arista es dos. En
todas las aristas frontera solo se fiene un séloelemento que lo rodea y en las
aristas interiores se tienen a dos elémentos rodeando a una arista dada.

Los datos que esed.m necesita para poder fun¢ionar son el nimero total
de las aristas de la malla, qué nodos definen a cada/arista, informacion que
estd en el arreglo edges, se necesitan los dos arregles obtenidos en esp.m:
esupl y esup2, el nimero total de elementos dados{por la variable e y la
matriz elementos.

Lo primero que esed.m calcula es qué elementos estansodeando a cada
una de las aristas de la malla usando informacién que anteriormente ha sido
obtenida de los programas esp.m, psp.m y ese.m. Del arreglo edges tenemos
identificados a los nodos de cada arista de la malla, entonces € toman los
nodos que definen a cada arista en el orden establecido por el artégo edges,
por medio de los arreglos esup2 y esupl conocemos qué elementes estan
rodeando al nodo uno de la arista, se toma al nodo dos de la arista.dada
y nuevamente podemos conocer qué elementos lo estan rodeando, si hay uu
elemento que rodea al nodo uno y al nodo dos de la arista al mismo tiempoy
se almacena, ya que éste esta rodeando a la arista.
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Se genera el arreglo triangleedges, en él hallamos a cada elemento defi-
nido per sus aristas localmente ordenadas de 1 a 3, es decir, con ayuda de
éste se'€onocen a cada elemento y qué aristas lo estan formando. El orden
establetido-para las aristas, estd definido por el orden de los nodos locales de
cada elemente; es decir, la arista uno serd la que une al nodo local 1 con el
nodo local 2¢1a, arista dos serd la que une al nodo local 2 con el nodo local
3 y la arista trés+<a que une al nodo local 3 con el nodo local 1. Figura 2.5.

nodo local 1

aristd X arista 3

darista 2
nodo locad’2 nodo local 3

Figura 2.5: La numeracion de aristas depende.de la numeracion local de los
nodos.

Antes de realizar el proceso de subdivisién de una malla se ha generado
la matriz triangleedges , en la que se almacenandas.aristas que contiene cada
elemento en forma ordenada. Para esto hemos construido el algoritmo esed,
el cual también genera un arreglo con los elementos”a.los que pertenece la
arista dada.
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2.2. Refinamiento o subdivision de una malla

Elrefinamiento o subdivision regular de elementos de una malla con-
siste en comvertir un elemento en cuatro pequenos elementos como se muestra
en la Figura.2.6. Como se ha mencionado en el primer capitulo, a una malla
la definen sug nodos y elementos (tridngulos), por lo que es muy importante
conocer las coordenadas de los nodos y qué nodos definen a cada triangulo.

Para subdividiz-da malla se deben de encontrar los puntos medios de cada
una de las aristas.en el orden que éstas tienen, iniciando con las aristas
frontera y concluyendo_.en las aristas interiores.

[

Figura 2.6: En cada arista se buscan los puntos medios y.éstos seran los
nuevos nodos.

Los nuevos nodos los llamaremos nodos de velocidad y a les'nodos de
la malla gruesa los llamaremos nodos de presion.
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2:2/1. Numeracion de nodos de velocidad

La numeracion de los nodos de velocidad sera semejante a los de la ma-
lla de presion, primero se numeran los nodos de la frontera de la siguiente
manera: los modos frontera de velocidad que ya existian en la malla gruesa
quedaran cet_el mismo nimero que le correspondia en la malla gruesa, con-
tinuando la numieracién en los nuevos nodos frontera, es decir en los puntos
medios de las arispas frontera. Figura 2.7.

Figura 2.7: Los nodos velocidad se numeran_a"partir de los nodos de presion.

La numeracién de los nodos interiores se haee, de la siguiente manera:
los primeros en numerarse seran los nodos que €staban en la malla gruesa
iniciando en el nimero nn (ndmero de nodos) - nb (n6dos de frontera). Una
vez que se han numerado los nodos de la malla gruésa’/se continiia con los
nuevos nodos, esto se hace en el orden que han establecido las aristas, notemos
que todos los nodos velocidad en las aristas frontera han sidé numerados, los
nodos de velocidad que ya eran de presion han sido numerados, y ahora los
nodos que estan en las aristas interiores deben ser numerados en el orden
que éstas tienen con el niimero siguiente en el que se quedd lashumeracion.
Lo ilustramos en la figura 2.8. El orden que se establecié en las afistas_de la
figura 2.8 ha sido la misma que se usé anteriormente en la figura 2.4-
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# Nodos de
vaelocidad

@ Nodos de
presion

§ Nimero de
aristas

Figura 2.8: Numeracién de nodos interiores.

2.2.2. Numeracién deelementos de velocidad

Una vez que los nodoS.desfronteta € interiores estan numerados entonces
se procede a la construcciéney,numeragion de los nuevos elementos. Estos se
construyen a partir de los ptntos mediessde cada arista de presion, definiendo
de cada elemento de la malla griiesasa cuatro.clementos nuevos. En el capitulo
1, seccion 1.1.1, se estableci6 que~los nodos de cada elemento tienen una
numeracion global y local, por lo quespara los elementos de velocidad también
se usaran dichas numeraciones.

Como se ha mencionado de cada élemento d€ ptesion se obtienen cuatro
elementos de velocidad, los nimeros globales corpéspondientes a cada ele-
mento nuevo estd definido a partir del nimero corréspondiente al elemento
que lo contiene, ya que los cuatro elementos nuevos tiemen los niimeros 4e + ¢
para i = 1,4, donde € = e — 1 y e = ntimero de elemesitd de presién. Los
elementos se numeran a partir del primer tridangulo de la®malla gruesa o de
presion iniciando con sus cuatro elementos, y el orden en que Se numeran es:
el primer elemento de velocidad es el que esta en el vértice uno del‘elemento
de presion, el siguiente sera el que estd en el vértice dos, el tercero el que
estd en el vértice tres del elemento de presion y el nimero cuatro sera€l que
queda definido por las nuevas aristas. Figura 2.9.
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(=2}

Figura 2.9: El orden de la-numeracion/de los elementos depende de la nume-
racion local de los vértices delyelemente”de la malla gruesa

2.2.3. Numeracién de_aristas/de frontera

En algunas aplicaciones la numeracion de aristas frontera de velocidad
son necesarias es por ello que necesitamos detefminar su numeracién.

La numeracion de aristas de frontéra es semejante que en la malla gruesa,
es decir se numeran continuamente a partir del nodé tno que esta unido con
el siguiente nodo de frontera en sentido contrario dé la~manecillas del reloj.
En nuestro caso, los nodos frontera se han duplicado pues ya hemos obtenido
los nuevos nodos de la malla fina. Figura 2.10.
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arista nodol nodo?2

1 1 g

2 g 2

Figura 2.10: Los niimero$-dercoloriegro nos muestran la numeracion de las
aristas de la malla fina.

2.3. Graficacion del refimamiento de la malla

Para graficar la malla original y(la malla refinada utilizamos la subrutina
subgra.m. Se necesitan tener los arreglos de nodosy elementos, ademés de te-
ner identificadas las aristas de frontera, tener el arfeglo edges donde hallamos
todos los datos de las aristas de la malla gruesa, counter que es el niimero
total de aristas y tener identificado a cada elemento fitediante sus aristas.

El la subrutina subgra.m dibuja en azul la malla gruesa.y en rojo la malla
fina. Figura 2.11.



GAPITULO 2. REFINAMIENTO DE MALLAS TRIANGULARES 41

a3 ]

1.5 2 25 3 3a 4

Figura 2.11: La malla fina de color rojo y la malla gruesa es la de color azul.



Capitulo 3
Aplicaciones del mallado
triangular y refinamiento

En este capitulo se dardan dos aplicaciones del mallado y refinamiento de
mallas de dominios en 2D: 1a_cenvergencia del método de elemento finito y
la solucién de un problema deteenaciones diferenciales parciales con mallas
mixtas.

En la convergencia dél.método de elemento finito, se utiliza el refina-
miento de una malla para(selucionarnuméricamente un problema eliptico
con condiciones de frontera mixtas. Comenzaremos con una malla triangular
que llamaremos malla gruesa, la ental refinaremos varias veces. Para cada una
de estas mallas se aproxima la solucion del preblema eliptico, comparando el
tamano de la malla con el error deda aproximacion.

La segunda aplicacion del refinamiento de mallas se utiliza para la solu-
cién de un problema de ecuaciones diferenciales parciales con mallas mixtas.
El problema considerado es un problema de Tipo Stokes y es un ejemplo de
problemas donde es necesario usar dos mallas simultdneamente para apro-
ximar correctamente la solucion. Sélo se describira el problema sin mostrar
resultados numéricos, trabajo sustentado en [1].

3.1. Convergencia del método de elemento fi-
nito

En las siguientes secciones se describe el procedimiento para usar elmiéto-
do de elemento finito. Se obtendra la solucion numérica de un problema

42
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Yo W Ve

Yo

Figura®34=Un dominio w rectangular.

eliptico con condiciones de frontera mixtas de la forma

—vAu+ou” =N f, enw C R
u = go sobre g, (3.2)
0
a—z = g1 sobre 7 (3.3)

donde v > 0, a > 0, w es un rectangulo abierto cuya#rontera v = dw es la
union disjunta de v9 = Y01 U2 v 71 = Y11 U 712. Ver figira)3:1.

3.1.1. Formulaciéon variacional

Para aplicar el método de elemento finito al problema eliptico (3=1)-(3.3),
es necesario primero obtener lo que se denomina la formulacién varia€ional
del problema, la cual se obtiene utilizando los siguientes conjuntos definidos
como sigue:

V ={ve H'(w):v=gosobre v}
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W ={ve H(w):v=0sobre y},

En"lugar de resolver el problema diferencial descrito por (3.1)-(3.3), re-
solvemosgel problema integral que consiste en encontrar u € V' tal que

I//VwVvdxdy—l—oz/uvdxdy:/f vdxdy +/ g1 vdy,Yv e W (3.4)

71

A (3.4) se le conoce como la formulacién débil de (3.1)-(3.3) y una funcién
u que satisface (3.4) s€fama una solucién débil de (3.1)-(3.3). Obsérvese que
se resuelve un problemasintegral en lugar de un problema diferencial.

Si f € L*(w), se aplicarentonces el teorema de Stampachia (ver [5], pp.
176) con H = H'(w) y se éoncluye que existe una tinica solucién de (3.4) y

que
u:min{l(y/‘Vv|2+a/v2—2/fv—2/glv)}.D (3.5)
veV | 2 w ) w "

A la ecuacién (3.5) se le conoee ¢omo lafermulacion variacional de (3.1)-(3.3).
Asi que existe una unica solucign débil para-el-problema (3.1)-(3.3) y se tiene
quesi f, go y g1 son suficienteméntesuaves\(edntinuas, por ejemplo), entonces
la solucién débil también es la solugién clasica.

3.1.2. Espacios de elemento finito

En esta secciéon nos restringiremos al caso de que'w sea un rectangulo
como el descrito en el capitulo uno. Una vez obtenidagla formulacién varia-
cional para el problema eliptico, para obtener una aproximacion por elemento
finito es necesario tomar espacios V}, y W}, contenidos en lés.espacios V' 'y W
que intervienen en la formulacién variacional. Un espacio V4 Se forma de la
siguiente manera:

i) Se hace una discretizacién del dominio w por medio de tridngulos~/X satis-
faciendo (ver figura 3.2)
1) W= UK.
o ° °

2) K;NK; = ¢ para i # j. (K= interior de K).

3) Si K; y K son adyacentes dos de sus vértices deben coincidir, es decir,
no se permite que un vértice de K; sea punto interior de una arista de Kj!
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Figura 3:2:<Una diséretizacion de w.

ii) Se define un espacio V}, y los€lementos quie serdn base para tal espacio.
Con la triangulacién anterior def w!la cual sé.denota por 73, se asocian la
siguiente definicién y los siguientesfespacios de’dimension finita:

Definicion.-Sea 7, la coleccion de, tridangulos A que forman la particién
de w. Si K € 7, entonces se define a hx como eldidmetro del triangulo K,
esto es, la longitud del lado mas largo de K. Igualmente se define py como el
diametro del circulo inscrito en K. Se define

h = max hy.
Kery,

Definicion.Para K € 7, y w C R? se define
Pi(K)={p: K = Rp(z,y) = a+bx+cy},
Hy(w)={velC’w):v|ke P(K), VK € 1,},
Vi(w) = {v € Hyp(w) : un = go sobre 7o},
Wh(w) ={v € Hy(w) : v(n;) =0, Vn; € o}
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Figura 3°3) Funcién base local v!.

La base de Hj, son las fufigiones v que-estdn en Hj, y que toman los siguientes
valores:
h —
vi' (n) =0
para n; un vértice o nodo de la triangulacion.z,. Si se etiquetan los vértices
de 1 a N, entonces la base de “Hp~consta.dé tantos elementos como nodos
tenga la triangulacion. La base de-I¥p, se obtiene al quitar de la base de Hy,
las funciones v asociadas con los ‘medos qué pettenecen a 7. Es facil ver
que las v! son linealmente independiéntes y queCudlquier funcién u € Hj, se
o . N
puede escribir como una combinacion lineal de ellas, ésto es, {Ui }z‘:1 es una
base para Hj. En la figura 3.3 se ilustra una funciéi base v
espacio Hy, que se forma con los pasos anteriores@e le llama un espacio

Al H fi 1 t le 11
de elemento finito. Una vez hecho lo anterior se sustituye 'V}, por V y W,
por W en la formulacién variacional (3.4) para obtener el problema discreto
asociado:

{ Encontrar u;, € V}, tal que (3.6)

a(un, vp) =< f,vn >, Yo, € Wy,
donde

alup,vp) = 1// Vuy, - Vo, + « / UpUp
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< f,up >—/fvh+/ qropdry.
w T

Asumiendo_gtie {v?, ..,vﬁ,vzﬂ, ..,v]’{,} es la base para Hj y {v{‘, ..,UZ} es la
base para Wj, se’tiene que si u = (uq,..,uy) es el vector de aproximacién
para la solucién=ii

uj = up(nj), j=1,...,N.

Para n; el nodo j“de la,discretizaciéon de w entonces u; = go(n;) para j =

n+1,...,N,
N
h
up = E ujv;
=1

y que las u; deben satisfacer

n N
Zuja(v?,vg”) =fal > = Z uja(vlh,v?) ci=1,...,n, (3.7)
j=1 JjEnFL
o equivalentemente
Au = b (3.8)
donde a;; = a(v},vl) y by =< f, vl > — Z;.V:nﬂ uja(v},v)). La matriz A es

simétrica y definida positiva, por lo ‘eudl el vectof selucion u existe y es tinico,
asi que la aproximacién wu;, a la solucién u existé yfes tnica. Para el calculo
de los elementos de la matriz A se hace uso de la prépiedad de aditividad de
la integral y de la forma en que se discretizo el dominioww:

a;j = Z /K(I/szh . Vv? + ava;‘).

Ker,

3.1.3. Ejemplo Numérico

Se considera el dominio w en forma de L invertida definido pores ptintos
A=(-1/2,1/2), B=(1/2,1/2) yC = (0,0),a =1, v =1, go = G._gi =0
vy f(z,y) = (a + 2vn?)sin(mry). (Ver figura 3.4). Para los datos ant€rigres
se conoce la solucién exacta del problema (3.1) -(3.3), la cual es u(z,y) =
sen(mx)sen(my).
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Figura 3.4: Domfinioyw definidé por los puntos A, By C.

Para este ejemplo, se obtendréah variasgmallas para aproximar la solucion
al problema usando el método dé elements” fifiito, cada malla debe cumplir
con ser mas fina que la anterior. En cada case”se debe verificar que el error
obtenido en cada refinamiento se aproxime cada wvez mas a cero, esto es, se
debe verificar la convergencia del método de elemento finito.

La relacién entre el error y el pardmetro de discretizacion esta dado por:

e < Ch?, para alguna C > 0, (3.9)

esto es equivalente a la relacion

Ine<2Iln h+In C, para alguna C' > 0. (3.10)

Siguiendo las ideas descritas en el capitulo 1 en las secciones=~l .2 y 1.3,
definimos el nimero de divisiones en la base y altura del dominief~en la
figura 3.5 mostramos de manera grafica la primer malla utilizada con=iz.= 5
y ny = 5, donde las bases seran las fronteras 11 y 714, las alturas‘seran
definidas por las fronteras vy v 702; posteriormente se muestran los resultados
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al'refinarla cuatro veces haciendo que las siguientes mallas tuvieran el doble
de divisiones en nz y ny.

06

=

02r

04k

05 -Ddega 02 01 0 a1 02 03 04 05

Figura 3.5: Malla triangtlarpara el _ejemplo de la L invertida.

La numeracion de nodos, elementés y aristas‘es de la forma que se des-
cribié en los capitulos uno y dos. Récordemos ‘quetlos nodos se dividen en
interiores y frontera, donde en nuestras mallas los”primeros en numerarse
son los nodos frontera, los cuales para este caso se”podria pensar que son
aquellos que estan en la orilladel dominio, sin embargosmno es asi, solo son los
que estan sobre 7y, en la figura 3.6 mostramos cémo se mumeran los nodos,
no estan numerados completamente, el lector puede continfiar-la numeracion
continuando como se ha mostrado en el ejemplo hasta llegax al nodo 66.

Para mostrar la convergencia del método de elemento finito hemos obteni-
do cinco mallas, cada una siempre mas fina que la anterior. Se han ealculado
el valor de la arista mas grande de la malla obtenida h, el error-y”su$ res-

pectivos logaritmos naturales. Para calcular el error resolvemos la ‘ecuacion
(3.11).

e = Max|U(n;) — Uj| (3.11)
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Figura 3.6: Numeracion dé algmmos nodos en el dominio L invertida, el nodo
66 es el ultimo.

Cémo se mencion6 anteriorménte la malla se refiné cuatro veces y se
obtuvieron los resultados de la tabla de la figura 3.7.

nx h{nx) Error=e In h{nx) Ine

5 0.3882 1.32E-01 |-0.946234608, -2.024953356
10 0.2084 491E-02 |-1.568295969|\-3.013896244
20 0.1079 2.70E-02 |-2.226550407 |' -3.611918413
40 0.0549 1.07E-02 -2.90224193 | -4.537511538
80 0.0277 3.70E-03 |-3.586322866| -5.599422459

Figura 3.7: Célculo de las aristas més grandes y el error asociado a-¢stas para
las divisiones nx elegidas, con sus respectivos logaritmos.
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Lios datos de la tabla, muestran que el error es siempre més pequeno
cuande-la malla utilizada es mas fina que la anterior. Ademas que al graficar
h(nz).contra el error podemos observar siempre se cumple que los puntos
(In(h),Tn(e)) estan siempre por debajo de la recta | = 2 In h + In C, es
decir, la ‘pendiente de la recta que interpola los puntos: primero y ultimo
de los datos @btenidos, es menor que 2. Esto nos dice que nuestros calculos
efectivamenté#Son, correctos, el error esta cada vez mas cerca de ser cero,

figura 3.8.

1.40E-01 : . T T 8
1.206-01 / .
1.00E-01
/ g g
8.00E-02 /
P .
6.00E-02 / /
4.00E-02 / =
2.00E-02 /
rd i
0.00E+00 . . : . . /

0 0.1 02 03 G4 05

Figura 3.8: Si graficamos los punteside la tabla, siempre estan por debajo de
la recta con pendiente m = 2.

En la figura 3.9 se muestran las graficas de las séluciones exacta y aproxi-
mada, resultando que ambas son muy similares, sim”embargo no son iguales.
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solucion aproximada
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Figura 3.9: La solucién aproximada es muy parecida a la exacta en la mayoria
de sus puntos.

Si graficamos la difereneia de, la solucién exacta y la solucién aproximada,
observamos que en la nmayoria de los=modos la diferencia es muy pequena, sin
embargo el error se increménta.a medida que nos acercamos a los nodos que

se encuentran cerca del punto/(0.5,0.5), figura 3.10.
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Figura 3.10: Observe que el error aumenta cuando se egta)gerca del punto
(0.5, 0.5).
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3.2.  Resolviendo un problema tipo Stokes de-
generado.

En esta parte describiremos un ejemplo en donde se requiere utilizar si-
multaneameénte, el uso de una malla y su refinamiento, tal como lo mencio-
namos en el ‘eapitulo uno, es decir, es un problema de mallas mixtas, donde
se deben detertnimar dos variables dependientes y una de ellas se aproxima
en la malla gruesa y)la otra en la malla fina.

Usaremos un modelo,del tipo de masa consistente para ajuste de campos
de velocidades en dosidimensiones, a partir de datos discretos que representan
medidas sobre un dominie (2, esto es, el problema diferencial dado un campo
inicial u! : Q — R? se debe encontrar un campo ajustado u : Q — R? tan
cercano como sea posible alfinicial y A : 2 — R tales que:

S(u<ul)=VienQ,

Vu.=~07n Q , (3.12)

u'W:OenFN.

El conjunto € se considera=tina regiénsen R? con frontera 052, la cual est4
dada por 90Q =Ty Ty UT'p, en'el caso de gampos de viento, y para el caso
de agua 02 = 'y 'y, donde I'g_es la frongera natural, y I'y, I'p es el resto
de la frontera la cual es una fronteta artificial{’ cgemo se muestra en la figura
(3.11).

Z A

Figura 3.11: Regiones 2D para campos de velocidad
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Resolver el problema diferencial descrito por (3.12) es equivalente a re-
solver el problema integral: dado u’ : @ — R? se debe encontrar (u, \) tal
que:

/Su-vdx—l—/)\v'vdx:/Su1~vd:c, VveVn. (3.13)
Q Q Q

Para aproximarla solucién (u, \) del problema(3.13), donde u : R? — R?
pero A : R? — Ryse puede usar el método de gradiente conjugado (como
se puede ver en [1]); _lo, cual implica resolver por el método de elemento
finito problemas con 14 misma estructura que (3.13), pero para valores de A
conocidos, lo cual se sabesxesolver por ser problemas de tipo eliptico. Para la
aproximacién numérica de este tipo de problemas se utilizan mallas mixtas,
donde X se aproxima en la malla gruesa, mientras u se aproxima en la malla
fina.



Capitulo 4
Conclusiones

En esta tesis se abord6_el problema de mallar con tridngulos una region
irregular plana. Se trabajown algoritmo para hacer el mallado, partiendo de
un algoritmo para mallar wha'regién rectangular. Con el fin de poder usar
estas mallas computacionalmente, el mallado se resume en numerar los nodos
y tridngulos de la malla y construir dos arreglos, uno donde se guarden las
coordenadas de los nodesy otro donde se establezca qué nodos forman cada
tridangulo. Para esto es necésario establecer también una numeracion local de
los vértices de cada triangule.

Asociado con el problema.de mallado.€on tridngulos de una region, esta
el problema de refinar una mallagiel cual g@mbién se considerd en esta tesis,
y que consiste en que dada una malla, obtener otra mas fina dividiendo
cada tridngulo en cuatro subtriangglos. La nuéva malla obtenida se conoce
como un refinamiento de la original:” Una caracteristica que se le ha pedido
a este refinamiento es que considere la relacién entre triangulos originales y
nuevos, es decir dado un tridngulo original saber qué subtriangulos contiene y
a la inversa, dado un tridngulo de la malla fina saber a'qué triangulo original
pertenece. Esto es necesario para algunas aplicaciones donde se deben resolver
problemas que requieren usar simultdneamente una malla y/st refinamiento.

En este trabajo se muestran dos aplicaciones del uso/de) mallas y sus
refinamientos. En la primera aplicacion se verifica la convergencia del método
de elemento finito en la solucién de un problema eliptico particular® En este
caso es necesario resolver varias veces el mismo problema eliptiee pero en
diferentes mallas, siendo estas refinamientos sucesivos de una malla_efiginal.
Aqui cada vez que se resuelve el problema eliptico se utiliza solo unamalla.

o6
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lda segunda aplicacion consiste en mostrar un problema tipo Stokes de-
generado donde es necesario utilizar mallas mixtas, es decir, simultneamente
una malla y un refinamiento ya que en el problema intervienen dos funcio-
nes desconecidas que podemos interpretar como velocidad y presién y para
que el algorititho numérico usado sea estable, la presién debe aproximarse
en la malla ofiginal mientras que la velocidad debe aproximarse en la malla
refinada.
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