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Introduccion

El objetivo de esta tesis es el desarrollo del articulo [6], que extiende la férmula cldsica
de Gauss-Bonnet para region€s en superficies inmersas en el espacio euclidiano a cierto
tipo de regiones en variedades”lorentzianas.

En el capitulo 1 se aborda a las,variedades diferenciables, que en términos bastante
simples, son aquellos espacios que Jocalmente se parecen a alguin espacio R” y que tienen
definida una estructura que nos permite, hacer calculo. Haciendo uso de esta estructura
definimos la diferenciabilidad dé una funcién en una variedad para luego generalizarla a
funciones entre variedades. Otfa.de las esttucturas asociadas a una variedad es el espacio
tangente en un punto de la variedad-que es ¢l espacio vectorial de ciertas transformaciones
lineales que cumplen la propiedad-Ilamada regla del producto.

Una funcién diferenciable entre vari€dades origina una transformacion lineal, llamada
la diferencial de la funcién, entre los espacios tangentes en cada punto de la variedad. En
coordenadas locales, la diferencial de una funcion ti€ne, por matriz asociada a la matriz
Jacobiana de derivadas parciales. En este sentido, la\diferencial de una funcién es una
generalizacion de la derivada de una funcién entre subconjuntos de espacios euclidianos.
Definimos también a los campos vectoriales, funciones cuyosango es tomado en la unién
de todos los espacios tangentes de la variedad. De manera analega, una uno-forma en una
variedad es una funcioén cuyo rango es tomado en la union de los.duales de los espacios
tangentes en cada punto de la variedad. Las funciones cuyas diferenciales proporcionan
informacion local importante resultan ser aquellas con diferencial 'de rango constante.
Dos de tales funciones son: las inmersiones (funciones cuya diferencial enycada punto es
inyectiva) y las submersiones (funciones cuya diferencial en cada punte’es suprayectiva).
Las inmersiones son ingredientes esenciales para definir el concepto de subvariedad (como
ciertos subconjuntos de otras variedades). Finalizamos este capitulo con algunes tesultados
relacionados a espacios vectoriales de dimension finita con productos escalar€s.

Iniciamos el capitulo 2 definiendo los campos tensoriales en una variedad (opéradores
que generalizan la nocion de funciones diferenciables real-valuada, campos vectoriales y
uno-formas) que nos pemitirdn describir objetos de sumo interés que se pueden definif en
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unaw~variedad. Presentamos también a los campos tensoriales pero esta vez como secciones
de haces*tensoriales que nos permitirdn definir en primera instancia los componentes
tensofiales (funciones diferenciables en una variedad que definen a un campo tensorial
localmenite)s.el pullback de un campo tensorial covariante (el valor de una funcién originada
a partir dewna.funcion diferenciable entre variedades) y la derivada exterior (operador que
toma un campotensorial covariante alternante de tipo (0, k) y regresa otro de tipo (0, k+1)).

En este capitulo pondremos nuestra atencion a las variedades semi-riemannianas,
aquellas variedades.€n las que se define un producto escalar de indice constante en cada
plano tangente de la Variedad. Presentamos también un nuevo objeto en variedades, llamado
conexion. La conexion’de Levi-Civita es una conexion con dos propiedades adicionales
que garantiza su unicidad. Haciendo uso de esta tnica conexién podremos definir el
transporte paralelo a lo largosde una curva y a las geodésicas. Finalizamos este capitulo
con la definicién de curvaturaseccional en una variedad semi-riemanniana y como caso
particular una expresion en coordenadas para la curvatura en el caso de las variedades de
dimension dos.

En el capitulo 3 presentamos la\ nocién de un espacio vectorial lorentziano,
centrdndonos principalmente enslos espacios lorentzianos de dimension dos. Estudiamos
la nocion de dngulo entre doS yectores temporales en el espacio tangente de una variedad
lorentizana desarrollada en [5)¢" asi.comQ también la nocién de curvatura geodésica.
Terminamos este capitulo con el.enunciado.y da demostracion detallada del teorema de
tipo Gauss-Bonnet local para ciertasregiones dé un espacio-tiempo de dimension dos.

Dentro de las seccidénes de cada’ capitulo“Sesirdn especificando las referencias
consultadas para el desarrollo de cada una‘dejlas secciones o en su caso se mencionaran al
inicio de cada capitulo.




Capitulo 1

Variedades diferenciables

Entre los objetos con los@ue trabajaremos en esta tesis estdn las superficies lorentzianas
(las cuales, en particular, son variedades diferenciables) y las funciones diferenciables entre
variedades. Por esta razon iniciamos.este trabajo con un primer capitulo que trata con estos
temas.

1.1. Variedades diferenciables

En esta seccion presentamos una.serie de definiciones que se irdn retomando a lo largo
del texto y que pueden ser consultadas asmayor detalle en [8].

Consideremos un espacio topolégico.M..Recordémos que M es Hausdorff si para cada
par de puntos distintos p, g € M, existen subeonjunto$ abiertos disjuntos U,V C M tal que
p € Uy qg e M. El espacio topolégico M es’segundo contable si existe una base contable
para la topoldgia de M.

Un espacio topoldgico bastante conocido es el n-espacio euclidiano R", es decir,
R" ={(p1,....pn) | pi €R, paracada i = 1,.#73n}.
Tomando la suma de elementos en R como
P+q=Pn..pn)+ (G- qn) = (P1+q1 - P+ Gn)s
y la multiplicacién por un escalar a € R, como
ap = (ap, .. .,apn),

el espacio R" es ademds un R-espacio vectorial. En este espacio vectorial tefiemos el
producto interno euclidiano definido por

(1.1) P q=piqi+ -+ puqn.
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1.1. Variedades diferenciables

Estoshos permite definir la longitud de p € R" por la norma

Pl = vp - p.

y que a su vez permite definir la funcion distancia d : R" x R" — R por

dip,q) = llp —4ll.

Definimos la bela abierta B(p, r) con centro en p € R" y radio r > 0 por el conjunto

B(p,r)={qeR" | llp—gqll <r}.

Asi, recordemos que un sibconjunto U de R”" pertenece a la topologia o es un abierto de
R", si para cada p € U, existe# > 0 tal que B(p,r) € U. Como B(p,r) es un abierto de
R”, entonces el espacio euclidiano'es Hausdorff, ya que para p, g € R" tal que ||[p—¢|| < r
con r > 0, las bolas abiertas B(p{7y2) y B(gq,r/2) son conjuntos abiertos disjuntos que
contienen a p y ¢, respectivamente{ Y dado que el conjunto

B2{B(d1/n)| d e D,n N},

donde D es la coleccion de puntos-en R" cuyas coordenadas son niimeros racionales, es
una base contable para la topologia'de R”, entonces R” es segundo contable.

Un sistema coordenado de diménsién n o una\carta de dimensién n en un espacio
topolégico M es un par (U, ¢),donde U € M es abiertoy ¢ : U — U es un homeomorfismo
sobre un abierto U = ¢(U) de R". Llamaremos al conjunto U un dominio coordenado o
una vecindad coordenada. Sea p € M, diremos que (U, @) es un sistema coordenado de p
si U contiene al punto p. Si escribimos

o(p) = (x'(p), ..., x"(p)), paracada’ p&U,

1 ..., x" son llamadas las Junciones coordenadas’de ¢. Asi

las funciones x
goz(xl,...,x”):U—> U.

Si para cada p € M existe una carta de dimension n cuyo dominio coordenado contiene a
p, diremos que M es localmente euclidiano de dimensién n.

Definicion 1.1.1. Una variedad topologica de dimensiéon n o una n-variedadtopologica
es un espacio topolégico M que es Hausdorff, segundo contable y localmente euclidiano
de dimension n.




1.1. Variedades diferenciables

Por 1o mencionado anteriormente y debido a que (R”, Idr~) es un sistema coordenado
paracualquier p € R", tenemos que R” es una n-variedad topoldgica.

Debide- a nuestro interés de tratar con funciones diferenciables entre variedades,
debemos Censiderar un nuevo tipo de variedad llamada variedad diferenciable. El cual
serd una n-yartedad topoldgica con una estructura adicional ademds de su topologia. Ya
que la definicionide, esta estructura adicional estd basada en el cdlculo de funciones entre
espacios euclidiahos presentamos algunas terminologias bdsicas de estas funciones.

Una funcién f#_UKC R" — R definida en un conjunto abierto U C R", se dice que
es diferenciable, si todas.las derivadas parciales de todos los 6rdenes de f existen y son
continuas en cada punto.de U. Paracadai = 1,.. ., n, las funciones u' : R” — R dadas por

ul(pl’ .. ’pn) = PDi,
son llamadas funciones coordenadas naturales de R".

Una funcién F : U — R” definida.en un conjunto abierto U C R™, es diferenciable si
cada funcién componente F; = u' o\FV. U — R es diferenciable, paracadai =1,...,n. Si
ademads F es biyectiva con inversa diferénciable, F' es un difeomorfismo.

Esta estructura adicional al.quethaciamos mencion se construye a partir de una coleccion
de sistemas coordenados con ciertas,propiedades y que definimos a continuacion.

Definiciéon 1.1.2. Dos cartas (U, ¢);{(¥; ) de dimension n en una n-variedad topoldgica
M, son C* compatibles, si U NV =00 bien U (1 V)# 0 y las funciones y o ¢~!, ¢ o y~!
son diferenciables en sus respectivos dominios.

Observemos de la definicién anterior «que ¥ o ¢ 4 (U NV) — (U NV)y
oy L y(UNV)— oUNV), asi los conjuntos abiertes, o(U N V) y ¢ (U NV) de
R" son difeomorfos en el sentido usual.

Definicién 1.1.3. Un atlas diferenciable ‘A de dimension n en una n-variedad topoldgica
M, es una coleccion de cartas de dimension n en M que satisface las sigtiientes condiciones:

(A1) cada punto de M estd contenido en el dominio coordenado de alguna carta
coordenada de dimensién n en A,

(A2) cualesquiera dos cartas de dimension n en A son C* compatibles;

Haciendo uso de un atlas diferenciable queremos definir esta nueva estructuraen M que
nos permita hacer calculo de manera consistente en todo M. Pero diferentes atlag pueden
producir una misma estructura. Para incluir todos los atlas que dan origen a una misma
estructura en M se define lo siguiente.




1.1. Variedades diferenciables

Definicion 1.1.4. Un atlas diferenciable ‘A de dimensién n es maximal, si ‘A contiene a
cada.carta de dimension n en M que es C* compatible con cada carta de dimensién n en
A.

Proposicion) 1.1.5. Sea M una variedad topolégica. Cada atlas diferenciable A de
dimension n€mM estd contenido en un Unico atlas maximal.

Demostracion. Sea-A un atlas diferenciable de dimensiéon n, definimos A’ como el
conjunto de todas_las cartas de dimensién n en M tales que son C* compatibles con
cada carta de dimensién n contenida en A.

Claramente A C A’gpor lo que (A1) es inmediato. Para demostrar (A2), consideremos
las cartas (U, ¢), (V,¢) € A”.de dimensién n y demostremos que la composicién i o ¢! :
e(UNV) — y(UNV)esdiferenciable. Si U NV = 0, el resultado es inmediato. Entonces
supongamos que U NV # 0. Seax= ¢(p) € o(U N V) para algin p e UNV C M, como
A es un atlas diferenciable, existe una carta (W, ¢) € A de dimensién n tal que p € W. Ya
que cada carta en A’ es C* compatible con (W, ¢), las composiciones

po WU NW) - $(UNW)

Y oAU A W) — y(UNW)

son diferenciables. Ya que p € U NV/Q.W, entonces x = ¢(p) € (U NV N W) por lo que
pop l=@Wop No(poe™): gUNVNW S w(UNV NW)es diferenciable en
(U NV NW). Asi ¢ o ¢! es diferencfable en uridvécindad de cada punto en (U N'V).
Anélogamente, poy~! es diferenciable en ¢ (UNV). Porlo tanto A’ es un atlas diferenciable
de dimensién n. Sea (U, ¢) una carta de dimension n en M que es C* compatible con cada
elemento de A’, como A C A’, en particular (U, ¢) es G* compatible con cada elemento
de A, entonces por definicién (U, ¢) € A’, por lo que A’.€s maximal. Esto prueba la
existencia de un atlas maximal que contiene a A.

Supongamos que C es cualquier otro atlas maximal tal que A/C Cs (A2) garantiza que
C C A’. Pero entonces (A2) también implica que A’ C C. Por lo tante C = A’. .

Definicion 1.1.6. Una variedad diferenciable M de dimensién n o una n-variedad
diferenciable es una n-variedad topoldgica junto con un atlas maximal.

Como veremos en la siguiente seccion esta estructura adicional en wha) variedad
topoldgica, a la que llamamos atlas maximal, nos permitird definir a las{fiimciones
diferenciables entre variedades diferenciables.

Dado que solo trabajaremos con variedades diferenciables, de ahora en adelante una
variedad significard una variedad diferenciable. Un sistema coordenado o carta (U, p) en
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1.1. Variedades diferenciables

unasvariedad M, es una carta de dimension n que pertenece al atlas maximal de M. La
dimenSion n de una variedad M en algunas ocasiones serd indicada por la notacién M" o
bien simplemente diremos que M es una n-variedad.

Notemios)que debido a la proposicion anterior, para mostrar que una variedad topoldgica
en una variedad basta definir un atlas diferenciable.

Terminames esta seccion presentando algunos ejemplos de variedades.

» Ejemplo 1. Elz-espacio euclidiano es una n-variedad con el atlas maximal determinado
por el atlas diferenciable {(R”, Idg~)}. <

» Ejemplo 2. Sea S'=){x € R"™! | ||x|| = 1} la n-esfera unitaria. El espacio S" es
Hausdorff y segundo contable por ser un subespacio de R"*!. Paracadai =1,...,n+ 1
definimos

ULZ{(x) ..., x"™ Y esm | X' > 0).
De manera similar, sea
U™ = {(f). ., x" ) e s | ¥ <0}.

Consideremos la bola unitaria B” en R" y f : B” — R la funcién continua

f) =Y = flull?.

Entonces para cadai = 1, ..., n +lyel subconjunto abierto Ul.+ N S" en S" es la gréfica de
la funcién y
x = fed . x (X,

donde x' indica que x' es omitida. De mapeta similar, /™ N " es la gréfica de la funcién

X=X

As, las funciones continuas ¢7" : U N " — B" definidas por

cpii(xl, ouxMhy = (L x L X,

son homeomorfismos, ya que tienen inversas continuas ((,ol.i)‘1 : B> UF N §" dadas por

()", =@l N =l ).

Parai < j, tenemos las funciones diferenciables

o o ()Ml )y = N =l ),

donde la raiz cuadrada estd en la j-ésima posicion. Una expresion similar se obtiene para
j <i.Enelcasoi = j,lafuncién ¢ o (go;f")_l = Idg». Ya que cada punto en S estd en
un dominio de los 2n + 1 sistemas coordenados y que la coleccién {(U}, ¢7")} es ud atlas
diferenciable, entonces S” es una n-variedad. «




1.1. Variedades diferenciables

» Ejemplo 3. Sean M™ y N" variedades. Entonces M x N" es Hausdorff y segundo
contable.*Sea (p1, p2) € M™ x N", por lo que existen sistemas coordenados (Uy, 1) y
(U, ¢2)de p1 y pa, respectivamente. Consideremos la funcién producto

@1 X 21 Uy X Uy = ¢1(Ur) X 92(Uz) S R™ XR”

dada por
(01 X @2)(x1, x1) = (@1(x1), 92(x2)).

Ya que la funcién producto de homeomorfismos es un homeomorfismo, la funcion ¢ X @2
es un homemomorfismo..Ademads, la inversa de ¢ X ¢, es

(@1 %¢2) " (1, y2) = (07 1), @5 (12)).

Por lo que el par (U; X Ua, py*X_2) es un sistema coordenado de dimension m + n para
M™ x N™ tal que (p1, p2) € UyxU,. Sea (V] X Vi, 1 X i) otro sistema coordenado de
dimensién m + n para M™ x N" ¢uyo dominio coordenado contiene a (py, p2). Como

(W1 X ¥2) 0 (1 X @2) " Gsdn) = (W1 0 071, (W2 0 93 ) (y2)),

es diferenciable y dado que esto.ecurre para cada punto (py, p2) € M™ X N", la coleccion
de estos sistemas coordenados {(UpXx ¥, ¢X¢>)} de dimension n es un atlas diferenciable
de M™ x N". Esto hace de M x N* una variedad lamada variedad producto de dimension
m + n. Procediendo de manera similar podemo§ mestrar que el producto de variedades

ml PR mk
M X X M",
es una variedad de dimensién m; + - - - + myp. <

» Ejemplo 4. Sea M una n-variedad con atlas maximal A. Si U € M es cualquier
subconjunto abierto. La coleccion

Av={V,p) e A |V C U},

es un atlas diferenciable para U. En efecto, como p € U C M, existe'una carta coordenada
(W, ¢) para M cuyo dominio contiene a p. Tomando V = W N U, entences p € V' y
(V,¢ly) € Ay, por lo tanto Ay cumple (Al). La condicidon (A2) se siguestambién por
ser U abierto y el hecho de que los elementos de Ay son cartas coordenadas para M.
Asi, cualquier subconjunto abierto de una variedad de dimensién n es una, variedad de
dimensién n. Llamamos a tal subconjunto una subvariedad abierta de M. <




1.2. Funciones diferenciables

1.2%, Funciones diferenciables

Laséproposiciones y lemas que se presentan dentro de esta seccidn sin demostracion
pueden consultarse en [8].

Consideremios una funcién f que toma valores reales y estd definida en una variedad
M. Si (U, ¢) esunistema coordenado en M, entonces la composicién fop™! : o(U) = R
es llamada la expresiéon en coordenadas para | en términos de ¢.

Una funcién f +.M_ — R es diferenciable si para cada p € M existe un sistema
coordenado (U, ¢) de p.en'M, tal que la expresién en coordenadas f o ¢! es diferenciable
en el sentido usual.

Sea C*(M) el conjunto‘de.todas las funciones diferenciables de valores reales en M.
Si f'y g son funciones diferenCiables en M, también lo son la suma f + g y el producto
fg,haciendo de C*(M) un anillo.conmutativo. La nocién de diferenciabilidad se extiende
a funciones entre variedades como §igue.

Definicion 1.2.1. Sean M y N.ariedades. Una funcién F : M — N es diferenciable,
si para cada p € M, exiSten sistemasgcoordenados (U,¢) y (V,¥) de p y F(p),
respectivamente, tal que F(U) SV.y la funciony o Fop™! : o(U) — y(V) es diferenciable
en el sentido usual.

La funcién F = Y o F o ¢~! dadd ema definicién anterior es llamada expresion en
coordenadas para F en términos de ¢ ys

Una consecuencia de la definicion de funcion diferenciable es que la diferenciabilidad
implica continuidad.

Proposicion 1.2.2. Sean M y N variedades y F : M — N-una funcién diferenciable,
entonces F es continua.

Demostracion. Sea p € M, la diferenciabilidad de F' garantiza la €xistencia de sistemas
coordenados (U, ¢) y (V,¥) de p y F(p), respectivamente, tal que F(U) C\WV y la funcién
yoFop!:oU)— y(V)es diferenciable, y en consecuencia continua’Ya'que ¢ : U —
e(U)y ¢ : V — (V) son homeomorfismos, implica que

Fly=y ' o(oFogop:U—V

es continua, esto por ser composicion de funciones continuas. Es decir, para cadd p € M,
existe un abierto U que lo contiene tal que F|y es continua, por lo tanto F' es continualen
M. "




1.2. Funciones diferenciables

Isa siguiente proposicion ofrece un manera util de averiguar si una funcién continua
entre~variedades es diferenciable.

Proposieién 1.2.3. Sean M, N variedades y F : M — N una funcién continua. Si existen
atlas diferenciables {(U,, o)} y {(Vs, ¥5)} para M y N, respectivamente, tal que para cada
a, B, la funcibnryg o F o ¢! : 0o (Uy N F~1(Vp)) — y5(Vp) es diferenciable, entonces F
es diferenciable,

Demostracion. Sea’p € M, entonces existen cartas coordenadas (U, ¢q) y (Vp, ¥/p) tal que
pEUaaF(p)EV,By

WsoF ogy' : 0a(Uy NF (V) — ws(Vp),

es diferenciable. Como F es_eontinua, F ‘I(V,g) es un abierto en M y en consecuencia
U=U,NF _I(Vﬁ) es un abierfo‘tanto en U, como en M que contiene a p tal que

F(U) = F(Uy N F (Vp)YEF(Uy) N F(F~(Vg)) € F(Uy) N Vp C V.

Asi, (U, ¢olu) y (Vg, ) son sistemas\coordenados de p y F(p), respectivamente, tal que
FU) C Vg y ypoF o (esl)-ls= ypoF o ¢! es diferenciable, por lo tanto F es
diferenciable. .

» Ejemplo 5. Consideremos el (n=+1)-espacioseuclidiano R"*! y la n-esfera S” con sus
atlas diferenciables dadas en los ejemplos 1 y 2] réspectivamente. La funcién inclusién
1:S" < R™! es continua. Ya que la éxpresion en.coordenadas con respecto a cada una
de las cartas coordenadas en sus atlas diferenciables eSta.dada por

Pul, ... u")=1Idgnoio (gol-i)_l(ul, L ut)
=@, N = (w2 e i),

la funcion inclusion es diferenciable en su dominio. <«

A continuacién se presentan algunas propiedades de las funcionesvdiferenciables.

Proposicion 1.2.4. Sean M, N y P variedades.

(1) Cada funcién constante ¢ : M — N es diferenciable.
(2) La funcién identidad Idy, de M es diferenciable.

(3) Si U C M es una subvariedad abierta, entonces la funcion inclusién 1 : U <—{Mles
diferenciable.




1.2. Funciones diferenciables

@.SiF: M — NyG:N — P son diferenciables, entonces Go F : M — P es
diferenciable.

Definicién1.2.5. Un difeomorfismo entre variedades M y N es una funcién diferenciable
F : M —{N_que tiene una inversa diferenciable.

Diremos que M y N son variedades difeomorfas, si existe un difeomorfismo entre ellas.
La teoria de variedades puede definirse como el estudio de las propiedades de variedades
que se preservan bajo difeomorfismos.

Algunas propiedades deslos difeomorfismos son las siguientes.

Proposicion 1.2.6. Sean M, N y P variedades

(1) SiF: M — NyG N — P son difeomorfismos, entonces G o F es un
difeomorfismo.

(2) Si F : M — N en un difeomorfismo, entonces F es un homeomorfismo.

(3) SiF: M — N esun difeomorfismo.y-U es una subvariedad abierta de M, entonces
Fl|y : U — F(U) es un difeomorfismo.

» Ejemplo 6. Sea M una n-variedad'y (U, ¢)tUnarcarta en M, entonces ¢ : U — ¢(U) es
un difeomorfismo. En efecto, observemos’que en.este-caso un atlas diferenciable para U y
¢(U) estan dados por {(U, ¢)} y {(¢(U)Idy,w))}, veéspectivamente. Como Id,) o ¢ o !
ypoplo (Id‘p(U))‘1 son iguales a Id,g7)s1as funciones ¢ y ¢! son diferenciables.

Reciprocamente, sea F es un difeomorfismo entre un“Subconjunto abierto V C M y un
subconjunto abierto V C R". Para cualquier sistema coordenado (U, ¢) en M, las funciones
Fo ¢!y ¢! o F son diferenciables, en consecuencia F perténece al atlas maximal de M,
y asi F' es un sistema coordenado en M. «

Si f € C*(M), el soporte de f, denotado por supp f, es la cerradura del conjunto de
puntos donde f es distinto de cero:

suppf={peM : f(p)# 0}.

Lema 1.2.7. Sea M una variedad diferenciable. Para cualquier subconjunto cefrado A C M
y cualquier subconjunto abierto U de M que contiene a A, existe una funcién f & C*(M),
llamada bump function para A, tal que

(1) 0 < f(p) < 1paratodo p € M.




1.3. Vectores tangentes

(2). f(p) = 1 para todo p € A.
Gysupp f C U.

Definicion'1:2.8. Sea A C M un subconjunto arbitrario de la variedad M. Una funcién
f A — R"_eSdiferenciable en A, si existe un conjunto abierto U C M que contiene a A
y una funcién diferenciable f : U — R" tal que f|s4 = f.

Por ultimo, preseéntamos el siguiente resultado llamado lema de extensiéon para
Junciones diferenciables.

Lema 1.2.9. Sean M und variedad, A C M un subconjunto cerradoy f : A — R¥ una
funcién diferenciable. Para cualquier subconjunto abierto U de M que contiene a A, existe
una funcién diferenciable f¢ M — R* tal que f|a = f y supp f cUu.

1.3. Vectores tangentés

Las definiciones presentadas_en esta=seceion son tomadas de [2]. Uno de los pasos
importantes para trasladar el calCulo-en R"”a una variedad arbitraria consiste en precisar
adecuadamente el concepto de vector tangente.

Definicion 1.3.1. Sea p un punto de una‘’variedad M. Un vector tangente a M en p es una
funcién v : C*(M) — R que es

(1) lineal: v(af + bg) = av(f) + bv(g), y

(2) cumple la regla del producto: v(fg) = f(p)v(g) + g(pw(f),

paratodoa,b e Ry f,g € C*(M).

Para cada punto p € M, T,M denotara al conjunto de todos los vectores tangentes a M
en p. Las definiciones usuales de sumas de funciones y la multiplicacién pox un escalar:

v +w)(f) = v(f) + w(f),
(av)(f) = av(f),

paratoda f € C*(M)y a € R, hacen del conjunto 7,,M un espacio vectorial real Jlamado
el espacio tangente a M en p.
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Déefinicion 1.3.2. Sean M una n-variedad, p € My (U,¢ = (x!,...,x") un sistema
coordeénado de p. Si f € C*(M), se define

0 0
a—f.(p) = (f cp )(gp(p)) paracada 1 <i <n,
xl
donde u!, ... u" son las funciones coordenadas naturales de R”.
La funcién 5
Oilp= —| :C(M)—>R
oxt »
of

definida por 0;|, f = —=(p),ses un vector tangente a M en p. En efecto, sean a,b € Ry
X
f,g € C*(M), entonces

(7]
diptaf + by = ZEEE 8 )

oo 00D i
u

z i_(a< o & M) + blg o ¢ e(p))

- a2 )< 252 4 )

= a—(p) (P)
= aaz |pf + bo; |pg,

por lo que d;|, es R-lineal. Cumple la regla del producto, ya gue

5(fg)

Ailp(fg) = ——=(p)

1
- a0 0 928 )y
u

_ 0 o -1 o -1
= 55 ((feoe g o v )e(p)
a(g so h

f
Oxt )

= f(p)o; |pg + g(p)az"pf-

é‘(fso)

=(fo ¢_1)(90(p)) (@(p) + (g © ¢ )Ne(P)) ————<(&(p))

11
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Lema 1.3.3. Sean M una variedad,pe M yv € T,M.

(1) Si f,g € C™(M) son iguales en una vecindad de p, entonces
v(f) = v(g).
(2) Si f €' €°(M) es una funcion constante, entonces v(f) = 0.

Demostracion. (1)~Sea h = f — g, por linealidad es suficiente mostrar que v(h) = 0
siempre que h7=-0 en una vecindad W de p. Consideremos el conjunto cerrado
A = {p}, el cual‘esta contenido en W, por lo que existe una bump function u en p
tal que u(p) = 1 en Ay suppu C W.Sea x € M. Si x € W entonces h(x) = 0. Si
x € M\W, entonces #(x),= 0, ya que suppu C W. Por lo tanto hu = 0 en M. Por
otra parte, v(0) = v(0 + 0).=v(0) + v(0) implica, v(0) = 0. As{

0 = v(hu)= h(p)v(u) + u(p)v(h) = v(h),
yaque h(p) =0y u(p) = 1.
(2) Si fi es una funcién constante igual a 1, entonces

v(f) = v(fefD))= A0) + filp)v(fi) = 2v(f).

Asi v(fi) = 0. Ahora, si f(x) =«"en M, donde c es una constante, implica

v(f) = ¥(chi) = enfi).= 0.

Observacion 1. El lema anterior es una manera de expresarehhecho de que los vectores
tangentes son objetos locales. Si U es un conjunto abierto en M, como subvariedad abierta,
U tiene un espacio tangente 7,U en p € U. Si f € C*(M), entonces'f |y € C*(U), ya que
flu = f ot donde ¢ : U M es la funcién inclusion. Definimos

. T, U — T,M
vV +— v:C®M) — R
= () =v(fl).

La funcién ¢ es un isomorfismo lineal. Por esta razon escribimos T,U = T,M.

El siguiente resultado nos permite relacionar los sistemas coordenados y los veCtores
tangentes en una variedad.

12
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Téoréma 1.3.4. Sean M una n-variedad, p € M y (U,¢ = (x!,...,x") un sistema
coordénado de p, entonces sus vectores coordenadas 9|, . . ., d,|, forman una base para
el espacio tangente T,M, y

v(x') d; |, paratodo v € T,M.

n
Vv =

i=1

Demostracion. Por lafobservacion anterior podemos trabajar tnicamente en la vecindad
coordenada U de ¢.Sinpérdida de generalidad, podemos asumir que ¢(p) = 0 € R" y que
ademas ¢(U) = {qg e R™}\||g|| < €} para algtin € > 0.

Sea g : ¢(U) — R una funcién diferenciable, entonces para cada 1 < i < n definimos

1
0
g,-(q):/ —g(tq)dt, paratodo g € ¢(U).
0 ou'

Usando el teorema fundamental del/€élculo se sigue que

n

3(q) =2(0) + " 1(g)i(q). con g€ ¢(U).
i=1

Si f € C®(M), tomando g = f o\@¥ ;se cumple que

f=flpyF)  fixen U,
=1

S 0
donde f; = (gio¢) : U > Ry x' = u' o ¢. Aplicando g a f tenemos
X

P

PN g P

X+ZX(p)ﬁ f}',
=1

p

0 - 0
ﬁpﬁ;ma)@p

xj:O,siiqtj,y

. Jd
x/ =1 cuandoi = j, P
p ax'l,

por lo tanto fi(p) = 6—f.(p), ya que i
oxt 0x

1

x/(p) = O0paracadal < j < n. Asi

V() =0+ D V(X () + ) Fpv(x)
i=1 i=1

_\9f iy — n 9
_;8xi(p)v(x)— (Z v(x") ﬁxi'[,) (f)-

i=1
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n
Ya‘que esto se cumple para todo f € C*(M), entonces v = Z v(x') 8] b
i=1

Resta=mostrar que los vectores coordenados son linealmente independientes. Si
n

Zai Oilp =#0, donde cada a; € Ry 0 € T,(M) tal que O(f) = 0 € R, para todo
i=1
f € C®(M), entonces la funcién x/ cumple que
n .
0= Za,- Oilpx) =aj, paracada 1<j<n.
i=

1.4. Diferencial de‘una funcion

La referencia usada para estd seccion'es [2]. En la seccion anterior, a cada punto de una
variedad M le asociamos un espacio vectorial real 7, M al que llamamos espacio tangente
a M en el punto p. Ahora, dadé.una funcién diferenciable F : M — N, asociamos a cada
punto p € M una transformacion Jlineal entre Jos espacios tangentes 7, M y Tr(,)N. Antes
de presentar la definicion de esta ‘transformacién lineal notemos primero que siv € T,M,
entonces la funcién

Vi €T (N) =R,

que envia a cada g € C*(N) a v(g o F), es un vector tangente a N en F(p). Para probar la
linealidad de v consideremos a, b € Ry f, g € C*(M), entonces

vr(af +bg) =v((af +bg)o F)
=v(a(f o F)+b(g o F))
=av(foF)+bv(goF)
= avp(f) + bvr(g).

Cumple la regla del producto, ya que

vi(fg) =v(fgo F)=v((foF)(goF))
= f(F(p)v(go F)+ g(F(p)v(f o g)
= f(F(p)vr(g) + g(F(p)vr(f).
Definicion 1.4.1. Sea F : M — N una funcién diferenciable. Para cada p € M, définimos

la funcion
de :TyM — Tr)N,

14
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llamada la diferencial de F en p, como sigue. Para cada v € T,M, dF,(v) es el vector
tangente a N en el punto F(p) tal que

dFp(v)(g) = v(g o F),
para toda g &G (N).
Observemos'que, dF), : T,M — Tp,)N es una transformacion lineal, ya que si g €
C*®(M), entonces

dFy(av + bw)(g) = (av + bw)(g o F)
=av(go F)+bw(goF)
= (adF,(v) + bdFy(w))(g),

paratodoa,b e Ryv,w € T,M.

Lema 1.4.2. Sean F : M — N" una\funcion diferenciable entre variedades y p € M. Si
(U, = (x',...,x™)) es un sistema‘eootdenado de p y (V, ¥ = (¥',...,¥")) es un sistema
coordenado de F(p), entonces

0 0y o F) 0
| o )= 2o P 5y
T ok Y F@p)
paracadai < j < m.
. 0
Demostracion. Seaw = dF), | | Como w € Tr»dV, por el teorema 1.3.4, podemos
X
p
escribir .
0
w = w(y') — .
2; O lr )

Por la definicion de diferencial de una funcidon tenemos

)@)—

)4

i=1

a _0(y'oF)

= dF, .
w(') PP

()

Por lo tanto,

F(p)

d ~ d(y' o F) d
oyl =2 P 5y
Vi) = 9% Y

15



1.4. Diferencial de una funcién

Haciendo uso de este lema, tenemos que la matriz de dF), con respecto a las bases
coordeénadas es ,
(é‘(y’ o F)

W(P)) )

SIS 1>

llamada la-matriz jacobiana de F en p relativaa ¢ y .

Lema 1.4.3. Sean ' : M — Ny G : N — P funciones diferenciables, y p € M.
(1) d(G o F)y(= dG(p) o dF,.
(2) d(IdM)p = IdTpM . TpM — TpM.
(3) Si F es un difeomorfismo, entonces dF), : T,M — Tr(,M es un isomorfismo lineal

y (dFp)™" = d(F~)gg).

Demostracion. (1) Siv € TzMYy f € C*(M), entonces
d(G o F)gv)(f) =v(f o G o F) =dF,(v)(f ° G)
= dGr)(dF,(v))(f)
= (dGF(p) o dFp)(v)(f).
(2) SiveT,My f e C*(M)stenemos'que
A1) (50 7 v(F €Jdg) = v(f) = 1dr, () F):

(3) Como F es un difeomorfismo_tiene invertsa G : N — M talque Go F =1Idy y
F o G = Idy. Por lo tanto,

dGF(I’) ° dF[? = d(G o F)p = d(IdM)p = IdTPM,
dF(Gorp) © dGF(p) = d(F 0 G)p(p) = d(1dy)Fr(p) = 7, N

Asi, tomado G = F~! obtenemos que la inversa de dF), ¢€s (de)_1 =d(F™) F(p)- .

La demostracidn del siguiente teorema se puede consultar en [9] y.formula en términos
de variedades el teorema de la funcién inversa.

Teorema 1.4.4 (Teorema de la funciéon inversa). Sea F : M — N una funcion
diferenciable. La diferencial dF, en un punto p € M es un isomorfismo' si y solo si
existe una vecindad V de p en M tal que F|y es un difeomorfismo de V sobre,una vecindad
F(V)de F(p)en N.

La demostracion del teorema anterior aplica el teorema clasico de la funcidnsinversa
a la expresion en coordenadas para F' cerca de p . Como resultado de este teorema; una
funcion diferenciable F : M — N tal que cada dF), es un isomorfismo es llamado un
difeomorfismo local. Si F es biyectiva, entonces es un difeomorfismo.
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1.5. Campos vectoriales

1.5%, Campos vectoriales

Lasédemostraciones de las proposiciones y el lema que se presentan en esta seccion
pueden cansultarse en [2]. Sea M una variedad, definimos el haz tangente de M, denotada
por TM, como la unién disjunta de todos los espacios tangentes en cada punto de M:

™ = | | T,M.
pPEM

Debido a que M es tnaunion de conjuntos disjuntos, entonces siv € TM, v € T,M para
un tnico p € M. Por esta'tazén podemos considerar la funcién proyeccion © : TM — M
que envia cada v € TM al punto p en M. Notemos que la imagen inversa de 7 en un punto
p € M es precisamente el espacio tangente a M en p, es decir, nl(p) = ,M.

La siguiente proposicion muestra que el haz tangente 7M es una variedad cuya
dimensién es la misma que la de'M,

Proposicion 1.5.1. Sea M una n-variedad. El haz tangente T M tiene una topologia natural
y un atlas maximal que lo convierte en'una variedad de dimensién 2n. Con respecto a este
atlas maximal, la funcién proyeeecién m ;" T'M'— M es diferenciable.

Observacion 2. Un sistema coordenado en T M*cuyo dominio coordenado contiene a v €
T,M es de la forma (n=1(U), @), tal' Guerexiste un'sistema coordenado (U, ¢ = (x', ..., x"))
de M con p € U y la funcién @ : 7~ ' (#).= ¢(U). xR" est4 definida por

e(v) = (' (p), L 2" (p), W V1),

donde v = > v'9;|,, y con funcidn inversa
i=1 14

n

o v v = Z v"a,-|¢_1(x).
i=1

Definicion 1.5.2. Un campo vectorial en M es una funcién continua/X : M — TM tal
que
moX =1Idy.

Notemos que 7(X(p)) = p, por lo tanto X(p) € T,M. Asi, de maneral eguivalente,
un campo vectorial en M es una funcion continua X que asigna a cada punto, p € M
un vector tangente X(p) € T, M. Para evitar expresiones como X(p)(f) con f € C™(M),
escribiremos el valor de un campo vectorial X en p como X), en vez de X(p).
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1.5. Campos vectoriales

Si.X es un campo vectorial en M y f € C*(M). Definimos la funcién Xf : M — R
por

(1.2) Xf)p) =X,(f). peM.

La siguiente proposicion resalta la utilidad de la funcién (1.2).

Proposicion 1:5.3. Sea M una variedad. Entonces un campo vectorial X : M — TM es
diferenciable si y sole’si para cada subconjunto abierto U C M y cada f € C*(U), la
funcién X f es diferenCiable en U.

La suma de campos-vectoriales en M y la multiplicacion por una funcién f € C*(M)
se definen de la siguiente manera:

(fX)p = f(P)Xp
X+Y),=X,+Y,

paratodo p € M. Si X y Y son diferengiables, entonces los campos vectoriales X +Y'y f X
son diferenciables. Estas dos operacienes hacen al conjunto X(M) de todos los campos
vectoriales diferenciables en M un moédulo sobre el anillo C*(M).

Si (U, = (x!,...,x") es un'Sistema coordenado en M, entonces paracada 1 <i < n,
el campo vectorial d; en U que envia a cada ps€ U a ¢;|, es llamado el i-ésimo campo
vectorial coordenado de ¢. Ya que 8;(f) =0 f /@%", por la proposicién anterior, los campos
vectoriales d;|, son diferenciables. SesSigue del teorema 1.3.4 que para cualquier campo
vectorial X y p € U,

i
Xp = Z Xp(xl)ailp,
i=1

el cual, omitiendo el punto p, solo escribiremos como
n
X = ZXx’@i, en U.
i=1

Las funciones Xx' : U — R, son llamadas las funciones componentes de X con respecto
a .
En el plano euclidiano, por ejemplo, a menudo denotamos a las funciones.coordenadas

naturales por x, y como en célculo usual; entonces los campos vectorialess«€oordenados
son denotados por dy, 9.

Sean X, Z € X(M), definimos el campo vectorial [X, Z], llamado el corchete de Lie de
Xy Z, como sigue

[X. Z1,(f) = Xp(2f) = Z,(X f)
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paracadap e My f € C*(M).

Lasdemostracion del siguiente lema es consecuencia de la definicién de corchete de
Lie.

Lema 1.54. Sean a,b € Ry X,Y,Z € X(M). La operacion corchete de Lie cumple las
siguientes propiedades:

(1) R-bilinealidad?

[aX + bY,Z] = a[X, Z] + b[Y, Z],
[X,aY + bZ] = a[X,Y] + b[X, Z].

—

(2) Propiedad antisimétrieat [ X, Y] = —[Y, X].

(3) Identidad de Jacobi: [ X, [Y4Z]] + [V, [Z, X]] + [Z,[X,Y]] = 0.

1.6. Uno-Formas

Las demostraciones de las preposiciones_y el lema que se presentan en esta seccion
pueden ser consultadas en [8]. Sean M una vatiedad.y p € M. El espacio dual T;M del
espacio tangente T, M es llamado el @spacio cotangente de M en p. Los elementos de
T;M , llamados covectores, son transformaciones liicales de 7,,M en R. Definimos el haz
cotangente T*M de M como la unién disjunta de todosTos espacios cotangentes de M:

T*M = ]_[ /M.
PEM

Al igual que el espacio tangente, consideramos la funcién proyeccion  : T*M — M que
envia a € T;M apeM.

Proposicion 1.6.1. Sea M una n-variedad. El haz cotangente 7" M- tiene, una topologia
natural y un atlas maximal que lo convierte en una variedad de dimensién 2n.'Con respecto
a este atlas maximal, la funcién proyeccién w : T*M — M es diferenciable.

Definicion 1.6.2. Una uno-forma en M es una funcién continua w : M — T M tal que
mow = Idy,

es decir, wenviap € M awy € T, M.
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Si.w es una uno-forma en M y X es un campo vectorial en M, definimos la funcién
wX #M_ + R por

(WX)(p) = wp(X,), peM.

Proposicion’1.6.3. Sea M una variedad. Entonces una uno-forma w : M — T*M es
diferenciable”si y sé6lo si para cada subconjunto abierto U € M y cada X € X(U) la
funcién wX es diferenciable en U.

Sea X*(M) el eonjunto de las uno-formas diferenciables en M. Se definen la suma de
uno-formas y el produeto por una funcién de valores reales como sigue:

(w+mn)p =wp+ 1),

(fw)p = f(P)wp,
para toda p € M. Con estas operaciones, X*(M) es un modulo sobre C*(M).
La siguiente definicion permite obtener uno-formas a partir de funciones.

Definicion 1.6.4. La diferencial de f-e:C*(M) es la uno-forma df : M — T*M tal que
para cada p € M, la funcién dfj,’e T;M estd definida por

dfpy(v) zv(f),

paracadav € T,M.

La funcién diferencial df es una uno-forma difetenciable. En efecto, la linealidad
de df, : T,M — R para cada p € M se'sigue dea, linealidad de v € T,M. Dado
que (df)(X) = Xf para cada X € X(M), por la propesicion 1.5.3, la diferencial df es
diferenciable.

Observacion 3. En el caso de una funcion diferenciable ¢f\) M — R, tenemos dos
definiciones diferentes de la diferencial de f en un punto p € M. En la seccién 1.4,
definimos df, como una transformacion lineal de T,M a Ty, R. Mientras que en esta
seccion es una uno-forma cuyo valor en el punto p es una transfofmacion lineal df, de
T,M a R. Considerando el isomorfismo canénico lineal entre R y T¢,)R\que envia x a
x017(p)> dfy y €l valor de df en el punto p son la misma funcién.

Si (U, ¢ = (x!,...,x™) es un sistema coordenado en M, las uno-formas.coordenadas
dxl, ..., dx" proporcionan una base dual a los campos vectoriales coordenadosS.diy,. . ., Oy,
ya que paracadap € U,
ox' 0, si i#],

.(p)zél'j, donde 6,'j :{ 1’ si i:j.

dX;(aj |p) = ﬁ
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1.6. Uno-Formas

Es decir, para cada p € U, dxi ..., a’xl’j es la base para T[’,"M dual a la base 91|, .. ., 0l
paraZ}, M:. Por lo que dado una uno-forma w, existen a; € R, para cada 1 < i < n, tal que

n

(1.3) wp = aidx,

i=1

Ya que

n

wWp(Ojlp) = Zai dx(0;lp) = aj, paracada 1<j<n,
i=1
de (1.3) obtenemos,

n
_ i
Wp = pr(ailp) dx,,
i=1
expresion que simplemente esefibiremos como

szwd—dxi en U.
i=1

Las funciones wd; : U — R, son,llamadas las funciones componentes de «w con respecto
a .

0
En particular, si f € C*(M),entonces como.df (9;) = 8f"
xl
n
0 .
(1.4) df = —f dx'\.en, U.
P oxt
» Ejemplo 7. Sea f(x,y) = x> — y? en R, entonces
2 _ .2 2 _2
dfza(x Y) g4 O y)dy
0x 0y
= 2xdx —2ydy. <«

Lema 1.6.5. La diferencial tiene las siguientes propiedades:

(1) d:C*®(M) — X*(M) es lineal.
(2) Satisface la regla del producto: si f, g € C*(M), entonces

d(fg) = gdf + fdg.

(3) Sean f € C*(M), J C R un intervalo abierto que contiene la imagen de, f y
h : J — R una funcion diferenciable, entonces

d(ho f)=(h o f)df.
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1.7. Inmersiones, sumersiones y subvariedades

1.75, Inmersiones, sumersiones y subvariedades

Lasddefiniciones presentadas en estd seccion son tomadas de [8]. Sea F : M — N una
funcion diferenciable. El rango de F en p € M es el rango de la transformacién lineal
dF, : T,M & Tr,)N; o de manera equivalente, es el rango de la matriz jacobiana de F,
o bien la dimension de ImdF, C Tr(,)N. Si F tiene el mismo rango k en cada punto,
decimos que tien€ rango constante y escribimos rank F' = k.

Definicion 1.7.1. Unasinmersion F : M — N es una funcion diferenciable tal que dF), es

inyectiva para cada p,€ M.

Una curva en una variedad M es una funcion diferenciable a : I — M, donde I es un
intervalo abierto en R. Para etalquier 7 € I, la velocidad o’ (1)) de «, es el vector

o'l da | ) € Ty M,
donde d/dt|;, es la base estdndar en"T; R\ Otras notaciones comunes para la velocidad son
da da
Uto)w —(10), —
il Gw7 v G|

Si [a, b] es un intervalo cerrade-en.R, un‘segmento de curva @ : [a,b] — M es una
funcién que tiene una extension diferen€iable a'un intervalo abierto que contiene a [a, b],
esto es, existe una curva @ : I — M tal{que [a, b] Estdcontenidaen I y a|j,p) = @. Asi, &
estd bien definida incluso en los puntos afb € [a, b].

» Ejemplo 8. Siy : / — M es una curva én M, entonees#y es una inmersién si y s6lo si
y'(s) # 0, paracada s € J. <

Definiciéon 1.7.2. Un encaje F : M — N es una inmersiongdnyectiva que es también un
encaje topoldgico, es decir, es un homeomorfismo sobre su imagen F(M) C N con la
topologia de subespacio.

» Ejemplo 9. Sean My, ..., My variedades y p; € M; puntos arbitrarios, la funcién
ijZMj - M| X--- X M;
dada por

i@ =0, ... P e ph)

es un encaje. En particular, la inclusién ¢ : R” < R"** dada por

c(x L =G L x0,...,0)

€S un encaje. «
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1.8. Formas bilineales simétricas y productos escalares

Definicion 1.7.3. Una sumersion F : M — N es una funcién diferenciable tal que dF), es
suprayectiva en cada punto p € M.

» Ejemplo 10. Sean M, ..., M; variedades, cada proyeccion
mo M X XM > M;

es una sumersiénsEn particular, la proyeccién 7 : R” x R¥ — R” sobre las primeras n
coordenadas es upa Sumersion. <«

Definicion 1.7.4. Unasubvariedad de una variedad M es un subconjunto S € M tal que

(1) S esuna variedad con la topologia de subespacio,
(2) la funcién inclusién ¢ ;8 < M es una inmersion.
Si S es una subvariedad de M"y*F : M — N es una funcién diferenciable, entonces

la restriccion F|g de F a S también es una funcion diferenciable, ya que F|s = F oi. En
particular, si f € C*(M), entonces fig-€ C>(S).

1.8. Formas bilinealéssimétricas y productos escalares

Algunos de los resultados en esta’seeeion se'presentan sin demostracion, que pueden
encontrarse en [2] y [3], por ejemplo. Censideremos un espacio vectorial V de dimension
finita en R.

Definicion 1.8.1. Una forma bilineal B en V es una funcion’'B : V x V — R, que es lineal
en cada una de sus variables:

B(avy + bvy,w) = aB(vi,w) + bB(v, w) y
B(v,cwi + dwy) = ¢cB(v, w;) + dB(v, w»),

para todo v, v, vo, w,wi,wp € Vytodoa, b, c,d € R.

Una forma bilineal B se dice que es simétrica si B(v,w) = B(w, v), paratodo v,w € V,
y se dice antisimétrica si B(v,w) = —B(w, v) para todo v, w € V. Consideratemos solo el
caso simétrico.

Definicion 1.8.2. Una forma bilineal B en V es

(1) definida positiva (negativa), si B(v,v) > 0 (< 0), parav # 0;
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1.8. Formas bilineales simétricas y productos escalares

(2)=semidefinida positiva (negativa), si B(v,v) > 0 (< 0), paratodov € V;

(3) a#to degenerada, si B(v,w) = 0 para todo w € V implicav = 0.

Adem@s, B es definida siempre que una de las dos alternativas en (1) se cumple, y B
es semidefinida, si cualquiera de las dos alternativas en (2) se cumple. Si B es definida
entonces es sémidefinida y no degenerada.

Si B es una formasbilineal simétrica, entonces para cualquier subespacio W de V la
restriccion Blwyxw, quedenotaremos simplemente By, es nuevamente bilineal y simétrica.
Si B es definida (semidefinida) también lo es By .

Definicion 1.8.3. El indice r.de una forma bilineal simétrica B en V es el entero mas
grande que es la dimensién-derun subespacio W C V en el que B|y es definida negativa.

En consecuencia 0 < r <dimV,y r = 0siy sélo si B es semidefinida positiva. La
funcién Q : V — R dada por Q@) = B(v,v) es la funcién cuadratica asociada de B. A
partir de Q, podemos reconstruir B Con ayuda de la identidad

Blf= 5 (00 +w) - 00) - 0(w).

Siey, ..., e, esunabase paraVyla matriz(b;;) = B(e;, ¢;) de n x n es llamada la matriz
de Brelativaa ey, . . ., e,. Ya que B-gs.simétricas la matriz (b;;) es simétrica. Claramente
(b;j) determina B ya que

n

n n
B Zviei,ijej = Z Vinbl'j
1 j=1

i= j= i,j=1

Lema 1.8.4. Una forma bilineal simétrica es no degenerada si.y,s6lo si su matriz relativa
a una base cualquiera es invertible.

Demostracion. Sea ey, ..., e, una base para V. Si v € V, entonces B(v, w) = 0 para todo
w e Vsiysolosi B(v,e;)) =0parai =1,...,n. Puesto que B es simétrica
n n
B(V, ei) =B Z Vvi€j, ej| = Z ij,'j
j:l ]:1
Asi b es degenerada si y sélo si existen nimeros vy, . . ., v,, no todos ceros tal que

n

Zv,-b,-j =0, para I = 1,...,1’1.
j=1
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1.8. Formas bilineales simétricas y productos escalares

Perosesto es equivalente a la dependencia lineal de las columnas de (b;;), esto es, (b;;) es
singular, .

Definicion"1.8.5. Un producto escalar en el espacio vectorial V es una forma bilineal
simétricaly'no degenerada g en V.

Si V es un.espacio vectorial de dimensién n con un producto escalar g diremos que
V es un espacio semi-euclidiano de dimension n. Un ejemplo es R} que es el espacio R"
junto con el produeto escalar g : R” X R" — R definido por

(1.5) §p.q) = —Zrlpiqz' + Zn: Pjdjs
i=1

j=r+1

donde 0 < r < n. Cuando g €s.un-producto escalar definido positivo en V entonces g es
un producto interno y V es unespacio euclidiano de dimension n, el ejemplo inmediato
es R" con el producto interno euclidiano (1.1), p. 1, el cual también podemos obtener de
(1.5)conr =0.

En un espacio semi-euclidiano V' con producto escalar g, diremos que dos vectores
v,w € V son ortogonales, si glv;w) = 0. Un/vector v € V es nulo siempre que g(v,v) =0
y v # 0. Sea W un subespacio de ¥y

Wt={veV :/glyw)=0,paratodaw € W}.

Entonces W+ es un subespacio de V. No-podemos Hamar a W+ el complemento ortogonal
de W ya que W + W+ generalmente no es.todo V (potrejemplo, si W es el subespacio
vectorial de R% generado por el vector (1, 1), entonces"W_= W+). Sin embargo W+ tiene
las siguientes propiedades:

(1) dimW + dim W+ = dim V,
2) (WH' =w.

Un subespacio W de un espacio semi-euclidiano V es llamado no“degenerado si
glw es no degenerada, es decir, W es no degenerado si y sélo si W con g|w es un
espacio semi-euclidiano. Cuando V es un espacio euclidiano, cada subespaeio W, con
la restriccion del producto interno de V a W, es nuevamente un espacio euclidiano, asi
W es no degenerado. En general, un subespacio de un espacio semi-euclidiano_no_es un
espacio semi-euclidiano (por ejemplo, el subespacio W de R% generado por el vector (1 1)).
El siguiente teorema puede ser util para afrontar esta dificultad.
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1.8. Formas bilineales simétricas y productos escalares

Teoreéma 1.8.6. Un subespacio W de un espacio semi-euclidiano V es no degenerado si y
sOlosi V=W e W+,

Ya que (Wl)L = W, entonces W es no degenerado si y sélo si W+ es no degenerado.

La norma Jjv|| de un vector se define como |g(v,v)|'/2. Un vector unitario u es

un vector de morma uno, esto es, g(u,u) = +1. Diremos que un conjunto de vectores
unitarios mutuamente ortogonales es un conjunto ortonormal. Asi, si V es un n-espacio
semi-euclidiano, cwalquier conjunto ortonormal de n elementos es una base para V.

Teorema 1.8.7. Todo gSpacio semi-euclidiano V # 0 tiene una base ortonormal.

Sea ey, . . ., e, una base-ortonormal para V, entonces la matriz de g relativa a esta base
tiene por componentes

0, si i#],
g(e,-, ej) = E,'5,'j, donde €= g(ei, e,') ==+1 y 5,']' = { 1 .. _J.
, Si i=].
Llamamos al vector (ey, . . ., €)/la signatura de la base e, ..., e,. Es comin referirse al

indice del producto escalar g de.V-como€lindice de V y que escribiremos por ind V.

Lema 1.8.8. Sea V un espacio semi-euclidianosy ey, . . ., e, una base ortonormal para V.
Entonces el nimero de signos negatives en la signatura (e, . . ., €,) es el indice de V.

Se sigue de este lema que para un subespacio no degenerado W de V,
ind V = ind*W + ind W

Sean V' y V espacios semi-euclidianos con productos escalares g y g, respectivamente.
Una transformacion lineal 7 : V — V preserva los productos escalares, si

gT (), T(w)) =g(v,w), paratodo v,w eV
Un isomorfismo lineal T : V. — W que preserva los productos escalares es llamado
isometria lineal.

Lema 1.8.9. Sean V y W espacios semi-euclidianos, entonces V y W tienen‘la misma
dimension e indice si y s6lo si existe una isometria lineal entre V'y W.
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1.8. Formas bilineales simétricas y productos escalares

Dembstracion. Supongamos que V'y W tiene la misma dimension e indice. Seaney, . . ., e,
Yy €} ., €, bases ortonormales para V' 'y W, respectivamente. Por el lema 1.8.8 podemos
suporier que (e;, e;) = (elf, elf), parai = 1,...,n. Sea T la transformacién lineal tal que
T(e;) ="¢para todo i. Entonces, (T(e;),T(e;)) = (e, e;.) parai,j = 1,...,n. Asi, por la
linealidady.Z* es una isometria lineal.

Reciprocamente, si 7 : V — W es una isometria lineal, entonces 7" transforma bases
ortonormales de'V_a bases ortonormales de W. Asi dim V = dim W y por el lema 1.8.8,
indV =ind W. .
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Capitulo 2

Variedades semi-riemaniannas

Como veremos, una superficie loretziana es un caso particular de variedad
semi-riemanniana. Para definir, qué es variedad semi-riemanniana en este capitulo
iniciamos con los tensores que ‘nospermitirdn definir una serie de conceptos como una
métrica (esencial en la definicion/de) variedad semi-rimanniana), asi como también la
conexion de Levi-Civita (operador que.nos permitird calcular derivadas covariantes).

Toda las secciones en est€ capitulo, exeepto la seccion 2.6 que fue tomada de [8], estdn
basadas en [2].

2.1. Tensores

Las siguientes definiciones cubren dos casos impottantes que necesitamos: el médulo
X(M) sobre el anillo C*(M) y el espacio vectorial T, M Sobre R.

Sean Vi, ..., Vy mddulos sobre un anillo K. Entonces V] X™ - X V; es el conjunto de
todas la s-uplas (vy, ..., vs), con v; € V. La definicién usual d&’suma y multiplicacién por
elementos de K, hace de V| X - - - X V; un médulo sobre K, llamado preducto directo. Si W
es un moédulo sobre K, una funcién

A: VX xV, > W,

es K-multilineal siempre que A sea K-lineal en cada entrada, esto es, parall <i < s, la
funcion T : V; — W definida por

T(V) = A(Vl, e s Vi Vs Vikly o v ey VS)

es K-lineal.
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2.1. Tensores

Sea V es un médulo sobre el anillo K, que escribiremos K-mddulo V, V* es el conjunto
de todas 1a funciones lineales de V a K. La definicién usual de suma de funciones y
multiplicacién por elementos de K hacen de V* un médulo sobre K, llamado el médulo
dual de'V _El producto directo de s-veces V, V x --- X V, es abreviada por V?.

Definicion 2:1.1. Paraenteros r > 0, s > 0, sin ser ambos cero, una funcion K-multilineal
A: (VY xV¥ > K,

es llamado un tensor-de tipo (r, s) o un (r, s)-tensor en el K-mddulo V.

Un (0, 0)-tensor en V, por convencidn, es un elemento de K. El conjunto 77 (V) de todos
los (r, s)-tensores K-médule’Vs nuevamente con la suma funcional usual y la multiplicacién
por elementos de K, es un mddulo sobre K.

Definicién 2.1.2. Un (r, s)-campodensorial en una variedad M es un (r, s)-tensor A en el
C®(M)-médulo X(M).

Asi, si A es un (r, s)-campe‘tensorial, A es una funcién C*°(M)-multilineal de la forma

A LMY x ¥(M)° — CO(M),

1

tal que para r uno-formas w', . . ., @' y's eampos vectoriales Xi, . . ., Xj,
N

AW, ..., 0" Xl,..., X)€CO(M).

El conjunto 7,;"(M) de todos los (r, s)-campos tensoritles en M es un médulo sobre
C®(M). Enel caso r = s = 0, un (0, 0)-campo tensorial en’ M es justamente una funcién
f € C®(M); esto es ‘760(M) = C®(M).

Consideremos los siguientes ejemplos. El primer ejemplo essuna funcién que es un
campo tensorial, mientras que el segundo no.

» Ejemplo 11. La funcién evaluacion E : X*(M) x X(M) — C*™(M)\esta dada por
E(w, X) = wX, donde (wX)(p) = wp(X,) y que en lo sucesivo por simpli¢idad, cuando no
haya peligro de confusién, escribiremos w, X, en vez de w,(X,). Sean figfhre C*(M)y
w, @ € X*(M), entonces

E(fiw+ Ho,X) = (fiw+ L)X,
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Seap-€ M, por lo tanto

((flw + fZ‘D)X)(p) = (flw + fZ(D)po
= ((fl w)p + (fza)p)xp
= (fl (P)Ct)p + f2(P)&;p)Xp
= fl(p)prp + fZ(p)&;po
= ilp)wX)(p) + L(p)@X)(p)
= (fi@X)(p) + (A@X))(p)

= (filwX) + A@X))(p),
o bien,
E(fiw f0,X) = fi(wX) + fo(@X)
= iE(w, X) + LE(@, X).
Anélogamente,

E(w, 81X+ g3Y) = g1E(w, X) + @2E(w,Y)

para todo g1, 82 € C¥(M) y X,Y €X(M). Asi, E es C*(M)-lineal en cada entrada y, en
consecuencia, es un campo tenserial en M de tipo (1, 1). «

» Ejemplo 12. Sea w # 0 una-uno-forma‘diferenciable fija. Se define la funcién
F {X(M)x X(M),— C*(M)
por F(X,Y) = X(wY), para todo X, Y € X(M), taLque paracada p € M,
F(X,Y)(p) =(X(wY)(p) =%, ((wY)).
Notemos que
F(X, fY) = Xw(fY) = X(f(wY)), paraeada f € C*(M).
Sea p € M, entonces

(X(f(@Y)))(p) = Xp(f(w)))

= f(P)Xp(wY) + (WY )(P)X,(f)

= f()(X(wY))(p) + (@Y )(p)(X f)p)

= (fX(wY))(p) + (WY (X f))(p)

= (fX(a)Y) + a)Y(Xf))(p).

Por lo tanto
F(X, fY) = fX(wY)+ wY(Xf)

= fF(X,Y) + wY(Xf).

Esto ultimo muestra que F no es un campo tensorial, ya que en su segunda entrada(no’es
C*™(M)-lineal. «
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2.2. Tensores en un punto

Mientras que la suma de tensores solo es posible para tensores del mismo tipo,
cualesquiera dos tensores pueden ser multiplicados de la siguiente manera: Si A € 7} (V)
yBe¢€ Ts’,'(V) se define

AQB: (VY xv* S K

por

(A@BYW}, ...,V VDo v s Vspsr) =

> r+r”

* * * *
A(vl, e VTV e vS)B(le, U A | T

Entonces A ® B esfun)tensor de tipo (r + r’, s + s”), llamado el producto tensorial de
Ay B.Sir’ =s" =0, Bes un elemento de K, definimos

A®B =B®A = BA.

Si A también es de tipo (0, 0), el'préducto tensorial se reduce a la multiplicacion usual en
K.

El producto tensorial es K-bilineal;€sto es,
(aA%DBA')® B=uaA® B+ bA’ ® B,

donde a,b € Ky A’ € T](V), analogamente parasel factor B. Ademads, de la definicién, el
producto tensorial es asociativo; por 16 que'podémeos-escribir AQ BQC en vez de (AQB)QC
0 A® (B ® C). Sin embargo el producto-tensorial“generalmente no es conmutativo. Por
ejemplo, considerando ahora el conjunto*%*(M ), en una vecindad coordenada

(dx' ® dx?)(dy, 8,) = dx"(8))dx*(ds) = 1,

(dx* ® dx")(0y, 32) = dx*(8))dx" (8)'=.0,
asi dx! ® dx? # dx*> @ dx'.

2.2. Tensores en un punto

Sea M una n-variedad y p € M. Consideremos el conjunto 7, (7, M) detodos los
(r,s)-tensores en T,M sobre R. Notemos que Tlo(TpM ) = T, M, asi una_uno-forma
diferenciable w es una funcién tal que para cada p € M, w, es un (0, 1)-tensér'en 7, M.
Andlogamente, si consideramos el isomorfismo lineal entre T;*M , el espacio dual de T;M ,
y T,M, entonces T,M = TO1 (T,M), por lo que un campo vectorial diferenciable X en/M'es
una funcién tal que para cada p € M, X, es un (1, 0)-tensor en T, M.
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2.2. Tensores en un punto

El.objetivo principal de esta seccién es mostrar que, asi como para un campo vectorial
o una‘uno-forma, cualquier (r, s)-campo tensorial A en M puede verse como una funcién
que aSigna a cada punto p € M un (r, s)-tensor A,. El hecho esencial es que el valor de
A en uno-fermas diferenciables w', 1 < i < r, y campos vectoriales diferenciables X;,
1 < j <'s,'¢s,una funcioén AW, ... 0" X1, ..., X,) € C®(M), cuyo valor en un punto
p € M no depende de los valores de cada uno-forma y cada campo vectorial en todo M, ni
siquiera de sus.valores en una vecindad de p, sino Unicamente de sus valores en el punto
p. Formalmente:

Proposicién 2.2.1.Seap e My A € 7/(M). Sean @',...,&" y ', ..., w" uno-formas

diferenciables en M tales)que &'|, = '], para 1 < i < r;sean Xy,..., X,y X1,..., X,
campos vectoriales diferenciables en M tales que X |, = X;|, para 1 < j < s. Entonces,

A@Y, ..., 0" X . X (p) = AW, ..., 0" X1, .., Xs)(p).

La demostracion de esta proposieién se facilitard en cuanto probemos el siguiente lema.

Lema 2.2.2. Si cualquiera de lastuno-formas diferenciables w'

vectoriales diferenciables X4/, X; es cero.en p, entonces

,...,w" 0 campos

AT, X X)(p) = 0.

Demostracion. Supongamos que X|z” = 0."Sea) (U,¢ = (x',...,x")) un sistema
coordenado de p. Entonces,

X, = X'0; en U,

n
i=1

donde X' = X, x' € C®(U). Sea f una bump function el p.¢on soporte en U, ver lema
1.2.7. Entonces, definimos las funciones 4 € C*(M) y X € ¥(M) de la siguiente manera

| f®X(p), peU,
hp) = { 0, p € M\supp f,

_J iy, peU,
X(‘D)_{O, ' p € M\supp f.
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2.2. Tensores en un punto

Asi
FPAW, ..., Xy) = A, ..., f2X,)
= A", ..., f* Z X'9)
i=1
=Aw,..., X' f0;
2.1) @ ;f 1o

= Z XA, ..., )
i=1

= Zn:hA(wl, LX)
i=1

Como X,|, = 0, entonces X'(p)’= X,|, (x') = 0, paracadai = 1,...,n,y asi h(p) = 0,
como ademds f(p) = 1, evaluando (2.1) en p obtenemos

Alwlo ., X,)(p) = 0.

Demostracion de la proposicion 2,21, Supongamos que r = 1 y s = 2. Consideremos la
siguiente identidad (la cual puede s€t €xtendida’para cualquier valor de r y s)

AD, X,Y) - Alw, X,Y) = A(@ -, X,Y) +A@, X - X,Y) + A(®, X,Y - Y).

Por hipétesis @ — w, X — X, y Y — Y evaluadds en el pufito)p es cero. Por el lema2.2.2 y la
expresion anterior o
A(@, X,Y)(p) = Alw, X, Y)(p).

Observacion 4. (1) Consideremos una n-variedad M y el espacio vectorial 7, M sobre R.
El haz de tensores en M estd definido por

M := | | TI(T,M),
peEM

donde [] es la unién disjunta de todos los (r, s)-tensores en T, M para'cada p € M.
La funcién proyecciéon n : TyM — M envia F € T,(T,M) a p € M./E] haz de
tensores en M tiene una topologia y un atlas maximal que hace de este espacio una
variedad de dimension n+n""*. Ademads, con este atlas maximal la funcién prayeccion
es diferenciable. Una seccion de T M es una funcion continua o : M — T{ M tal que
moo =1Idy,estoes,paracadap € M, o, € T)(T,M).
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2.2. Tensores en un punto

(2) Mna seccién o de T" M es diferenciable si y sélo si para cualesquiera uno-formas w’
diferenciables, para 1 < i < r, y campos vectoriales X; diferenciables, paral < j < s,
definidas en un abierto U C M, la funcién

O'(wl,...,a)’,Xl,...,Xs) U - R,
definida por
(@ e, . " X1, X)(P) = (@ W Xl Xip),

es diferenciablel Bl conjunto I'(7] M) de todas la secciones diferenciables de 7, M es
un moédulo sobre el anilto C*(M).

Dado un campo tensorialbA € 7" (M) podemos definir una seccioén diferenciable A de
T M como sigue. Para cada p/€ M., asignamos

AT MY x (T,M) > R

tal que

Zp(al, @) = AW LW XL X (D),
donde a!,...,a" € TiM, vifervg € T,M 'y w',...,w" son cualesquiera uno-formas
diferenciables en M tales que wilp = para‘cadai =1,...,r,y Xj,..., Xy cualesquiera
campos vectoriales diferenciables_tales que“X;J;t = v; para cada j = 1,...,s. Por la

proposicion 2.2.1, Zp estd bien definiday es R-multilineal; asi A, es un tensor de tipo (7, s)
en el espacio vectorial 7, M sobre R. Por la observaeién 4 (2), A es diferenciable.

Reciprocamente, sea o~ una seccién diferénciable d¢’T5 M. Para uno-formas w', . . ., "
y campos vectoriales Xi,..., X diferencCiables de “Mi- por la observacion 4 (2),
o(w',...,0" Xi,...,X,) es diferenciable en M. Asi, o indlice una funcién

oI X' (M) xX(M)’ - C*(M)
dada por
Tw',. . 0" X, ... X)) =0, ..., 0" X1, ..., X)D)
= (W' s o s @ ] Xilps - - X

La C*(M)-multilinealidad de & se sigue de la R-multilinealidad de o, parat6do punto
p € M. Por lo tanto o € 7, (M).

Por todo lo anterior, la funcion

HI 77 (M) — T(TIM)
A — A
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2.3. Interpretaciones

es untisomorfismo C*(M)-lineal, con inversa

(H)™ :T(TIM) — T7(M)
o — o.

Por lo que- consideramos 7,"(M) = I'(T; M). En particular, la interpretacién seccional
muestra que si A€ 7,"(M) y U es un subconjunto abierto de M, la restriccién Ay de A a
U es un camportensorial bien definido en U.

2.3. Interpretaciones

A continuacién veremos_algunas interpretaciones que seran usadas frecuentemente en
este trabajo y que dos de ellas surgen como casos particulares de lo mencionado en la
seccion 2.2. Sea M una n-variedad.

(1) Por lo presentado en la seccién‘anterior, en particular tenemos que 7; M) = F(T]OM ),
como ademas X*(M) =T'(T*M) = F(TIOM ), entonces escribiremos

T79(M) = ¥*(M).

Dado w una uno-forma diferenc¢iable en M7 el (0, 1)-campo tensorial asociado a esta
uno forma estd dada por

& x(M))— S
X Ho (X)) = wX.

Reciprocamente, dado A € 7}0(M ), la uno-forma_diferenciable asociada a A estd
definida por

A:M —

p +— A,:T,M — R
v A,(v) = (AX)(p),
donde X € X(M) tal que X, = v.

(2) De manera similar, dado que 761(M) = F(TOIM) y X(M) = I(TM)y\= F(TOIM),
escribiremos también
To (M) = X(M).

En este caso, si X € X(M), entonces

X:X(M) — C>(M)
w — )’(\(w):a)X.
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2.4. Componentes tensoriales

3)

Ahora, dado A € 751(M ), tenemos que

AtM — TM=T'M
p Ay T)M — R
a — Ay(@)=(Aw)(p),
donde w €X*(M) tal que w, = a.
SiA: X(M)*"=/X(M) es C*(M)-multilineal se define
A X(M) X X(M)* — C®(M)

por g(w, Xy, ..., Xy) = w(A(Xy, ..., Xy)). La funcién Aes C*(M)-multilineal: Sean
f,g € C°(M)y w', w” € X:(M),

A(fo' + g0’ X1, ..., X)) 2(fo! + goP) (AKX, . . ., X))
Flfw' +g0”)p(AX1, ..., X5)(p))
= fP,(AX1, . .., X)(P)) + g(P)wp(AX, ..., X5)(p))
= (foldX,, .. ., X)) + g (A(Xi, ..., X,))(p)
=(FA(LXL, ..., X;) + gA(W% X1, ..., X))(P).

La C*(M)-linealidad para cada X; € X(M )&e procede de manera similar. Por lo tanto,

A esun (1, s)-campo tensorial. Consideraremos/@ A como un campo tensorial, usando
la férmula anterior inicamente cuando-sea necésario.

A los tensores de tipo (0, s) se les llama s-fensores” covariantes mientras que los

tensores de tipo (r,0) con r > 1 son llamados r-tensores’contravariantes. Por ejemplo,
las funciones de valores reales son O-tensores covariantes y las\uno-formas son 1-tensores
covariantes; los campos vectoriales son 1-tensores contravariantes. Un tensor de tipo (r, s)
es mixto si ambos r y s son distintos de cero.

2.4. Componentes tensoriales

Las formulas en un sistema de coordenadas X = > | X (x") 8; para un campé yectorial

y w=2", w() dx' para una uno-forma se extienden ficilmente a cualquier’campo

tensorial.
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2.4. Componentes tensoriales

Déefinicion 2.4.1. Sea (U, ¢) un sistema coordenado en M, con ¢ = (x!,...,x"). Si
A e J7 (M), los componentes de A relativas a ¢ son las funciones de valores reales

ALl = A(dx, L dx", 9y, 0) en U

donde 1 <wiy,2..,ir j1,...,Js < 1.

Para un (0y1)scampo tensorial, esto es, una uno-forma w, estos componentes son
precisamente las(de)da formula w = 37\ w(9;) dx'. Para ver que se cumple para un
campo vectorial X gonsideramos su interpretacion como un (1, 0)-campo tensorial. Por
la definicién anterior’ elj-ésimo componente de X relativa a ¢ es X(dx'), la cual es
interpretada como dx’(X)'= X(x%).

De manera similar, “etando un (1, s)-campo tensorial es dado en la forma
A : X(M)* — X(M) sus compefientes son determinadas por su interpretacién A € 7,' (M)
directamente por la ecuacion

n
A@jfY05) = Y AL 6,
i=1
ya que

A@jy» . 500y = D A@,,..., 0;,)()0,
i=1
+ Z dx' (A . ., 9;,))d;
i=1

n
= > A, 0j,, . #0;,))0.
i=1

La evaluacion de un campo tensorial en uno-formas y campo§ vectoriales puede escribirse
en términos de los componentes. Por ejemplo, sea A un (l,2)-campo tensorial y
w = Y, w(8;)dx" una uno-forma arbitrariay X = Y., X(x)d;, ¥ =37, Y(x')d; campos
vectoriales arbitrarios. Por la C*°(M)-multilinealidad de A se cumple\que

n

Z A(dx', 8, ) w(8) X (x))Y (x*)
ij.k=1

Alw, X,Y)

Z AL ()X (x)Y (x¥)

i,jk=1
n

- Al 0 ® dx! ® dx*(w, X, Y).
ijk=1
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2.4. Componentes tensoriales

Léma2.4.2. Sea(U, ¢ = (x',..., x"))unsistemacoordenado en M. Si A esun (r, s)-campo
tensorial,sentonces en U,

=N A g @00 ®dx @ ® dile
A=) Al G000, @dd @ @ dyh,

donde 1 <Y, ... ., ir, j1,- .., Js < R

Demostracion._Ya que ambos lados de la expresion anterior son C*(U)-multilineales es
suficiente verifiCarque tienen el mismo valor en

(dxll,...,dxl’,akl,...,aks) paratodo 1 <1I,....L, ki, ..., ks <n.

Como
(0, ® -, @dx/)dx", ..., 0,) = dx"(8;,) - - - dx" (dr,)
=gl -weof,
donde o
R
Por lo tanto

..l
A dx", Oy - B = AL

Existe una operacion llamada“contraccion”o traza que convierte tensores de tipo
(r, s) en tensores de tipo (r — 1, s — 1)#Esta opefacién se deriva del siguiente lema, cuya
demostracion puede consultarse en [2].
Lema 2.4.3. Existe una tnica funcién C®¢M)-lineal(C )y 7,'(M) — C*(M) = T,°(M)
llamada (1, 1)-contraccion, tal que C(X ®w) = wX parastoda X € X(M)y w € X*(M).

1

Sea A € 7. (M). Fijamos las uno-formas w',...,w™ Ly los campos vectoriales

Xy, ..., X,—1. Asi la funcién
AW, . 0 XL X ) XT(M) X X (M) =/E7 (M)
dada por
A(a)l, Lo X X, Nw, X) = A(wl, L0 w Xy, s 5 X1, X),
para todo w € X*(M) y X € X(M), es un (1,1)-campo tensorial._Aplicando la

(1, 1)-contraccion C a A(w', ..., "™, -, X1, ..., Xs-1,+) € 7;'(M) obtenemo§ una funcién
real valuada, la cual denotaremos por (5A)(w1, L0 X, X1, - ). Pordo tanto
la funcién CA : X*(M) ! x X(M)*~! — C*(M) definida asf es un (r — 1,5 — 1)-campo
tensorial. De esta manera C : 7,/ (M) — 7;‘11(M) tal que C(A) = CA es la funcién
contraccion y CA es la contraccion de A.
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2.5. Pullback de tensores covariantes

2.5%, Pullback de tensores covariantes

A pastir de una funciéon F : M — N diferenciable y cualquier campo tensorial
covariant¢ en N podemos obtener un campo tensorial covariante en M.

Definicion 2.54 Sea F : M — N una funcién diferenciable. Si A € 7,°(N), con s > 1,
sea
(F*A)p(vl, ey vs) = AF(p)(devl, ey devs),

para todo v; € T,M gp.& M. Entonces F*(A) es llamado el pullback de A por F.

Para cada punto p &M, (F*A), es una funcién R-multilineal de (7,M)* a R, es decir,
F*A es una seccién de T?M< Haciendo calculos en coordenadas es posible mostrar que
F* A es diferenciable (ver [8]), por lo tanto F*A es un (0, s)-campo tensorial en M. En el
caso especial de un (0, 0)-campo, tensorial f € C*(N), el pullback a M es definido como
F*f = foF e C®(M). Notemos.gque F*(df) = d(F* f).

Lema 2.5.2. Sean F : M — N y G:\N .— P funciones diferenciables. Entonces,

(1) F*: T,2(N) — 7.°(M)%€s R-lineal pata s > 0y
F(A® B) =F*(A) ® F*(B),
donde A € T,°(N) y B € 7,%M).
(2) (GoF)* = F*oG* : T,(P) = Fi%M), pasd toda s > 0.

Demostracion. (1) Sean A, A’ € T.2(N)¥ b € R. Efitonces,
(F*(A+ bA’))pv = (A + bA")p(p)dFpy
= Ap(p)dev + bA;-(p)dev
= (F*A)F(p)v + b(F*A’)F(p)V
= (F*(A) + F*(A ))pv,
donde v = (vi,...,vy) y dF,v = (dF,v1,...,dF,vs) y por lo tanto, ™ es lineal. Si
B e 7;0(N), entonces

(F'(A® B)) (Wi, ... Wsr) = (A ® B)p(p)(dFpwi, . . ., dFpWise)
= (Ap(p)deW)(BF(p)de\jv\)
= (F*(A) ® F*(B)) (W1, - .., Wyrr);

donde dF,w = (dF,wi,...,dFyws) y dF,w = (dFpwgyt,...,dFywg.), asi
F*(A® B) = F*(A) ® F*(B).
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2.6. Derivada exterior

(2).Sea A € 7.°(P). Entonces,

((G [¢] F)*A)p(VI, ey VS) = A(GOF)(p)(d(G o F)le, L) d(G © F)pvs)

= A(G(F(p))(dGF(p)(devl), ey dGF(p)(devs))
= (G*A)F(p)(devl, o dFyvy)

= (F*(G*A))p(vl ces V)

= ((F*o G*)A)p(m ce s Vs)

Sea A un tensor covariante o contravariante de tipo al menos 2. Diremos que A es
simétrico si al intercambiar“dos variables su valor no cambia. Si al intercambiar dos
variables, A cambia de signo“ditemos que es alternante. Por convencién las funciones,
uno-formas y campos vectoriales’'son considerados simétricos y alternantes.

2.6. Derivada exterior

Las demostraciones del teoreay la proposicion que se presentan en esta seccion
pueden consultarse en [8]. Sea V tn espacio vectorial de dimension finita sobre R y T¢(V)
el conjunto de todos los k-tensores ccovatiantes enm\V., en particular 7;(V) es un espacio
vectorial sobre R. Consideremos el gruposimétrico_ de k elementos Sy, esto es, el grupo
de permutaciones del conjunto {1, ..., k}+Dado un k-tensor covariante 7 en V, definimos
un nuevo k-tensor covariante Alt7T por

1
(ALLT)(v1, ..., Vi) = o Z (sgna) TV - Vor(k))-

oeSy

Seanr,s € {1,...,k} talque r < sy 7 € S la permutacién{quesintercambia entre si
ry s,y deja todos los otros niimeros fijos. Ya que sgn 7 = —1, tomando w; = v(; se tiene
que

(AUT)(vi, .oy Voo s Ve Vi) = (AT (Wi, ooy Wiy ooy Wy, W)

1
=7 2, (e Ty . W)

toeSk

1
= Z —=sgn (7 0 0) T(W(roor)(1)s - - -» Wirod)(k))

oeSy

= —(AItT)(Viy oo s Vi ooy Vs oo oy Vi),
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2.6. Derivada exterior

pordé.que AltT es un k-tensor covariante alternante en V.

ElLconjunto de todos los k-tensores covariantes alternantes en V, denotado por Ak(V),
es un subespacio vectorial de T; (V). En general, si T € AXK(V)y S € Al(V), el producto
tensorial 7'®)S no es alternante, pero en este caso el operador Alt es de utilidad. Definimos
el producto exterior de T y S por

(k +1)!

TAS==n

Alt(T ® S),

el cual es un (k + [)stemsor covariante alternante en V.
Definicion 2.6.1. Una ksforma diferencial es un campo tensorial covariante alternante de
tipo (0, k) en una variedad: M~

Denotamos por QX (M) al conjunto de todas las k-formas diferenciales en una variedad

M. Asi, Q°(M) es el conjunto deJassfunciones diferenciables en M y Q'(M) = X*(M).

Notemos que, por lo presentado-en la seccion 2.2, un campo tensorial covariante A es
alternante si y s6lo si A, es un tensor covariante alternante para cada p € M. Por esta razon
el producto exterior de una k-forma diferenejal w y una /-forma diferencial 1 es definida
puntualmente:

(@ AN, & wp Anp.

Asi, w A 1 es una (k + [)-forma diferencial. Si f-es-una O-forma diferencial y w es una
k-forma diferencial, el producto f A & expresa elproducto fw.

Teorema 2.6.2. Sea M una variedad. Entohces existen'operadores d : QX(M) — Q**1(M),
llamada derivada exterior, satisfaciendo lasssiguientes'propiedades:

(1) d es lineal sobre R.
(2) Siw e QKM)yn e Q' (M), entonces
dlwAn) =doAng+ (1) w Ady.
(3) dod =0.
(4) Para f € Q°(M), df es la diferencial de f.

Sea w una k-forma diferencial y (U, ¢ = (x!,...,x")) un sistema coordenado’de M".
Localmente podemos escribir w como

w = Zwil'_‘,‘kdxil A---Adx* en U,
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2.6. Derivada exterior

donde.1 < iy,...,ix < ntales que iy < --- < iy, y las funciones w;, ; : U — R son

difereficiables. Antes de aplicar la derivada exterior a w notemos que

d(dxTr=. - A dx'®) = d(dx) A (dx? A - Adx®) + (=D dx A d(dx? A - A dx®)

= (=D axt Ao Adxt A d(dx™) = 0.
Por lo tanto,
dw =d (Z a)ilmikdx"‘ A A dxi")
= Z d (w,-lu_l-k AdAUA A dxik)
= Z (d(a),-l”_,-k) Adx A -+ A dx® + (—I)Owil_”ik Ad(dx" A A dxik))
= Z d(wi,_i) A dx'V K- A dx®

n

Z Z 0w, iy, , i ;
= ———dx' | ANdX"A - - A dx'*.
= ox

Esta tltima igualdad se sigue(de/(1.4), p(21.

El siguiente teorema presenta una féfmula.para-la derivada exterior de una 1-forma
diferencial y que serd de utilidad posteriérmente en‘esta tesis.

Teorema 2.6.3. Sean X y Z campos vectoriales diferenciables en una variedad M y w una
1-forma diferencial en M, entonces

(2.2) do(X,Z) = X(a)(Z)) - Z(a)(X)) - w([X, Z]),

donde [X, Z] es el corchete de Lie de X y Z definida en la seccién.l.5.

Demostracion. Ya que una uno-forma diferenciable w puede expresarse localmente como

1 fidx', donde las f; son diferenciables, es suficiente considerar este caso,Como ademds
ambos lados de la ecuacién (2.2) son R-lineales en w, podemos asumif que w = fidx!.
Sean X, Z campos vectoriales diferenciables. Entonces el lado izquierdo de (2.2) es

d(fidx")(X,Z) = (dfi A dx')(X, Z)
= dfi(X)dx"(2) - dx"(X)dfi(Z)
= (XA)(Zx") = (Xx')NZf).
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El'lado derecho de (2.2) es

X(hdx'(2)) - Z(fidx" (X)) - (fidx"[X, Z]

=X (Z2xh) - Z(fiXxh) = A(IX. Z]x")
= AX@Zx") + (Zx)Xf) - (AZ(Xx") + (Xx'WZ /) - fi(X(Zx") - Z(Xx"))

= (Zx"\X'f) - (XxHWH)

2.7. Variedades semi-riemannianas

A continuacién definimosa las variedades semi-riemannianas que, en el caso particular
de las variedades lorentzianas, serdn de gran utilidad para este trabajo.

Definicién 2.7.1. Sea M una variedad. Un tensor métrico g en M es un campo tensorial
de tipo (0,2) en M simétrico y no-degenerado de indice constante.

En otras palabras, un tensor.métrico g €n_M es una funcion tal que para cada punto
p € M, la forma bilineal g, : T,M X'T,M — R . dada por

g, ) = g(VW)(p),

donde V,W son campos vectoriales difer€nciables en’ M tales que V, = vy W, = w,
es simétrica y no-degenerada en el espacio tangente T, M y el indice de g, es el mismo
para cada p € M. Dado que g(V,W) € C*(M) para gualesquiera campos vectoriales
diferenciables V, W en M, la asignacion p — g, varfa difeten¢iablemente.

Definicion 2.7.2. Una variedad semi-riemanniana es una variedad diferenciable junto
con un tensor métrico g.

Es decir, una variedad semi-riemanniana es una variedad M tal"que en cada espacio
tangente T, M existe un producto escalar g,. El valor comiin r del indice de g, en una
variedad semi-riemanniana M es llamado el indice de M y donde O < r <s = dim M. Si
r = 0, M es una variedad riemanniana; entonces cada g, es un producto inferfio en 7, M.
Sir =1yn > 2, M es una variedad lorentziana.

Sea M una n-variedad con tensor métrico g. Usaremos (, ) como notacion altetnativa
para g, escribiendo g(v,w) = (v,w) € R para vectores tangentes, y g(V, W) = (V, Whla
funcién que pertenece a C*(M) para campos vectoriales diferenciables V, W en M.
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2.7. Variedades semi-riemannianas

Si(U, ¢ = (x!,...,x™) es un sistema coordenado en M, los componentes del tensor
métrico g relativas a ¢ en U son

gij =(0,,0;), para 1<ij<n.

n n
Asi, para camp0s, vectoriales diferenciables V = Z V! o0, W= Z wi djen M,
i=1 j=1

n
gV W) = (VW)= > giVIWi.
ij=1

Ya que g es no-degenerado, em’ cada punto p € U lamatriz (g;;(p)) es invertible, y su matriz
inversa es denotada por (g"(p)). La férmula usual para la inversa de una matriz muestra
que las funciones g"/ son diferenciables en U.

Como g es simétrico, g;; = gfi y por lo tanto g/ = g/ paral < i, j < n. Finalmente en
U podemos escribir al tensor métrico.como

n
g.= Z g,-jdxi ® dx’.
ij=1
» Ejemplo 13. En el ejemplo 1 mostramos que’'R" es una n-variedad. Consideremos el
isomorfismo lineal de R" a T,R", para.eada p € R";que enviav av, = Z?:l v 0;lp. Asi,
del producto punto en R" obtenemos un‘tensor méfrieo en 7,R" dado por

n
8p(Vps Wp) = v w = Z Vi

i=1

De ahora en adelante el espacio euclidiano R" denotard a lawvariedad riemanniana que
resulta de R” con el tensor métrico anterior. <«

» Ejemplo 14. Anilogamente al ejemplo anterior, el espacio semi=€uelidiano R denotard
a la variedad semi-riemanniana que se origina de R” con el tensor métrico

r n
8p(Vp, Wp) = — Z viw' + Z viw/

i=1 j=r+l1

de indice r. Paran > 2, R} es llamado el espacio de Minkowski. El tensor méttico de R}

puede escribirse como
n

g = Z 6 du' ® dut’,
i=1
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2.7. Variedades semi-riemannianas

donde
-1, si 1<i<r,
€ = . .
! 1, si r+1<i<n,
y u', .., u"son las funciones coordenadas naturales de R”. <«

Como vemos, en los dos ejemplos anteriores, tensores métricos diferentes en la misma
variedad constifuyen diferentes variedades semi-riemannianas.

Definicion 2.7.3.(Unwector tangente v a M es
(1) tipo espacio ogespacial, si (v,v) > 00ov =0;
(2) tipo luz o nulo, si (v,v) =0y v #0;
(3) tipo tiempo o temporal, si (v,v) < 0.
El conjunto de todos los veetores nulos en 7,M es llamado el cono de luz en p € M.

La categoria a la que pertenece cadasvector tangente es llamado su cardcter causal.

Definicién 2.7.4. Sea P una subvariedad de una variedad semi-riemanniana M. Si (*(g),
el pullback de g por la funcidndnclusién ¢ : P < M, es un tensor métrico en P, diremos
que P es una subvariedad semi-riemanniana de M.

A continuacién definimos un, ‘tipo especial de funcién que expresa la nocién de
isomorfismo para variedades semi-fiemannianas.

Definicion 2.7.5. Sean M y N variedades semi-riemannianas con tensores métricos gy y
gn, respectivamente. Una isometria de M~a\N es un difeomorfismo ¢ : M — N tal que

" (gn) = gm.

Explicitamente gn(d¢(v), dp(w)) = gu(v, w) paratodoa,w € T,M, p € M.Yaque ¢ es
un difeomorfismo, cada funcion diferencial d¢, es un isomotfismo lineal; asi la condicién
de métrica quiere decir que cada d¢, es una isometria lineal.

Asimismo, se tiene que:
(1) La funcién identidad de una variedad semi-riemanniana es una isometria.
(2) Una composicion de isometrias es una isometria.

(3) Lainversa de una isometria es una isometria.

Un objeto que se preserva bajo isometrias es llamado invariante isométrico, y
la geometria semi-riemanniana es tradicionalmente descrita como el estudio (de tales
invariantes. Si existe una isometria entre M y N, diremos que son variedades isométricas;
en general, las variedades isométricas son geométricamente las mismas.
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2.8. La conexion de Levi-Civita

2.85, La conexion de Levi-Civita

Sean-V*y W campos vectoriales en una variedad semi-riemanniana M. En esta seccion
se muestra ¢omo definir un nuevo campo VyW en M cuyo valor en cada punto p € M es
el vector de«€ambio de W en la direccion V,. Hay una manera natural de hacer esto en R},

Definicion 2.8:1.-Sean !, ..., u" las coordenadas naturales en RLSiVYW = Z;’: | Wio;

son campos vectotiales en R, el campo vectorial
n
VW = Z V(WHo;
i=1
es llamado la derivada covariante natural de W con respecto a V.

Para extender esta idea a una’ variedad semi-riemanniana, empezamos por definir el
siguiente operador.

Definicion 2.8.2. Una conexion V en.una variedad diferenciable M es una funcion

VXM X XM) — X(M)
V.WY s YW,

tal que

(D1) VyW es C*(M)-lineal en V:

ViviegnW = fVy, Wit gVy,W “paracada f,g € C*(M),

(D2) VyW es R-lineal en W:
Vy(aW, + bW,) = aVyW, + bVyW, paracada a,b € R,

(D3) Vy(fW)=(VHW + fVyW para f € C*(M).
Vy W es llamado derivada covariante de W en la direccion de V .

La condicion (D1) afirma que Vy W es un campo tensorial en V; asi, por la'proposicion
2.2.1, para un vector tangente v € T,M tenemos un vector tangente bien definido V,W €
T,M, a saber, (VyW), donde V es cualquier campo vectorial tal que V, = v.

El siguiente resultado, cuya demostracion puede consultarse en [2], muestrd que en
una variedad semi-riemanniana existe una tnica conexion que comparte dos propiedades
con la conexion natural en R.
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2.8. La conexion de Levi-Civita

Teoréma 2.8.3. En una variedad semi-riemanniana M existe una unica conexion V tal que

DAV, W] = VyW - VyV,

(DS) X{V.W) =(VxV,W) +(V,VxW),

para toda X, ViWee X(M) y donde [V, W] es el corchete de Lie de V 'y W definida en la
seccion 1.5. El téfmine del lado izquierdo de la igual en (D5) es del tipo Xf : M — R,
con la funcién diferenciable f = (V, W). Esta conexion tnica V es llamada la conexién de
Levi-Civita de M y es’caracterizada por la formula de Koszul:

2VyW, X) = VW, X) + W(X,V) = XV, W) = (V,[W, X])
+(W,[X,V]) + (X, [V, W]).

Definicién 2.8.4. Sea (U, ¢ =Xx!,...,x")) un sistema coordenado en una variedad
semi-riemanniana M. Los simbolos.de Christoffel para este sistema coordenado son las
funciones Fl.kj : U — Rtales que

n
V0= Zr{;ak para 1 <i,j < n.

Notemos que
Bzf(p) CPfp) _
9x0x)  OxIx

Esto para todo p € M, f € C*(M). Por lo tanto [0;70;}.= 0, se sigue de (D4) que
V,0j = Vo, 0, asi T = Ty,

[0, 9j1p(f) = 0ilp(0jlp f) = 0jlp(Bilpf) =

La demostracién de la siguiente proposicion puede consultarse en [2].
Proposicién 2.8.5. Sea (U,¢ = (x',...,x")) un sistema coofdenado en variedad

semi-riemanniana M. Entonces,

n n

) Vo | Y wig = 312 o vark. O

=1 k=1

donde los simbolos de Christoffel estan dados por

km ag ag. (‘)g..
2 rk g jm  Z5jm _ 75}
) Z ( dx! 3xJ oxm
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2.8. La conexion de Levi-Civita

Usando (D1) podemos calcular cualquier VyW en una vecindad coordenada usando
la primera formula de la proposicion anterior, mientras que la segunda férmula describe
como’el tensor métrico determina la conexién de Levi-Civita localmente.

Lema 2.8.6../La conexion natural V de la definicion 2.8.1 es la conexién de Levi-Civita del
espacio semi“euclidiano R} parar =0, 1, ..., n. Con respecto a las coordenadas naturales
en R}, tenemas

-1, si 1<i<vr,

(D) gij = €dij, "donde ¢ = { I, si r+l1<i<n,

(2) rl.kj =0,
paratodal <i,j, k < n.

Demostracion. De la definicion del tensor métrico de R!':

n

gij(p) = (0l 95l,) = Z & du'|,(8i,) du'|,(9;1p) = €33).
i

Para probar que V es la conexion'de Levi-€ivita de R’ debemos verificar que satisface
(D1)-(D5). Verifiquemos (D5). Yaque (V, Wy =X, V'W', entonces

XV, W) = > &X,( W # ) 6V X,(W')
i=1 =1

= (VXPV, W> + (V, VXpW>-

La parte (2) se sigue de la proposicion 2.8.5 (2), ya que las gi son constantes. .

El siguiente lema, cuya demostracion puede verse en [7], muestra que la conexién de
Levi-Civita induce una tnica funcién en X(M) X 7, (M) que permite’calcular las derivadas
covariantes de cualquier campo tensorial en la direccion de cualquier ‘eampo vectorial.

Lema 2.8.7. Sea V la conexién de Levi-Civita en una variedad semis<fiemanniana M.
Entonces existe una tinica funcion

V:XM)x T, (M) — T, (M) paracada r >0, s >0,

que también llamamos conexidn, tal que las siguientes condiciones se satisfacen.

(1) V eslaconexion de Levi-Civitacuandor =1y s =0,
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2.8. La conexion de Levi-Civita

2. Vyf =Vf,para f € C*(M),
(3)#V cumple la regla del producto con respecto al producto tensorial:

V\/(A(X)B) =VyA® B+ A®VyB,
(4) Vy(CA)= C Vy(A), para cualquier contraccion C.

Esta conexion satisface la siguiente propiedad adicional:

(VvA) (' o' X1, . X)) = VAW, ..., 0" X1, .., X))

- ZA(a)l,...,Vva)i,...,a)r,Xl,...,XS)
(2.3) i=1

S
. ZA(wl,...,wr,Xl,...,VVXj,...,Xs),
j=1

para cualquier A € 7" (M), campos.ectoriales X; y uno-formas W'

Para un (1, s)-campo tenSorial A expresado como una funcion C*(M)-multilineal
A:X(M)* — X(M), Vy A tiene una expresion similar a (2.3):

Q4 (AKX, X)) = VIAK, &)= D A, VX, X).
i=1

El (7, s)-campo tensorial Vy A es C*(M )-lineal en'V=€ X(M), esto permite definir otro
campo tensorial como sigue.

Definicion 2.8.8. La diferencial covariante de un (r, s)<campo tensorial A en M es el
(r, s + 1)-campo tensorial VA tal que

VAW, ..., 0" X1, ..., X, V) = (VyA W', ..., 0", X .., Xy),
paratoda V, X; € ¥(M) y w/ € X*(M).
En el caso r = s = 0 la diferencial covariante de f € C*(M).€s su diferencial
df € X*(M), ya que
(VAWV)=Vyf=Vf=df(V) paratodo V € X(M).
Un campo tensorial A es paralelo si su diferencial covariante es cero, esto es, VA = 0

para todo campo vectorial V. Usando (2.3) tenemos que (D5) es equivalente al paralelismo
del tensor métrico g.
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2.9. Transporte paralelo

2.9%, Transporte paralelo

Un éampo vectorial alo largo de una curva « es una funcién diferenciable V : [ — TM
tal que V(r)J€ T, )M para cada t € I. La velocidad o’ y la restriccién V,, de cualquier
campo vectorial V a a son ejemplos de campos vectoriales a lo largo de «. El conjunto
X(a) de todos los campos vectoriales a lo largo de « es un médulo sobre C*(1).

Proposicion 2.91. Séa « : I — M una curva en una variedad semi-riemanniana M.
Entonces existe unaginica funcion

D
o X () > X(a),

definida por Z — % = 7', que’satisface las siguientes propiedades:

(1) (aZy + bZy) = aZ{ + bZé, para a, b € R,
(2) (hZ) =(dh/dt)Z + hZ', para-h € C*(I),

(3) (Vo) (t) = Vo)V, parate ] yVEX(M).
Ademds esta funcion satisface
4 (d]di)(Zy, Z2) = (Z}, Za) + {(Z\{Z}).
Dado Z € X(«), Z’ es llamado la derivada covariante de’Z.a lo largo de a.

Demostracion. Para la unicidad supongamos que existe tal funcién y que cumple las
primeras tres propiedades. Podemos asumir que a(/) c U, donde (U, (x')) es un sistema
coordenado de M. Si Z € X(M), entonces

n
Z(t) = Z Zi(t) 9y > donde 27 € C(I).
j=1

Por las propiedades (1), (2) y (3)

n

dz/ :
@) 200= 3 (G0 8+ 20000,

J=1
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Considerando la expresion coordenada a(t) = 37, (x'oa)(t) 0; o(r) Y usando los simbolos
de Christoffel

d(x' o @)
Vorndj = Z —( )V 31l @

i=1
n

d(x' o
- lZ %(tﬁfj(a(ﬂ) Oklagr -

k=1

Sustituimos lo anterior.en (2.5) y mediante un cambio de indices

(2.6) Z=>y —( )+ Z 22t )(t)Fk (@(1)) | Ol -

k=1

Esto muestra que Z’ estd determinada completamente por x’ o @, Z/ y sus derivadas, asi
como de los simbolos de Christoftelypor lo que D/dt es tnica.

Para la existencia, en cualquier subintervalo J de / tal que a(J) pertenece a una vecindad
coordenada de M, definimosZ’/por la formula anterior, es facil verificar que satisface las
propiedades requeridas. En el‘caso general podemos cubrir (/) con cartas coordenadas
y definir Z’ por (2.6) en cada cafta} y la unicidad implica que las diversas definiciones
concuerdan siempre que dos 0 mas_cartas se ifitersecten. .

En el caso especial Z = o/, la derivada covariante~Z’ = a” es llamada la aceleracion
de la curva a.

Diremos que Z es paralelo si Z' = 0. La expresion”(2.6) muestra que la ecuacién
Z’ = 0 es equivalente a un sistema de ecuaciones diferencialesjordinarias lineales. Asi, por
el teorema fundamental de existencia y unicidad para tales Sist€mas resulta:

Proposicion 2.9.2. Dadaunacurvaa : I — M,a € 1 yv € Ty, M existe un tinico campo
vectorial paralelo Z a lo largo de a tal que Z(a) = v.

Sia: I — Mesunacurvay a,b € I, la funcién
Pap - ToyM — TopyM

enviando a cada v € TyyM a P,,(v) = Z(b), donde Z es el campo vectorial dado por la
proposicion 2.9.2, es llamada el transporte paralelo a lo largo de « de a(a) a a(b).

Lema 2.9.3. La funcién P, es una isometria lineal.

51



2.10. Geodésicas

Dembstracion. Sean v, w € T,,) M, existen campos vectoriales paralelos tnicos Z; y Z; a
lo laggo de a tales que Zi(a) = vy Zx(a) = w.

ComodZ, + ) = Z; + Z, = 0, Zy + Z, es un campo vectorial paralelo a lo largo de a
tal que (Z1 )Z>)(a) = v + w. Por otra parte v + w € T, M, asi existe un campo vectorial
paralelo Ginie6 Z3 a lo largo de « tal que Z3(a) = v +w, en consecuencia Z3 = Z; + Z,. Asi

Pap(vEW) = Z3(b) = (Z1 + Z2)(b) = Zi(b) + Zo(b) = Pap(v) + Pap(w).
Anélogamente, P,3(tv).= tP,,(v) para todo ¢ € R.

Si P,p(v) = P,p(W), entonces por la unicidad v = Zj(a) = Zy(a) = w. Asi P, es
inyectiva, y ya que los‘espacios tangentes a M tienen la misma dimension, P, es un
isomorfismo.

Finalmente,
d 7 ,
E<Zl,Zz> =(Z, Zan+ (21, Z;) = (0, Z2) + (£,,0) = 0.

Asi (Z1, Z) es constante, por losque

(Pap(v), Pap(W)) ZXZ1(b), ZY(b)) = (Zi(a), Z2(a)) = (v, w).

2.10. Geodésicas

Con la nocién de derivada covariante a lo large” de curvas, ahora podemos
definir la generalizacion de la nocién de linea recta euclidiana. Sea M una variedad
semi-riemanniana.

Una curvay : I — M es una geodésica en M si su campo vectorial v’ es paralelo. De
manera equivalente, las geodésicas son las curvas de aceleracion ceroiyy ” = 0.

Corolario 2.10.1. Sea (U, = (x',...,x")) un sistema coordenado en”M. Una curva
v:1 — U es una geodésica de M si y sblo si las funciones compefientes de su
representacion coordenada y(¢) = ((x! o y)(z), ..., (x" o y)(t)) satisfacen

PG oy) . XA oy) (i oy)
— )+ ) == 0T () = 0

ij=1

paral < k < n.
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2.10. Geodésicas

s anterior se sigue de la expresion (2.6) para Z = v’y claramente son los componentes
de y./“relativas a los campos vectoriales coordenados 0y, . . ., 0y.

El teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales ordinarias garantiza
el siguiente resultado, cuya demostracion puede consultarse en [2].

Lema 2.10.2. Sea M una variedad semi-riemanniana.

(1) Si p € My~ € T,M, existe un intervalo abierto I C R que contiene a 0 y una
geodésica v [.— M tal que y(0) = p, y'(0) = v.

(2) Sia,B : 1 — M son geodésicas y existe a € [ tal que a’(a) = f'(a), entonces
a=p.
Proposicién 2.10.3. Para cudlquier p € M y v € T,M, existe una Unica geodésica vy, :
I, — M tal que

(1) La velocidad inicial de y,€s v; esto es, y1(0) = v.

(2) El dominio 7, de vy, es el més. grande. Asi, si @ : / — M es una geodésica con
velocidad inicial v, entonces J'C I, y @ = y,];.

Demostracion. Sea G la coleceignnde todasdas geodésicas y : I, — M con velocidad
inicial v (G # 0 por el lema 2.10.2«(1)). El lema”2:10.2 (2) muestra que «, S € G coinciden
en I, N Ig. Asila coleccion G define pina,iinica Curva-en el intervalo 1, = (J I, que cumple
las propiedades requeridas. .

Por la proposicion 2.10.3 (2), la geodésica y, es llamada geodésica maximal. La
notacioén 7y, serd usada frecuentemente.

Una curva a en M es espacial si todos sus vectores velocidad a’(s) son de tipo espacio;
de manera similar para una curva temporal y nula. Una curvd arbitraria no tiene que tener
algiin cardcter causal de este tipo, pero una geodésica siempre tiene un caricter causal ya
que v’ es paralelo, y el transporte paralelo preserva el caracter causal de los vectores.

Lema 2.10.4. Sea y una geodésica no constante. Una reparametrizacion yo h : J — M
es una geodésica si y sélo si & tiene la forma h(t) = at + b.

Demostracion. Para cualquier curva vy, (y o h)'(t) = (dh/dt)(t)y’'(h(t)). Asi

2 2
(v o)) = G o) + (G| 5w,

Ya que y es una geodésica, y” = 0, y y no constante implica que y’ # 0. Por lo tanto,
y o hes una geodésica © (yoh)” =0 & d*h/dt* =0 < h(t) = at + b. 3
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2.11. La funcién exponencial

El teorema para flujos globales de campos vectoriales [12, theorems IV.4.3 y IV.4.5]
tiene.€omo consecuencia el siguiente lema.

Lema 2.10.5. Sea v € TM. Entonces existe una vecindad V de v en TM y un intervalo
abierto / én R que contiene a 0 tal que

p:IXV > M

dada por p(s, w) =9, (s) estd bien definida y es diferenciable.

2.11. La funcién exponencial

Para un mejor entendimiento de las geodésicas en una variedad semi-riemanniana
necesitamos estudiar su comportamiento colectivo, para ello definimos una funcién
importante, la exponencial.

Definiciéon 2.11.1. Sea M una variedad‘semi-riemanniana, p € My
g, ={v € T,M : la geddésica maximal y, estd definida al menos en [0, 1]}.
La funcion exponencial de M eypes la trapsformacion exp,, : €, — M tal que
exp,(v) =@ (1)

paratodov € g,.

Seav € T,M y c,t € R, entonces definimos la curva’y, : J — M por ¥,(t) = y,(ct),
donde J = {r : ct pertenece al dominio de vy, }. Por el lema.2.10.4, 7, es una geodésica
tal que 7,(0) = py ¥,(0) = cv, por la unicidad de las geodésiCas entonces y,,(t) = y,(ct),
siempre que uno de los dos lados este definido. Asi, dado v'€ 7, M, podemos obtener la
geodésica 7y, a partir de la funcién exponencial:

W) = (1) = expp(tv)‘

Proposicién 2.11.2. Para cada p € M, existen vecindades U y U de’p'y 0 € T,M,
respectivamente, tal que la funcion exp,, : U — U es un difeomorfismo.

Demostracion. Del lema 2.10.5 tenemos que exp, es una funcién bien~definida y
diferenciable en una vecindad de O € T,M. Ya que T, M es un espacio vectorial, existe una
identificacion natural To(7,M) = T,M. Usando esta identificacién mostramos que

d(exp,)o : To(T,M) = T,M — T,M
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es laffuncién identidad. Para cada v € T,,M, consideremos la curva 7(¢) = tv, claramente
7(0)=0y 7'(0) = v. Como (exp, o 7)(¢) = exp,(tv) = y,(7), entonces

i)

d(exp, o(v) = d(exp,)o(z'(0)) = d(exp,)o (dT (E

= d(exp, 0 7)o (i ) = (exp, 0 7)(0) = ¥}(0) = v.
t=0

dt
El resultado se sigue‘ahora del teorema de la funcién inversa. .
Una base ortonormal\e;, .. ., e, para T,M origina un isomorfismo £ : R" — T,M

definida por E(x!,...,¥") = ¥, x'¢;. Sean U y U vecindades de p € M y 0 € T,M que
cumplen las propiedades de-la proposicion 2.11.2, podemos componer este isomorfismo
E con la funcion exponencial exp, : U — U para conseguir un sistema coordenado

<p:E_loexp;1:U—>R"

dado por ¢(q) = (x:(q), .., x"(g)), para todo ¢ € U y donde exp,'(q) = XL, x'(q)es,
ya que expl‘,l(q) € U € T,M. El;sistema coordenado (U, ¢) determinado por ¢;, ..., e, €s
llamado sistema coordenadonormal.

Sea f!,..., f" labase dual 4 e~ ., e,¢ Como expp(ej) € U, entonces

n

e; = exp, ' (exple)) =" Y X'(exp,(e)))es
i=1

es decir, (x' o exp,)(e;) = ¢;;. Por lo tanto, fi=xio expyen U.
Proposicién 2.11.3. Sea (U, ¢ = (x!,..., x"")) un sistema’Coordenado normal en p € M,
entonces

(1) gij(P) = €i5ij, donde ¢ = g(e;, e;) = 1,

() Ti(p) = 0.

Demostracion. Continuando con la notacién anterior, si v € T,M podemos escribir v =
n i . - _ .z

Y-y a'e;. Consideremos la geodésica y,(f) = exp,(tv) cuya representacion coordenada

con respecto al sistema coordenado normal es

Fo(t) = (6" 0 7)), ..., (3" 0 1)(1))
= (x'(exp,(tv)), . . ., x"(exp, (1))
= (f'@v),.... f"(@v))

= (ta', ..., ta").
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Asivi= v (0) = 27, a'd;),. Porlo que e; = d;|,, en consecuencia g;;(p) = g,(8i|p, 9;1,) =
(ei, ef) =%€;06;;. Por la forma de la representacion coordenada para ,, las ecuaciones dadas
por el'corolario 2.10.1 se reducen a

> Th(n()a'a’ =0, paratoda 1<k <n.
ij=1

En el caso particulazt = O, Zl'.szl Fl."j(p))aiaj = 0 paratoda a = (a',...,a") € R".,

Tomando a tal que @~=)a’ = 1y las otras entradas son cero, obtenemos
k k
I(p) + T(p) = 0.

Concluimos que l"l.’;.(p) = Ogara toda 1 < k < n, debido a la simetria de los simbolos de
Christoffel. -

2.12. Curvatura

El estudio de superficies efi R3.nos presenta la curvatura gaussiana que es una
buena herramienta para entender.el comportantiento de las superficies y cuya principal
caracteristica es ser invariante bajo iSometrias. €Como_veremos, mediante algunos cambios
esta idea se extiende a variedades semi-ciemannianas.

Lema 2.12.1. Sea M una variedad semi-riemannianay_V su conexién de Levi-Civita . La
funcion R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M),dada por

RxyZ = V[X,Y]Z - VxVyZ + VyVXZ,

es un (1, 3)-campo tensorial en M llamado el tensor de curvatura riemanniana de M.

Demostracion. Por lo mencionado en la seccion 2.3, podemos int€rpretar a R como un
elemento de 7;1 (M) siempre que R sea C*°(M )-multilineal. Claramente R e$ R-multilineal.
Para f € C®(M),yaque [X, fY]=Xf-Y + f[X,Y], obtenemos

Rx(fy)z = V[X,fy]Z - VXnyZ + nyVXZ
= Xf VyZ + fV[X,Y]Z - fo VyZ + fVYVXZ
= f(V[X’y]Z - Vvaz + Vyvxz)
= fRxyZ.
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2.12. Curvatura

De la*definicion de R se tiene que RxyZ = —RyxZ, asi lo anterior muestra que R es lineal
sobre’C>(M) en X y Y. En el caso de Z tenemos

Ryy(fZ) = Vixyi(fZ) = VxVy(fZ) + VyVx(fZ)
= [XYIf - Z+fVixnZ - X(YV)-Z-YfVxZ - XfVyZ
— fVXVYZ + Y(Xf) -7+ Xf VyZ + Yf VxZ + fVYVXZ
= fRxyZ.

El corchete de Liesyla.derivacion covariante en campos vectoriales no son campos
tensoriales, pero la combinacion de ambos origina el campo tensorial R. Recurrimos
a la notacién alternativa R(X,Y)Z para RxyZ cuando X y Y tengan expresiones mads
complicadas.

Como se mostré en la seceibn, 2.2, el vector (RxyZ), para cada p € M depende
unicamente de los valores de X, ¥'y Z.en p y no de los valores de estos campos vectoriales
en una vecindad de p o los valores'de’estos en todo M. Por esta razon, dado x,y € T,M,
la siguiente funcidn lineal tiene sentido:

Ryy “TyM — T,M

dada por R,z = (RxyZ),, donde X,Y,Z € X(M) tal que X, = x,Y, = yy Z, = z. Esta
funcién Ry, es llamada operador curvatura. Las siguientes identidades son las simetrias
de la curvatura.

Proposicion 2.12.2. Si x, y, z,v,w € T,Ms€ntonces

(D ny = _Ryx’
(2) <nyva W> = _<nyw’ V>,
(3) Ryyz+ Ry x + Ry =0,

(4) <nyV, W> = <vax’ y>

Las primeras dos identidades muestran propiedades antisimétricas delLt€énsor curvatura
y la ecuacion (3) es llamada la primera identidad de Bianchi.

Demostracion. Debido a que la derivada covariante Vy y el corchete de Lie.en_campos
vectoriales son operadores locales, es suficiente considerar cualquier vecindad'de/p. Para
nuestros propdsitos eligiremos campos vectoriales extendidos X, Y en una vecindad ‘de p
para x,y € T,M tal que [X,Y] =0, X, = xy Y, = y. Asi RxyZ se reduce a VyVixZ —
VxVyZ.
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2.12. Curvatura

(49 Esto es consecuencia de que RxyZ = —RyxZ.

(2)#Es suficiente mostrar que (R,,v,v) = 0 paratodo v € T,,M, entonces el resultado se
sigue del desarrollo de (R, (v + w), (v + w)) = 0. Usando (D5) del teorema 2.8.3,
(RxyV,V) = (VyVxV,V) —(VxVyV,V)
=Y(VxV,V) - X(VyV,V)

= YTV, V) + (V. V) = SXCTV, V) + 4V, 97))
1 1

S EY(X<V’ V)) — 5X(Y<V, V))

= SIX YV, V) =0,

yaque [X,Y] =0.
(3) De la definicion de R y la®propiedad (D4) del teorema 2.8.3,

RxyZ + Ry zX + RzxY = —VxVyZ + VyVxZ + Vy 71X — VyVzX
+VzVy X+ Vizx)¥Y = VzVxY +VxVyZ
=Vx(VzY'= VyZ) + Vy(VxZ — VzX)
¥ Vz(VyX #VxY) + Vy 21X + Vizx)Y
= Vx[Z, Y] + Vy[X, Z] + VZ[Y, X] + V[Y,Z]X + V[Z,X]Y
= —([X1X, Z]| +AZ X1 + [Z, [ X, Y]]) = O,

esto ultimo debido a la identidad de Jacobi.
(4) Usando la identidad de Bianchi con y, v, x y w permutados ciclicamente obtenemos

(Ryvx,w) + (Ryxy, w) + (Ryyv, w). = 0
(Ryxw, y) + (Rywv, y) + (R x, y> =0
(Rewy, v) + <Rwa, v) + <Rny, v) =0
(Ryyv, x) + (Ry,w, x) + (R,yy, x) = 0.

Sumamos las cuatro ecuaciones. Aplicando (2) a los términos en‘las primeras dos
columnas hace que estas se cancelen y de la ultima columna, apli€¢ando (1) y (2),
obtenemos

2(Ryyv,w) = 2(R,yy, x) = 0.

AsT (Ryyv, w) = (RyuX, y).

58



2.12. Curvatura

lsa diferencial covariante de R satisface una identidad mas llamada la segunda identidad
de Bianchi. Por definicién VR es un (1, 4)-campo tensorial que podemos considerar como
una fincién C*(M)-multilineal VR : ¥(M)* — X(M) dada por

VR(X,Y,V,Z) = (VZR)(X,Y)V.
Aplicando (24) a la expresion anterior, resulta
2.7)  (VZzR(XX)WV.= V(R(X,Y)V) = R(VzX,Y)V — R(X,V2Y)V — R(X,Y)(VzV),
donde R(X,Y,V) =R(X,Y)V.

Al igual que R,,, lastransformacion lineal (V_R)(x,y) : T,M — T,M, para x,y,z €
T, M, tiene sentido.

Proposicion 2.12.3 (SegundaIdentidad de Bianchi). Si x, y,z € T, M,

(V.R)(x, 3 F(VR)(y,2) + (VyR)(z, x) = 0.

Demostracion. Como en lademostracién'de la proposicion 2.12.2, extendemos los vectores
tangentes x, y, z a campos vectoriales X, Y, Z con componentes constantes en una vecindad
coordenada normal en p. Cén—estas consideraciones no solo el corchete de Lie de
cualesquiera dos campos vectoriales X, Y, Z€5s cero, ya que [9;, d;] = 0, sino que también
la derivada covariante de cada uno.de estos ¢ampos vectoriales con respecto a cualquier
otro campo vectorial de estos es cero en*p, ya queé Fl.kj(p) = 0. Sea V un campo vectorial.
Evaluando (VZR)(X,Y)V en p los dos términos de€nsmedio del lado derecho en (2.7) son
cero y desarrollando el primer término,

(VZR)(X,Y)V = V,VyVx V= V,Vx VyV.2R(X,Y)(VZV)

en p. Andlogamente, obtenemos expresiones para (VxR)(Y4#Z)V y (VyR)(Z, X)V. Por lo
tanto,

(V2R)(X, YV + (VxR)(Y, Z)V + (VyRY(Z, X)V
= (VZzVyVxV = VzVxVyV - R(X,Y)(VZV))
+ (VxV2VyV = VxVyV,V — R(Y, Z)(Vx V)
+ (VyVxV,V = VyV,VxV - R(Z, X)(ViV))
=0,

en p y dado que V es arbitrario, entonces

(VZR)(X,Y)+ (VxR)Y,Z) + (VyR)(Z,X) = 0.
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2.13. Superficies semi-riemannianas

Sea (U, ¢ = (x!,---, x™)) un sistema coordenado en M, entonces podemos escribir
n
!
I=1

donde R’ s6n'los componentes de R y estén dados por
ijk

ori. orl & "
Io_ k Jk ! l
(28) Rijk = ﬁ — W + Z l—‘l",z ij — Z F;’;{ Fim’
J Lom=l m=1
para0 < i, j, k < n.
Ahora consideramos una funcion real valuada que determina completamente a R.

Para p € M, un subespacio?/ de dimension 2 del espacio tangente 7, M serd llamado
plano tangente de M en p. Pafa'vectores tangentes v, w definimos

O, w)yE(v, v)Y{w,w) — (v, w)z.

Por el lema 1.8.4, el plano tangente /7°€sno degenerado si y sélo si Q(v, w) # 0 para una
base v, w de I1. El valor absoluto |Q(v, w)|.es el cuadrado del drea del paralelogramo con
lados v y w. Q(v, w) es positiva sig|;7 es definida, y es negativa si g|;;7 es indefinida.

Definimos la curvatura seccional como-lafuncion que asocia a cada plano tangente
no degenerado /7 de M en p, el nimero real

(Ryy 7, )
O(v, wy”.

donde v, w es una base para /7. El valor de’K es independiente de la eleccién de la base,
ver [2].

K(v,w) =

Una variedad semi-riemanniana M cuyo tensor de curvafura R es cero en cada punto
la llamaremos plana. Notemos que M es plana si y s6lo si la funcidén curvatura seccional
K es idénticamente cero. Por ejemplo, cada espacio semi-Eucliadian6 R/ es una variedad
plana, ya que en una vecindad coordenada los simbolos de Christéftel son cero y como
consecuencia de (2.8) obtenemos que R = 0.

2.13. Superficies semi-riemannianas

Una superficie semi-riemanniana es una variedad semi-riemanniana M de ditnension
dos. De manera similar, una superficie lorentziana es una variedad lorentziana (M ‘de
dimension dos.
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2.13. Superficies semi-riemannianas

Séa M una superficie semi-riemanniana y sea (U, ¢ = (x!, x?)) un sistema coordenado
en M¢{ para no complicar atin m4s la notacién, en esta seccién escribiremos u = x' 'y
v = 2, y también 0; = 9, y 0» = 9,. Con estos cambios, los componentes del tensor
métrico Telativas a ¢ usualmente son denotados por

E = gll N <(9M’ 6u>, F = 812 = 821 = <6ua 6\1)3 G = 822 = <6V’ 81})
El elemento de linea es
ds® =" Bdif + 2Fdudv + Gdv?* 'y Q= 08, 8,) = EG — F>.

Por lo tanto, (g;;) = (&&) y (g7) = é (S ') . Entonces por la proposicién 2.8.5, los
simbolos de Christoftel son

poo L B2 F 2 _LIE B2
11_Q Fu_(Ev/z) G|’ 11_Q F Fu_(Ev/z)’
r_ L|E/2 F 2 _L1|E E/2

127 91G./2 G 27 0|F Gu/2)

rl = LR - (Gu/20F 2 - LIE B -(Gu/2)
2790| G2 <6f 2 QF G2

Por el corolario 2.10.1 las ecuaciongs de “lase geodésicas para una superficie
semi-riemanniana se reducen a

u’ + 1"111(u’)2 + 2F112u’v' + I“%z(v’)2 =0,

v+ F%l ') + 2F122u’v' + F%z(v')2 =0,
dondeu =uoyyv=voy.

Como M tiene dimension dos, T,M es el dnico plano tangente.a M en p. Asi la
curvatura seccional K se convierte en una funcion real valuada en Mllamada la curvatura
gaussiana de M.

Un sistema coordenado en una n-variedad M es ortogonal, si sus campo$ vectoriales
coordenados cumplen que (d;, d;) = 0 para cada i # j, donde 1 < i, j <*nEn el caso

particular de nuestra superfice semi-riemanniana M, que (U, ¢) sea ortogonalimplica que
F=0.

Proposicion 2.13.1. Sea (U, ¢ = (u, v)) un sistema coordenado ortogonal en una supérficie
semi-riemanniana M. Entonces,
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2.13. Superficies semi-riemannianas

E, E, Gy Gy
WV, 0, = — 0, — — 0\, V5,0, = —— 0y + — 0,
D)Vaou =3 0= 56 % » 2E 26
Vo0, =Vy0,=—=0,+—0,.
o T 2E™ T 26
(2) Seae=HE|'?yg = |G|'/?,ysean ex = ez = +1elsignode E y G respectivamente.
Entonees
-1
(2.9) K=— (eE (2) +eo (ﬁ) ) .
eg € /u g v
Demostracion. (1) Elresultado se sigue tomando F = 0 en las expresiones anteriores

para los simbolos de Christoffel.
(2) Por definicion,

_ (Rs,0,0u Oy)

2.10 K
(2.10) G

Podemos escribir el numerador.como
(Rs,0,0u0y) = —(V§,Vo,0u 0y) + (V5, V5,04 0,).

Para expresar el numeradot.en.terminossde los componentes del tensor métrico
usamos la siguiente igualdad:

<V6M Vﬁv am 0\/) = 3u<Vav au’ 8v> - <V6v 0149 V[)u 8v>,
por (1) el lado derecho de esta igualdad puede escribirse como

Gu (E))?  (Gy)?
2 4FE 4G

Andlogamente, tenemos que

<V(')\, V(')uau’ av) = 5v<VaL,(9u, 8v> - <V6uaua V6V8v>a
E,, E.G, E.G,

+ + ——,
2 4FE 4G

Asi, la formula para la curvatura se verifica calculando el lado derécho de (2.9)
para obtener la expresion del lado derecho de la igualdad (2.10) con las f€spectivas
sustituciones.
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Capitulo 3

El teorema de Gauss-Bonnet

En este capitulo restringiremos nuestra atencion a las superficies lorentzianas que, por
lo presentado en las secciones(2.7 y 2.13, son aquellas 2-variedades M en las que existe
una funcién g que asocia de manera diferenciable a cada punto p € M, un producto escalar
gp de indice uno en el espacio tangénte 7,M.

A partir de lo mencionado_en la ‘seccion 1.8, iniciamos este capitulo estudiando los
conceptos bdsicos de los espacios, vectoriales lorenzianos (como veremos, los espacios
tangentes a las superficies lorentzianas son de este tipo) con la finalidad de definir una
superficie lorentziana tiempo-orientable.

Veremos que para una superficie/lorentizianaVf\existe un sistema coordenado global,
esto es, un sistema coordenado (U, ¢) én M tal que/ = M que nos permitird definir la
nocién de dngulo entre vectores temporaleS del espacio tangente lorentziano a M.

Haciendo uso de la métrica en M, las detrivadas covatiantes a lo largo de curvas dadas
en la seccién 2.9 y la diferencial de una uno-forma difereneiable presentada en la seccién
2.6, definimos la curvatura geodésica y la forma de conexiOn-asociada a una superficie
lorentziana. Presentamos también dos resultados que expresan’la derivada de la funcion
angulo y la diferencial de la forma de conexién en términos de Ja@ eurvatura geodésica y
la curvatura gaussiana, respectivamente, y que serdn fundamentales_en el desarrollo de la
demostracion del teorema de tipo Gauss-Bonnet local.

3.1. Variedades lorentzianas tiempo-orientables

Esta seccion estd basada en [2]. Para el estudio de los espacios tangentes de una yariedad
lorentziana, definimos un espacio vectorial lorentziano como un espacio vectotial”eon
producto escalar de indice 1 y dimensién > 2. Considerando que tnicamente trataremos
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3.1. Variedades lorentzianas tiempo-orientables

conespacios vectoriales lorentzianos V de dimension finita n, por el lema 1.8.9, existe una
isometriatlineal entre V y el espacio semi-euclidiano R”, por esta razén consideraremos a
V =R ¢on el producto escalar (1.5) con r = 1. Para nuestros propdsitos reemplazaremos
este producto escalar con el producto escalar equivalente

n—1
(3.1) 3(p.9) = D pidj = Pudn,
j=1

por lo que de ahoraenadelante R} denotard un espacio vectorial lorentziano con el producto
escalar (3.1).

Sea W un subespacio de R y denotemos por g|w la restriccién del producto escalar
(3.1) a W. Entonces W es ufisubespacio

(1) tipo espacio o espacial,si gly es definida positiva;

(2) tipo tiempo o temporal, si g|yves no degenerado de indice 1;

(3) tipo luz, si g|w es degenérado.

El cardcter causal de W es el tipo de subespacio al que pertenece. Esta definicion es
consistente con la definiciéon 2.7.3_en el sentide'de que el caricter causal de un vector

individual p es el mismo que el caractepcausal del stibespacio gen (p), el generado por p.
Al vector cero y al subespacio cero los €onsideraremes tipo espacio.

Lema 3.1.1. Sea p € R/ un vector tipo tiempo, entoncgs €l subespacio gen (p)* ortogonal

a gen (p) es tipo espacio y R = gen (p) ® gen (p)*.

Demostracion. El subespacio gen (p) es no degenerado de fndice 1. Por el teorema 1.8.6,
R} = gen (p) ® gen (p)*. Asf, ind R| = ind (gen (p)) + ind (gen (p)*), esto implica que
ind (gen (p)*) = 0, por lo que gen (p)~ es tipo espacio. .

Sea CT el conjunto de todos los vectores temporales en RY. El cono témporal futuro
es el subconjunto

CT" ={p=(p1,...,pn) € LC | pn > O},

y el cono temporal pasado es el subconjunto

CT  ={p=(p1,...,pn) € LC| p, < 0}.

Por lo tanto, LC es la union disjunta de estos dos conos temporales.
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3.1. Variedades lorentzianas tiempo-orientables

Lema 3.1.2. Sean p y g vectores temporales, entonces

(1) glp,q) <0, sipy g estan en el mismo cono temporal,

2) lgte'g)l = lIpliligll, con la igualdad si y sélo si p es mdltiplo de q.

Demostracion= (1) Sea p € R”, si escribimos p = (pi,..., p._1), entonces ||p||> =
1511? — p%¢Potdo que p es tipo tiempo si y s6lo si ||| < |p,|. Supongamos que p y
g son vectores.en el cono temporal futuro, entonces ||p|| < p, ¥ |4l < gn- Asi, por
la desigualdad’de-Cauchy-Schwarz para la parte riemanniana,

p-q=<1p-ql <lIpllgll < pugn-

Por lo tanto, g(p, ¢) =9 - 4= pnqn < 0. Procediendo de manera similar obtenemos
el caso en que p y g son.yectores en el cono temporal pasado.

(2) Escribiendo g = ap + §, donde)g € gen (p)*, como g es temporal

0> glq, q) = a’g(p.p) + 8(d.§).
Entonces

(g(p, .= a* (g(pep))*
= (8(q- 9= 84, 9) g(p, p)
>-gla 9)g(7 p)= lIplI*llqll*.

El resultado se sigue tomando raiz cuadrada en‘ambos lados de la desigualdad. La
igualdad se cumple si y sé6lo si g(g, §) = 0, esto es, g'= 0, por lo tanto g = ap.

Seat > 0y p, g vectores tipo tiempo contenidos en el mismo.cono temporal. Es facil
ver que el vector 7p es tipo tiempo, y que estd contenido en el mismo_cono temporal que
p- Ademads, por el lema anterior

lp + 4l = Ipll* +28(p.q) + llglI* <0,

asi p + g es un vector tipo tiempo contenido en el mismo cono temporal quep y g. Por
lo tanto, para 0 < ¢ < 1, el segmento de recta (1 — ¢)p + tq estd contenido en.el’mismo
cono temporal que p y g. De esta forma, los conos temporales son conjuntos convexos y,
en consecuencia, conjuntos conexos. Asi CT" y CT~ son los dos componentes conexos/de
CT.
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3.2. Angulo en superficies espacio-tiempos

Por todo lo anterior, para una variedad lorentziana M, el espacio tangente 7,,M en el
punte’p.€ M es un espacio vectorial lorentziano en la que existen dos conos temporales.
Diremos/que un campo vectorial X € X(M) es temporal o tipo tiempo, si para cada punto
p € M€l yector X, es temporal en T,,M.

Definiciéon 3.4.3. Una variedad lorentziana M es tiempo-orientable, si admite un campo
vectorial temporal X € X(M).

Si M es tiempo-orientable, elegir un campo vectorial temporal X € X(M) fija una
orientacion temporal’en M. Para cualquier p € M, un vector temporal v € T,M se dice
que apunta al futuroi(tesp. apunta al pasado), si (X, v) < 0 (resp. (X,,v) > 0).

3.2. Angulo en superficies espacio-tiempos

Esta seccion estd basada ens[S}. Una superficie espacio-tiempo es una superficie
lorentziana (es decir, una variedad(lerentziana M de dimension dos), conexa, orientable
y tiempo-orientable. En esta seccion=y=en las subsecuentes M denotard una superficie
espacio-tiempo.

Para cada punto p € M, el.€spacio tangente 7,M es orientable y tiene definido un
producto escalar. Para cualquier Veetor temporal unitario u € 7,M, denotamos por u™ el
tinico vector espacial unitario tal que <u, u™) =40y la base ordenada {u, u'} es orientada
positivamente.

Definicion 3.2.1. Un sistema coordenade lorentzidno én M es una isometria ¢ : M — R%
que preserva la orientacioén temporal.

Que ¢ preserve la orientacion temporal quiere decir quesdada una orientacién temporal
X en M, existe una orientacién temporal X en R% tal que en eada,puntop € M,siv € T,M
es un vector temporal que apunta al futuro (resp. apunta al‘pasado), entonces el vector
de,(v) en T¢(p)R% es un vector temporal que apunta al futuro (resp-"apunta al pasado).

La funcién ¢ en la definicién 3.2.1 es, en particular, un difeomorfismo, por lo
mencionado en el ejemplo 6, p. 9, implica que ¢ es realmente un"sistema coordenado
en M.

Notemos que si (U, ¢ = (x!, x?)) es un sistema coordenado en M, entonces

0 0
d o = —
p ( o L) ou

Por lo que un sistema coordenado ¢ : M — R% en M es lorentziano si y solo si g;; = €9,
donde (€1, €2) = (1,—1). La demostracion del siguiente lema se presenta en [2].

i=12.

@(p)
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3.2. Angulo en superficies espacio-tiempos

Lema 3.2.2. Sea ey, e; una base ortonormal de 7, M tal que e, apunta al futuro. Entonces
existe’in vinico sistema coordenado lorentziano ¢ = (x!, x?) tal que
0 0
Oilp = ——| =ei y hlp = 7| =e.
1 P 2
ax'|, ox=|,

Diremos que ‘un sistema coordenado lorentziano ¢ = (x', x?) en M es admisible en
T,M, si el vector'Gal, es un vector temporal unitario que apunta al futuro y (d[,)" = 911,
es decir, el conjuntoA{0 |, 0»|,} es una base ortonormal para 7,,M.

Definicion 3.2.3. Sean’v,av vectores temporales unitarios en 7, M, con p € M, que apuntan
al futuro (o apuntan al\pasado). El @ngulo entre v y w, que denotamos por £(v, w), es el
numero no negativo 6 tal que

cosh@ senh@) (v! _ wl
senh® coshd| \v2) ~ (w?)’
donde senh y cosh denotan al seno hiperbdlico y al coseno hiperbdlico, respectivamente,

y los pares ordenados (v!,v?) y (wl,.w?) son los componentes de v y w, respectivamente,
con respecto a un sistema coordenadd I6rentziano admisible ¢ = (x!, x?) en T,M.

Observemos que si (v, v¥)y(w!, w?)\$on los componentes dadas en la definicién
anterior y g es el producto escalaf (3.1) en R?, entonces

(3.2) — (V) (w!, #7))-=-cosh 6,

donde el lado izquierdo de esta igualdad es mayor odgual que uno, esto por el lema 3.1.2.
Asti, por ser cosh biyectivo restringida a ahgulos no n€gativos

0 = cosh™ (= g((v!,v?), (W' w?)),
es decir, el dngulo 6 existe y es Unico.

Veamos ahora que 6 es independiente del sistema coordemado lorentziano admisible
elegido. Sea y = (y', y?) otro sistema coordenado lorentziano @dmisible en T,M y los
vectores (7!, %) y (W', w?) los componentes de v y w, respectivamente, con respecto a
Yy denotemos por 6 el dngulo entre estos vectores también con respecto . Ya que las
bases {a/ax1|,,, 6/6x2|p} y {6/6y1|p, 8/6y2|,,} son ortonormales, la matriz de cambio
de base A con respecto a estas bases es una matriz semi-ortogonal, es decir, la funcion
A : R? — R? dada por A(u) = Au es una isometria lineal. Ya que A(v',v? =(¢!,7%) y
Aw!, w?) = (w!,?),

_g((vla v2), (Wl’ WZ))
_g(A(vl’ VZ)’ A(Wl’ Wz))

= —g((", ¥%), W', w?)) = cosh §,

cosh @
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3.2. Angulo en superficies espacio-tiempos

por.da, unicidad del dngulo entre v y w obtenemos que 6 = 6. Asi, el 4ngulo entre dos
vectores, temporales unitarios estd bien definido.

Seafna-un vector temporal unitario que apunta al futuro y w un vector temporal unitario
que apunta‘al pasado. Notemos que —w apunta al futuro, luego si 8 = £(—w, v), entonces

cosh® senh@) (-w!) (v!
senh@ coshff \-w?| ~ \v2)’
y, en consecuencia;
£1 J0 )\ (cosh(-6) senh(-0)\ (v! a wl
0 —1p\senh(=8) cosh(-6)] \v?] ~ \w?/|"
Ignoramos la matriz (7 % )-pdra obtener la siguiente definicion.

Definicion 3.2.4. Sea v un vector‘temporal unitario que apunta al futuro y w un vector
temporal unitario que apunta al pagado (o viceversa). Definimos el dngulo «(v,w) = -0
donde 0 = 4£(—w, v).

Lema 3.2.5. Sean v, w y z véctores temperales unitarios en 7, M, entonces

(1) 4(v,v) =0;

(2) £(v,w) + £(w,z) = £(v, 2);
3) 4(v,=v) = L(-v,v) = 0;
4 £(v,w) = =4L(w,v);

(5) 4(=v,w) = L(v,w);

6) 4£(v,—w) = L(v,w).

P4 cosh 6 senh 6 vl — vl ; 4 i ( coshg senh @ ;
Demostracion. (1) (oh9senhf) (v2) = (Vz) si y s6lo si (G509 senh®) es la matriz

identidad, por lo tanto 6 = «£(v,v) = 0. (2) Basta considerar tres casos: (i) cuando los
vectores v, w, z apuntan al futuro; (ii) los vectores v, w apuntan al*future y z apunta al
pasado; (iii) los vectores v, z apuntan al futuro y w apunta al pasado. Vegificamos el caso
(i). Para los casos (ii) y (iii) se procede de manera andloga. Si £(v, w) = 01.y%(w, z) = 67,

entonces por definicion tenemos que
v\ [ coshf; —senh6) (w! wl) [ coshf, —senh6,\[z!
vZ] ~ \=senh#;  cosh@;] \w? w?] ~ \=senh 6,  cosh6,] \z&*
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3.3. Curvatura geodésica

por.Jé.tanto,

(v‘) _( cosh 6; —senh@l)( cosh 6, —senh@z) (zl)

2 —senh 6, cosh @/ \—senh 6, cosh 6, ] | 72

_ [ cosh(6; +62) —senh (6 +6>) z!
“ \—senh(6; + 6,) cosh(6; +6>)) \z?]”

se sigue que £(V, 2)= 01 + 02 = £L(v,w) + 4(w, z). El resto de las propiedades del dngulo
son consecuencia'de (1) y (2). .

3.3. Curvatura geodésica

Esta seccion estd basada en [6]. Seay : [ — M una curva temporal en M de velocidad
unitaria, estoes, ||y'(s)|| = 1, s €d.SeaT(s) := y’(s), entonces T(s) es un vector temporal
unitario en cada punto s en el intervale abierto / en R. Elegimos el vector normal unitario
T*(s) alo largo de y. La curvatura geodésica x, : I — R estd definida por

(3.3) ) = <%(s>, TL(s)>,

donde DT /ds es la derivada covariante de 7 @ lo.largo de y. Como (T (s),T(s)) = —1,
entonces

d
d—(T(s), 1L(s)) =0.
s
Por la proposicion 2.9.1 (4),
2 <E(s), T(s)> =0.
ds

Ya que el espacio tangente de M en y(s) es de dimension dossy DT /ds es ortogonal a T,
DT /ds debe ser multiplo de T+, es decir,

DT
——(5) = o (s)T*(s),
ds
para una funcién o : I — R. De esto tltimo y (3.3) obtenemos «,(s) = o (s). Por lo tanto

DT
——(5) = K (TH(9)

Ahora sea Z un campo vectorial temporal unitario paralelo a lo largo de y y(X un
campo vectorial temporal unitario definido por la orientacién temporal de M. Si Z apunta
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3.3. Curvatura geodésica

al futuro para algin a € I, entonces Z(s) apunta al futuro para cada s € I. En efecto, sea
s € Iy Pys : TyoyM — T,y el transporte paralelo a lo largo de y. Por el lema 2.9.3, P
es una isometria lineal, por lo tanto

<Xy(s), Z(s)) = <Pas(Xy(a))’ Pys(Z(a))) = <Xy(a), Z(a)) <0,
como s fue tomada arbitrariamente, entonces (X,(s), Z(s)) < 0 paratoda s € I.
Sea Z* el campo yectorial unitario normal a Z a lo largo de vy, asi (Z,Z*) =0y
(Z+,Z+) = 1, entonCes

di<2(s), ZH(s) =0 y di<zl(s),Zl(s)> =0.
A A

Aplicando nuevamente (4)de’la proposicion 2.9.1,

D7
ds

DZ
ds

<Z(S), (S)> =0y <ZL(S), (S)> =0,

por el lema 3.1.1, DZ* /ds = 0, esto es)\Z* es un campo vectorial paralelo a lo largo de
v. Eldngulo de Z con respecto.a y es\a funcion 6 : I — R dada por 6(s) = £(T(s), Z(s)),
sel.

do
Lema 3.3.1. g(s) = —Kg(5).

Demostracion. Seay esuna curva que apunta al futuro, es decir, 7(s) es un vector temporal
que apunta al futuro para cada s € I, y Z-unr-eampo vectorial unitario a lo largo de la curva
v que apunta al futuro. Si so € I, por el lema 3.2.2, eXiste un unico sistema coordenado
admisible ¢ = (x', x?) en Ty (50)M tal que

Olysy) = Z7(50) Y Dalysy) = ZESo)-
Como Z(s0), Z*(s0) es una base para T}, M, existen tnicos ¢, b € R que cumplen
T(so) = aZ(so) + bZ*(sp).

Por la definicién 3.2.3, si 6(sg) es el dangulo entre T'(sg) y Z(sp), entonces

(3.4) coshd(sp) senh6(sp)) (b} (O

' senh 0(sp) cosh(sg) \1)
Por (3.2), a = cosh@(sp). Sustituyendo esto ultimo en (3.4) obtenemos unvpar de
ecuaciones. Resolviendo cualquiera de ellas para b resulta que b = —senh8(sp). En
consecuencia,

T(so) = cosh 8(s9)Z(sg) — senh O(s0)Z*(s0).
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3.3. Curvatura geodésica

Daderque sg fue arbitrario, tenemos que para cada s € I se cumple que

T(s)e cosh O(s)Z(s) — senh 8(s)Z* (s) y T*(s) = —senh6(s)Z(s)+ coshb(s)Z*(s).
Andlogandente, si y es una curva que apunta al pasado, entonces

T(s) = — cosh@(s)Z(s) + senh 8(s)Z*(s) y T*(s)=senh8(s)Z(s)— cosh6(s)Z*(s).

De estas ecuacion€s y.das propiedades (1) y (2) de la proposicion 2.9.1, obtenemos

DT do do N
%(s) =-senh 6(s) (a(s)) Z(s) — cosh 8(s) (a(s)) Z=(s)

DT do do |
g(s) = —senh#(s) (a(s)) Z(s) + cosh 6(s) (a(s)) Z=(s).

En cualquier caso
Ke(s) = <%(s), TL(S)> =\( senh? 6(s) — cosh? 4(s)) (%(s))

dg
= —X(S).

Observacion 5. (1) En general, si M#€s_una vériedad semi-riemanniana de dimensién
n, un elemento de volumen es una, n-forma diferencial u en M tal que para cada
pE M, Hp(é1,...,é,) = 1,donde éy, \. .4€, es unabase ortonormal de TPM orientada
positivamente. En [2, lemma 20, p. 195] se muestra.que un elemento de volumen
siempre existe si M es orientable.

(2) SeaV un campo vectorial diferenciable de M, 1a funcién @ %(1\7 ) — C°°(1\7 ) definida
por (W) = (V, W), para todo W € X(M), es una uno-forra, en efecto, para ello (por
la interpretacion dada en la seccidn 2.3) basta mostrar que w'es. € °°(]\7 )-lineal, lo cual
se sigue del hecho de que la métrica en M es un (0, 2)-campo tensorial.

Denotamos por dA el elemento de volumen para M, de acuerdo a la ebservacion 5 (1).
Asi mismo, de la observacién 5 (2), definimos la forma conexiéon w en M \basada en X
por

(3.5) w(W) = (Vi X, XL), W e X(M),

donde X es un campo vectorial temporal unitario de M y X+ el campo vectorial unitario
ortogonal a X.
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3.4. El teorema de Gauss-Bonnet para superficies lorentzianas

Lema 3.3.2. Sean w la forma conexion de M dada por (3.5), K la curvatura gaussiana y
dA elf€lemento de volumen de M, entonces

dw = KdA.

Demostracién. Sean V,W € X(M). Considerando el teorema 2.6.3, obtenemos

do@W, W) =Vw(W) - Waw(V) - w(V,W])
= V(VwX, XY = W(Vy X, X*) = (Viym X, X*)
= (VyVwX, X5 + (VX, Vy XH)
“(VwVyX, X' = (Vv X, VwX") — (Viywi X, XT)
= (Ryiw X, XY + (Vw X, Vy X ) —(Vy X, Vg X ).
Como (X, X) = -1y (X*, X¥) =1, entonces

0=W(X, X) =A{VyX, X) + (X, VwX) = 2(Vy X, X)

0= V(X X5) =4V X5 X1 + (X5, VyXt) = 2(Vy X5 X1,

Se tiene que Vi X es un miltiplo-€scalar de/X+ y Vy X+ es multiplo escalar de X, lo que
implica que (Vy X, Vy X+) = 0. Pe manera similar (Vy X, Viy X+) = 0.

Asi dw(V,W) = (RywX, X*). Tomando V £ X.y. W = X+, obtenemos
do(X, X*) = Ryke X, XTYEK(X, XL).

Ya que dA(X, X*) = 1, entonces dw = KdA. .

3.4. El teorema de Gauss-Bonnet Cpara superficies
lorentzianas

La férmula clasica de Gauss-Bonnet local establece una relacién entre la curvatura
gaussiana K y curvatura geodesica k,:

/kgds+//KdA+ZH,~:27r,
Y D i

donde D es una region simple de una superficie regular, y es una curva cerrada simple
regular a trozos que constituye la frontera de la regiéon D y 6; son los dngulos externosde
v en sus vértices (ver, por ejemplo [10]).
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3.4. El teorema de Gauss-Bonnet para superficies lorentzianas

En esta seccion desarrollamos los detalles de la prueba publicada por Birman y Nomizu
[6] deesta formula para el caso de regiones acotadas por curvas temporales en superficies
lorentzianas que satisfacen las siguientes condiciones.

Y2(s2)

Figura 3.1:'\E¥dominio D y su frontera 7.

Sean M una superficie lorentziana, congxa, orientable y tiempo-orientable, y D una
region (abierta y conexa) con cerradura compaetaén M, cuya frontera es una curva temporal
diferenciable por partes simple y cerrada(Figura 371);esto es, una funcién y : [a, b] > M
en la que existe una particion a = so <51)< -- < sz = b de [a, b] tal que la restriccién
¥i = Vls,_si» Paracadai = 1,.. ., k, es Un/Ségmento de curva cuya extension es una curva
temporal; que vy sea simple quiere decir que la curva sea inyectiva en [a, b) y cerrada que
v(a) = y(b). Ademads, como estamos asumiendo que D es“abierto y conexo con cerradura
compacta en M, tenemos que D es 2-variedad con frontera‘determinada por la curva y y la
forma de conexion w tiene soporte compacto. Ahora, por sepM)orientable y la inclusion
D — M difeomorfismo local para todo x € D, resulta que D es orientable y le damos a su
curva frontera 7y la orientacién inducida. Por el teorema de Stokés (veér, por ejemplo [11]
theorem 6, chapter 8, p. 354) se cumple que

fo-

Observacion 6. En la prueba del teorema de Stokes dada en [11] no se utiliza ningin
tipo de métrica. De hecho, Spivak menciona, en la pag. 352, que aunque el elemento de
volumen es importante en el capitulo 9 (sobre métricas riemannianas), el capitulo'8 (donde
aparece el teorema de Stokes y su demostracion) solamente concierne a la integraciénde
formas sobre variedades orientadas.
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3.4. El teorema de Gauss-Bonnet para superficies lorentzianas

Isos angulos en los vértices y(sy), . . ., y(sx) de la curva y seran denotados como sigue.
Sea 77 el+vector tangente unitario a la curva y; en el punto inicial y;(s;—;) y sea T; el
vectof tangente unitario a esta misma curva en el punto final y;(s;), paracada 1 <1i < k,
donde Vi (s#) = v1(s0). Los dngulos 6, = (T, 1), 03 = (T, T3), ..., 0k—1 = L(Ty_1,Ty)
y O = A(Tk, Ty) son los dngulos exteriores en los vértices y(sy), y(sz) o Y(sk=1) y v(sk),
respectivaniente:

El resultadogrincipal se enuncia y demuestra a continuacion.

Teorema 3.4.1. Sea."P una region y su frontera y con los supuestos mencionados
anteriormente en una’ superficie lorentziana M conexa, orientable y tiempo-orientable.

Entonces,
k
/Kgds+29,~—//1<dA=o.
Y i=1 D

Demostracion. Sea Z; un vector t€mporal unitario que apunta al futuro en el punto y;(sg).
Por la proposicion 2.9.2, existe un campo vectorial paralelo Z a lo largo de la curva v tal
que Z(so) = Z;. Sea Z;+1 = Z(s;) para-eada 1 < i < k. En general, Z; es distinto de Z;.
Al igual que antes, denotamos-por 8(s) el angulo £(7'(s), Z(s)) en cada s € [a, b]. Entonces

do 1.do
—(s)ds = —(s)d
/y, ds(s) s /SO ds(s) s

6(s1) = 6(s0)
L(T (83, Z(51)) = 4T (s50), Z(50))
= 4(T1, Z2) — «(T1, Z)s

Usando el lema 3.3.1 y la propiedades (2) y (4) del lema 3.2¢5,.0btenemos
- / KgdS -0 1
71

Procediendo de manera similar paray; con 2 <i < k,

ATy, Zo) — 4(T1, Zy) + £(ToeRy)

LT, o) = LT, Zy).
—/ Keds — 02 = £(T3, Z3) — £(T», Z»),
7

—/ Keds — 6 = L(T1, Zis1) — £(Tk, Zx).
Vi
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3.4. El teorema de Gauss-Bonnet para superficies lorentzianas

Por Jé.tanto, tenemos

k

—/ykgds—iei Z(—/wkgds—ei)

i=1 i=1
LT, Zis1) — £(Th, Zy)
LZ1, Zgs1).

(3.6)

Para evaluar 4(Z;3Z;+1), consideremos un campo vectorial temporal unitario X €
X(M). Sea B(s) = 4£(Z(s), X(s)) el angulo a lo largo de y. Escribiendo

Z(s) = cosh B(s)X(s) — senh B(s)X*(s),

aplicando la derivada covariant€ y el que Z sea paralelo, obtenemos

0= %(s) = senhB(s) (d—ﬁ(s)) X(s) + coshﬁ(s)%(s)
ds ds ds

(3.7) Dx

R (5).

— cosh A(s) (Z—f(s)) X*(s) — senh S(s)

A continuacién mostramos que

DX+
ds

(3.8) %(S) = w(T(5))X"(5)y qué (s) = w(T'(s))X(s),

donde w es la forma conexién basada en” X~ Por una parte, derivando (X(s), X-(s)) =0y
recordando que DX(s)/ds = Vr(;) X, obtenemos

(Vr(sX, X (5)) + (X(s), V(s X 9" 5)0.

Por lo tanto,
(Vr(sX, X*(5)) = —(X(5), V()X T).

En consecuencia, por la definicion de w,
w(T(s)) = =(X(5), V(5 X ).
Por otra parte, derivando (X(s), X(s)) = =1y (X*(s), X*(s)) = 1, resulta'que
(Vi X, X(s) =0 'y (VreX, X (s)) = 0.
Como X(s), X*(s) es una base ortonormal para T,(;)M, entonces

V1o)X = (Vi) X, X($))X(s) + (Vs X, X (5)) X (s),
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3.4. El teorema de Gauss-Bonnet para superficies lorentzianas

de ahi que
Vi X = w(T(s)X*(s).

De maneéra.similar,
Vi Xt = =(Vr X" X(8)X(s) + (Vi X X () X (s),

y asi
Vo) X = ~(X(s), Vi) X ) X(s) = w(T(s)X(s).

De (3.7) y (3.8) conCluimos que

dp/ds = w(T).
Luego
b
e (T)d
./yw /a w s
b dB
= /a g(s)ds
(3.9) =B(b) = B(a)

=Blsk) — B(s9)

A(Zlsp), X (8k))m £(Z(s0), X(s0))
L(Z(s1), Z(50))

L Zy#.40)

= —«(Z1, Zix7),

Esta ultima igualdad se obtiene por el lema®3.2.5 (4). Por€l teorema de Stokes y el lema
3.3.2 tenemos que

(3.10) ‘/ywszl)dw://DKdA.

La férmula requerida se sigue de (3.6), (3.9) y (3.10). .

76



Conclusion

El teorema de tipo Gauss<Bonnet que se desarroll detalladamente en este trabajo a
partir del articulo [6], que adiférencia del teorema de Gauss-Bonnet global desarrollado por
A. Avez [1]y S. S. Chern [4]'dé manera independiente para variedades semi-riemannianas
compactas y orientables de dimension par, es un resultado local para ciertas regiones de
una variedad lorentziana bidimenSional. En comparacion con el teorema de Gauss-Bonnet
local para variedades riemannianas_bidimensionales, tiene como principal diferencia el
tipo de métrica, que ya no es definida;positiva. Lo anterior involucra un concepto distinto
de dngulo entre vectores, dependiendo de_la causalidad de los vectores. Para vectores
temporales existe un concepto desdngulo bien definido con propiedades muy particulares
que son usadas de manera importante en [a‘demostracion del teorema de Gauss-Bonnet
local para espacio-tiempos de dimension dos,”como se ha detallado en este trabajo.
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