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Introdueccion.

La ciencia de datos esshoy en dia una herramienta fundamental para la
explotaciéon de datos y la gemeracién de conocimiento. Entre los objetivos
que persigue se encuentra lahusqueda de modelos que describan patrones y
comportamientos a partir de los-datos con el fin de tomar decisiones o hacer
predicciones. Es un area que ha experimentado un enorme crecimiento al
extenderse el acceso a grandes volumenes de datos e incluso su tratamiento en
tiempo real. Abarca a numerosos gruapos,de investigacion de diferentes areas
(computacién, estadistica, matemédticas, ingenieria, etc.) que trabajan en la
propuesta de nuevos algoritmos; téenicas=d€’computacion e infraestructuras
para la captura, almacenamiente”y.procesadosde datos, etc., ver [4].

Una parte fundamental de la clencia de daséssson las redes neuronales ar-
tificiales, las cuales son modelos computacionales-inspirados en los trabajos
de investigacién, iniciados en 1930, cuyoerpropositeera modelar computacio-
nalmente el aprendizaje humano llevado'a eabo a traves de las neuronas en el
cerebro. Las redes neuronales son una nuevasforma de@nalizar la informacion
de tal modo que son capaces de detectar y aprender patrefies complejos y ca-
racteristicas de los datos. Como nuestro cerebro, aprender de la experiencia
y del pasado, y aplican el conocimiento adquirido para réselver problemas
nuevos. Este aprendizaje se obtiene como resultado del entrénamiento (trai-
ning), el cual permite la sencillez y la potencia de adaptacién”y )evolucién
ante una realidad cambiante y muy dindmica. Una vez adiestradasglas redes
neuronales pueden hacer previsiones, clasificaciones y segmentacién=Ademas,
en la mayoria de los casos presentan una eficiencia y confiabilidad por lo/me-
nos similares a los métodos estadisticos y sistemas expertos. En los casosde
muy alta complejidad, las redes neuronales son especialmente tutiles dada'la
dificultad para modelar que tienen otras técnicas. En 1958, Rosenblatt [14],
propuso el primer modelo precursor de redes neuronales, el perceptron. Sin
embargo éste tenia capacidades muy limitadas, lo que trajo como consecuen-
cia que en la década de 1970 esta area de investigacion fuera casi abandonada;
no fue sino hasta la década de 1980, con el uso de hardware computacional,
que se dio un auge en la investigacién de redes neuronales, el cual persiste
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hasta el dia de hoy, ver [13].

En esta tesis se estudié la forma en que se utilizan las redes neuronales
artificiales en la clasificacién de patrones, mostrando su implementacion, y
propercionando algunos ejemplos de su aplicacion en diversos campos.

A géntinuacién se describe como estd divida esta tesis. En el Capitulo|l]se
defineny conceptos basicos fundamentales en redes neuronales artificiales. En
el Capitulo |2 se presenta el perceptrén multicapa, el gradiente descendente
y el algoritino'de Backpropagation (propagacién hacia atras), que son piezas
claves para la“inplementacién de las redes neuronales. En el Capitulo |3 se
muestran ejemploside aplicacion con datos reales encontrados en la literatura
para ilustrar el uso de las redes neuronales artificiales como una herramienta
para clasificar patromnés. Por ultimo se presenta un Apéndice donde se mues-
tran los cédigos del software Rstudio utilizados en este trabajo, empleando
como paqueterfa primordial el “nnet” (ver [12]).



Capitulo-1

Conceptos-basicos.

En este capitulo se proporcienan las herramientas basicas de redes neu-
ronales artificiales que seran necésatias en esta tesis.

1.1. El problema de clasificacion.

Se tienen datos (x1, Y1), (22, Y2)f s Tn, i) pdonde z; € R, y; € {1,2,..., k}
vy k representa el nimero de clases: Estos datos sen llamados datos de entrena-
miento.

Se supone que los datos provienen deqina distribucién desconocida. El proble-
ma que se quiere resolver es el de clasificar un nuevogsdato z en alguna de estas
clases. Para ello se desea construir una regla (de ¢lasificagidn, la cual esta dada por
una funcién

g:RT = {1,2,...,k}

x— g(x).

1.2. Probabilidad de error de Bayes.

Sea (X,Y) un par de variables aleatorias que toman valores en RY y {01},
respectivamente. El par (X,Y") puede ser descrito por el par (u,7n), donde‘u es la
medida de probabilidad de X y n es la regresién de Y en X. Es decir, para ‘un
conjunto Borel-medible A C R?,

u(A) = P(X € A),

y para cualquier z € R?,

nx) =P =1X =2)=EY|X =2x).

9



10 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS.

Asi, n(x) es la probabilidad condicional de Y = 1 dado X = z. Para ver que (u,n)
son suficientes para describir la distribucién de (X, Y), observar que para cualquier
C/C R? x {0,1}, tenemos que

Co= (CN R x {0}) U (CN(RT x {1})) = (Co x {0}) U (C1 x {1}),
para algunés Co y C subconjuntos de R?,

P(Y)eC) = P(XeCpY=0)+P(XeC,Y =1)
- / (1 — (@) a(dz) + / n(e)u(de).
Ch Cq

Como esto es valido, para cualquier conjunto Borel-medible C, la distribucién de
(X,Y) esta determinada por (u,n). La funcién 7, a veces, es llamada la probabi-
lidad a posteriori.

Cualquier funcién g : B¢ %3 {0,1} define un clasificador o una regla de
clasificacién o funcién de(decisién. La probabilidad de error de g es L(g) =
P(g(X) #Y). Es de particulargnterés la regla de clasificacién de Bayes dada
por

1 sin(x) >

DN |

9 @) =
0" en otro caso.

Esta funcién de clasificacion minimiza la probabilidad de error, como se verd a
continuacién.

Teorema 1. Para cualquier regla de clasificacidn g : R — {0,1},
P(g"(X) #Y) < P(g(X) #Y)
es decir, g* es la regla de clasificacion dptima.

Demostracion. Dado X = z, la probabilidad de error condi¢ional de cualquier
regla de clasificacion g puede ser expresada como

P(g(X) £ Y|X =) = 1 = P(Y = g(X)|X = 2)

1 [P(Y = 1,9(X) = 1|X = 2) + P(Y = 0, 9(X) = 0[X)2 2)]
=1 — [Igw)=1y P(Y = 1|1X = &) + I(y()=} P(Y = 0|X = )]
=1- [I{g(l’) 1}77 + I{g(w)zO}(l - 77(90))] 5

donde I4 denota la funcién indicadora del conjunto A. Asi, para todo z € R?,
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P(g(X) # Y[X =) = P(¢"(X) # Y|X = x)

=1 — Wig)=1yn(@) + Ig@)—op (1 — 1(x))]
—{1 = [Ty ()=13n(x) + Lige ()=0y (1 — n(x))]}

= Iige )=ty WENF L{g ()=0y (1 — 1(2)) — L{g(x)=031(%) — L{g(x)=0} (1 — n(2))
= (&) [Lig-@)=1f Mgg=13] + (1 = 0(2)) [L{g~@)=0} — Ig(w)=0}]
=n(x) [Ig~@)=1y ~Hga-13] + 1 =1(2)) [1 = Lig-(@)=1} = 1 + Ig(a)=1}]
= (2n(x) — 1) [I{g+()=13 — Lggz)=13] > 0 (por la definicién de g*(x)).
Por lo tanto,
P(g"(X) # YIX Gr< P(g(X) £ YIX = )
Integrando ambos lados de la desigualttad ton respecto de u(dz) tenemos que

P(g"(X) #X¥P< P(g(X) #Y).
O

Notar que si X toma valores en R, n(x) tiene la forma-de la funcién en la Figura

L1

.

n(x)

0 a X

Figura 1.1: La regla de decisiéon de Bayes en la cual se asigna 1 si z = a y 0
en otro caso, para algin a € R.

Por lo que en este caso tenemos que la regla de decisién esta dada como

“(z) = . six > a,
g 0, en otro caso.

. 1
1, sin(z)> 2 { 1,
0, en otro caso.
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La cantidad L* = P(g*(X) # Y) es llamada la probabilidad de error de Bayes,
error de Bayes o el riesgo de Bayes. Por la demostracién anterior

L(g) = PX)#Y)= /Rd P(g(X) #Y[X = z)u(dx)
= /Rd [1 = {Ig@)=131(®) + Ig(a)=oy (1 — n(2))}] p(dx)
e 1= [ igr1(e) + Hgar-or(1 = nfe) ()
=_1— E{Iy00)=0yn(X) + Iigx)=0y (1 — (X))},

en particular
L7 =16 Bl x> 13n(X) + Ly <13 (1= 0(X)}-
Se tiene que la probabilidad a posteriori
n(z) = R(¥W= 11X =z) = E(Y[X = 1),

minimiza el error cuadrtico cuando Y es predicha por f(X), para alguna funcién
f:RY S R:
E{M@)~ YY) E{(f(X)-Y)*}.

Para ver lo anterior, observe.que para cada'y € Rd,
E{(f(X) = Y)*|X =z} = E{(J@ ¥ n(2)*¥ylz) - Y)*|X =z}

= (f(z) = n(2))* + 2(f(z) — n(@) Ba(z) — YIX¥ =)o} + E{(n(z) - Y)*|X = a};

puesto que
E{n(z) -Y|X =z} =n(z) - EV|X =) =1(z) —n(z) =0,  (1.2)

al sustituir (1.2 en (1.1]) se obtiene

E{(f(X) =YX =a} = (f(2) — n(2))* + 2 0)
+E{(n(z) - Y)*|X =z}
= (f(z) = n(@))* + BE{(n(X) = Y)?*|X =}

Integrando respecto de p(dx) tenemos
E{(f(X) = Y)*} = E{(f(X) — n(X))*} + E{(n(X) - Y)*}.

Asi,
E{(n(X)=Y)*} < B{(f(X) = Y)*}.
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Ejemplo)1 (Desempeno de un estudiante en un curso). Considérese el desempeno
de un éstudiante en un curso. Sea Y =1 si aprueba y Y = 0 si reprueba. Supon-
gamos quef X_es el niumero de horas de estudio por semana del estudiante, que
nos servird edimo un factor para clasificar al estudiante en una de las categorias.
La funcion de regresion n(z) = P(Y = 1|X = x) es probablemente una funcion
creciente en x.

Supongamos quem(z) = H%, con ¢ > 0. La regla de clasificacion de Bayes
es

) 1
. b sin(@) > 2’ 1, sixz>c,
g(w) = - { 0, en otro caso.
05" en otro caso.

El correspondiente error de Bayes es

L* = Lg)=1-F [I{n(xpé}??(X) + L)<
= 1- B [Ixsqn(X)# 9 x<q (1 —n(X))]

c X
- E[I{X>C}c+X+I{XSC}c+X]
min(c, X)
- g2
( c+X >

= F (min _c X
N c+X c+X

= E(min(l — n(X),n(X)))!

,(1 = n(X))

1
2

Mientras que la regla de clasificacion de Bayesspuede ser ealculada unicamente con
n(z), para el error de Bayes L* se requiere conocer también da.distribucion de X .

Supongamos que X = ¢ con probabilidad uno (como ejemploycuando se consi-
deran las escuelas militares, donde todos los estudiantes son forzados a estudiar c
horas por semana), entonces

{2k (2)-

Si en cambio X tiene distribucion uniforme en [0, 4c|, entonces

1 dc 1
o~ L mm(c,x)dx
4c Jo ctzx
1 c 1 4c
= — | Zdrt+— -
dc Jo c+z 4c J. c+=x

1 5e
= —log— =~0. .
1 og 1 0.305785

Es decir, el error de Bayes es menor cuando X tiene distribucion uniforme en
[0,4c] y por lo tanto funciona mejor la regla de clasificacion de Bayes.
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1.2.1. Decisiones plug-in.

La mejor prediccion de Y para la observacién X es la regla de decisiéon de
Bayes

1
] < — .
I B S A O R R O]
4 1, en otro caso.
1, en otro caso.

La funcién ng€s asualmente desconocida. Asumir que tenemos acceso a funciones
no negativas 7(z), 1 — n(x) que aproximan a n(z) y 1 —n(x), respectivamente. En
este caso parece hatural utilizar la funcién de decisién plug-in,

0, sin(z) <

l\')\»—\

g(x) =
1, en otro caso,

para aproximar la regla de decigion de Bayes. El siguiente teorema establece que
si 77(x) estd cerca de la probabilidad real a posteriori en el sentido de L; (ver [15]),
entonces la probabilidadsde error de decisién g esté cerca de la decisién éptima g*.

Teorema 2. Para la probabilidad defepror de la decision plug-in g definida ante-
riormente, tenemos

P{g(X)#Y} - L"= 2/Rd n(2) = ;’ I{g(2)#g* (@)} 14(d),
Yy
Plg(X) £Y}— L < / \77 )|u(dz)
= 2Bn(x n(w)l-

Demostracién. Si para alguna z € R?, g(z) = ¢g*(z), entonees la diferencia entre
las probabilidades de error condicional de g y ¢g* es cero:

P{g(X) #Y|X =2} — P{g"(X) #Y[X =z} = 0

En otro caso, si g(x) # ¢g*(z), entonces como se vio en la demostracién delTeorema
la diferencia puede escribirse como

P{g(X) #Y[X =z} — P{g"(X) # Y|X =z}
= (2n(2) = 1) (I{gr@)=1) — Lg(x)=1})

= 120(z) — ULg(a)29 (2} -
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Asi,
Plg(X) #Y}-L" = /Rd 2 ‘77(90) - ;’ Hg(a) g @y #(d)
< 2 Infa) =~ i@)lutda)
= 2Bln(x) — ()]
poraue g(z) # g°()ibfica In(a) — ()| = () = 1/2]. a

1.3. Discriminacion lineal.

Una regla de discriminacién lineal o regla de clasificacion lineal, con
vector normal a = (ay,...,aq) € R? vy pardmetro de localizacién ag € R, estd dada
por

g(x) = { Wsials+ag >0,
0, (‘en)otro caso,

donde z = (M, ..., z(¥) e RZ.

La probabilidad de error del clasificador lineal dado anteriormente es denotada
por L(a,ap). Sea

L= f L(a,ag)
a€R? qpER

la probabilidad de error mas pequena dentro'de los clasificadores lineales. Sean Fj 4
y F1,4 las funciones de distribucién condiciohales de a1 X WDt agX @) = T x
dados Y = 0y Y = 1, respectivamente. Si P(Y = 1) =py P(Y =0) =1 — p,
puede verse que

1 1
L == —supsup |pFq(z) — (1 —p)Fou(z) — p¥=l5
2 a x 2

en el caso en que p = 3 se reduce a

1 1
L — —supsup |F1 o(z) — Foq(x)]-
a X

T2 2

1 1
Por lo tanto, L = 3 siy solo sip = 3 y para toda a, I, = Fo .

1 1
Teorema 3. L < 5 con igualdad si y solo si L* = 3 donde L* es el error dé

Bayes.

1 1
Notar que si L* < = entonces L < > por lo que una clasificacién significativa

por un hiperplano es posible.
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Teorema 4. Sean Xy y X1 vartables aleatorias distribuidas como X dado Y =0
yY, = 1, respectivamente. Sean mo = E(Xy) y m1 = E(X1). Definir también las
matrices de covarianza

S = E[(X1 —m1) (X1 —m)"] 'y o= E[(Xo — mo)(Xo —mo)"].

Entonces

1
L* < L < inf
T 7 aeRrd (a” (my —mg))?

((aTS0a) /2 + (aT$1a)1/2)2

Puede verse que
< Al —p) ,
~ 1+4+p(1—p)A?

donde A = \/(ml —mg¥E1(my —mg) es la distancia de Mahalanobis entre
mo y my, con ¥ = p¥i + (1 —p)Xo (ver [11]). Esto significa que una distancia de
Mahalanobis grande implica una probabilidad de error pequena para clasificadores
lineales, y por lo tanto también\para la regla de clasificacién de Bayes.

1.3.1. DiscriminateJineal.de Fisher.

Existen varios métodos para.obtener elfvector normal a de una regla de clasi-
ficacién. Uno de los primeros mégodos fue gpropuesto por Fisher (1936). Sean my
y myg las medias muestrales de lag’das clasesy estdecir,

. X . X . o
mlzz:—Z y mozZn—l,connj:#{z:Yi:j},j:O,l.
i1Y;=1 iY;=0 0

Sean 8% y 38 dispersiones muestrales de las proyecciofies.en la direccién de a para
las clases 1 y 0, respectivamente, es decir

~2 Ty _ T~\2_ Tg
o; = E (o' X; —a'mj)” = a’ Sja,

wY;=j

donde

Sy = 3 (Xi—m)(Xi =)
:Y;=j

para j = 0,1. Es decir, Sy y S1 son las matrices de dispersicién muestrales\de la
clase 0 y 1, respectivamente.
El discriminante lineal de Fisher es la funcién lineal o’z para el cual

(anle — aTT/fLQ)Z . (aT(T/le — ffl(]))2

J(a) = —
(@) 57 +03 aT(Sy + So)a
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T

es maXima. Esto corresponde a encontrar la direccién que mejor separa a a* mq de

al'mg rélativo a las dispersiones muestrales. La solucién estd dada por

a = (S1 + So)il(fﬁl — T/T\l())
La regla de discriminacién de Fisher esta dada por

() = 1, sia’z+ag>0,
Fao L) = 0, en otro caso,

para alguna constante ap€ R.

Desafortunadamente, el"discriminante lineal de Fisher puede se arbitrariamen-
te malo: existen distribuciones“tales que atun cuando las clases son linealmente
separables (es decir L = 0), el{diseriminante lineal de Fisher tiene una probabili-
dad de error cercana a 1.

Caso de la distribucion normals

Hay algunas situaciones en las cuales\a regla de Bayes es un clasificador lineal.
Esto sucede si la distribucién de’las clases esnormal multivariada.
La distribuciéon normal multivariada tiene densidad dada por

—;ex —lm—mT Yz —m
) = s el e e ) ).

donde m es la media d-dimensional, ¥ es la*matriz de covarianza de tamano d x d,
Y1 es la inversa de ¥, y det(X) es su determinante. i WX tiene densidad f,
entonces m = E(X)y X = E[(X—m)(X —m)T]simbdlicanténte X ~ Ny(m,¥). La
densidad normal multivariada esta completamente especificadapor sus parametros
my 2.

En el caso de dos clases en el cual X tiene densidad f(x) = pfil@)+(1—p) fo(z)
v fo, f1 ambas son normales multivariadas con parametros m;, 3;, para_ i = 0,1,
la regla de Bayes puede ser escrita como

g*(.’E) _ { 1, si pfl(x) > (1 _p)f0($)7

0, en otro caso.

Notamos que p = P(Y =1), 1 —p = P(Y =0) y que fy y f1 son las funciones
de densidad de X dado Y =0y Y = 1, respectivamente. Para ver que ¢g* tiene la.
expresién anterior, recordemos que

1
1, sin(z) > 2

0, en otro caso,
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donde n(z) = P(Y = 1|X =z) = E(Y|X = z). Ademds notar que

n(z) = PY=1X=2)=EY|X =1x)

_ pfi(z) -
pfi(z) + (1 —p)fo(z) = 2

& 2pfi(z) > pfi(x) + (1 —p)fo(z)

< pfi(z) > (1 =p)fo(z).

Ahora ¢g*(x) = 1 si y sélo si

log(pf1(x)) > os((1— 1 fola)) < logp— L log(det(1)) — 5z —m)" S (z —m)
S log(l—p)—% log(det(Eo))—%(z—mo)TEgl(x—mo)

& (B — ml)Tzl_l(x —mq) — 2logp + log(det(X;))
< (z—mo)T2y H(z—mp)—2log(1—p)+log(det(Xo)).

Sea 7 = (x — m;)TS, M —m;) la/distancia de Mahalanobis al cuadrado de x

a m;, para ¢ = 0, 1. La ultima,desigualdadses equivalente a

1 —p det(zo)
2 2
—21 — 1 .
e Og( p ) 3 (det(El)

Asi la regla de Bayes es simplemente

. 1-p det(Xp)
1, si r% < rg — 2log <p> 4 log <det(21) ,

g*(x) =
0, en otro caso.

1
En particular, cuando p = 3 Yo = X1 = X tenemos que

.2 2
g'(@) = 1, siry <rg,
0, en otro caso.

Obsérvese que si o = 1 = X, entonces haciendo que o’ = 2(my % mo)TE_1

y ag = 2log <1p> + mOTEflmo — mlTEflml, la regla de decisién de Bayes es
p

el discriminante lineal

“(x) = 1, sia’z+ag >0,
9 1 0, en otro caso.
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1.4+, Consistencia Universal.

Si tenemos una sucesion D, = ((X1,Y1),...,(X,,Y,)) de datos de entrena-
miento, lo mejor que se puede esperar de una funcién de clasificacion es lograr la
probabilidad\dé& error de Bayes L*. Generalmente, no podemos obtener una funcién
que logre exactamente la probabilidad de error de Bayes, pero es posible construir
una sucesion de funciones de clasificacién {g,}, es decir una regla de clasificacién,
tal que el error de probahilidad

Ly L(Qn) = P[gn(Xa Dn) 7é Y‘Dn]
se acerque arbitrariamente,a” L™ con probabilidad cercana a 1.

Definicién 1 (Consistencia débil y fuerte). Una regla de clasificacion es consis-
tente (o asintdticamente eficient€ con.la probabilidad de error de Bayes) para una
cierta distribucion de (X,Y) si

E(Ly) = Plgn(X,Dy) &Y¥] — L* cuando n — oo,
y fuertemente consistente si

lim L, 5 L* con probabilidad 1.
n—oo
Observacion. La consistencia esta definida como lal convergencia del valor espe-
rado de L, a L*. Como L,, es una variablesaleatoriaséon-valores entre L* y 1, esta
convergencia es equivalente a la convergen€iay de Ly=d " en probabilidad, lo que
significa que para cada € > 0
lim P[L, — L* >+¥] = 0.
n—oo
Dado que la convergencia casi segura implica convergencia engprobabilidad, con-
sistencia fuerte implica consistencia.
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Capitulo- 2

Redes Neuronales.

2.1. Perceptron multicapa.

El discriminante lineal o perceptrén, tiene la regla de decisién

: 1
b(z) = { 0, 'si(z) < 3’

1, envotTo caso,

basada en una combinacién lineal ()

d
P(x) =co+ Z it = co £ 8,
i=1

1)

donde las ¢;’s son los pesos, x = (x( ,...,x(d))T y &= (cl,...,cd)T

llamado una red neuronal sin capas ocultas, ver Figura|2sl

Co

€1 \
x@ cy
. 0ol
Entradas <

Elemento Umbral

X

@

Ca
Pesos

(2.1)

. Esto es

Figura 2.1: El perceptron de Rosenblatt. La decision se basa en una combi-

nacién lineal de los componentes del vector de entrada.

21
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En una red neuronal (hacia adelante) o perceptrén multicapa con una
capa oculta se tiene

K
P(a) =co+ Y cio(vi(x)), (2.2)
=1

donde las ¢;’s"son como antes y cada v; es de la forma dada en (2.1): ¢;(z) =
d

b; + Zaijm(j) péra) algunas constantes b; y a;j, ver Figura [2.2| La funcién o es
j=1

llamada sigmoide, la, cual se define como una funcién no decreciente con o — —1
cuando x | —o0 y o¢> 1 cuando x T o0o. A continuacién se muestran algunos
ejemplos:

1. Sigmoide umbral

2. Sigmoide estandar o logistice

1 —<e*
)= T
3. Sigmoide arcotangente
o(x) = — arctan(z);
T

4. Sigmoide gaussiano

o1 u?
0(1:):2/ e z2du—1.

oo V2T

En la Figura se presentan las graficas de estos sigmoides.
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0ol

Figura 2.2: Red neuronal con wna)capa oculta. Las neuronas ocultas se en-
cuentran dentro del marco.

] —

Umbral Arcotangente Logistico Gaussiano

Figura 2.3: Graficas de sigmoides.

En el perceptrén con una capa oculta, decimos que hay k netironas ocultas (la
salida de la i-ésima neurona oculta es u; = o(¢;(x))). Asi, (2.2]) puede reescribirse
como

k
@ZJ(:E) =g+ Zcmi,
i=1

que es similar a (2.1)). Podemos continuar este proceso y crear redes neurenales
multicapa hacia adelante. Por ejemplo, un perceptrén de dos capas ocultas gs'de
la forma

l
P(z) =co + Z Cizi,
i=1
donde

k
Zi =0 dig+2dijuj ,1§i§£,
7j=1
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d
uj =0 (bj+zaji$(i)> y1<j <k,

=1

y las d;;'s,#;’s y aj;’s son constantes. La primera capa oculta tiene & neuronas
ocultas, mientras que la segunda capa oculta tiene ¢ neuronas ocultas, ver Figura

2.4

Primera —
¢ Gl 1 capagoculta .
o oculta I E
|
I

Figura 2.4: Red neuronal hacia adelante con dos capa ocultas.

2.2. Arreglos.

Un conjunto finito A de hiperplanos en R? particiona el espacio en piezas
poliédricas convexas conectadas. Tal particion P = P(A) es llamada un arréglo:
Un arreglo es llamado simple si cualesquiera d hiperplanos de A tienen un 1inico
punto en comun y si d+ 1 hiperplanos no tienen puntos en comun, ver Figura 2.5
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Figura 2.52.Un arreglo simple de 5 rectas en el plano.

Un arreglo simple crea celdas poliédricas. Curiosamente el nimero de celdas
es independiente de la configuracién de los hiperplanos. En particular, el niimero
de celdas es exactamente 2F §id> k, y

ik
Z(J sid<k,

=0

donde |A| = k, ver [3]. Para arreglosemas generales los valores anteriores son
simplemente cotas superiores.

Podemos usar arreglos para disefiar claSificadores. Definamos g4 como el cla-
sificador natural obtenido por la mayoria dé vétos sobre todas las Y;’s para las
cuales las X;’s estan en la misma celda del arreglo”R.= P(.A) que un nuevo punto
x, ver Figura 2.6

Figura 2.6: Un clasificador basado en arreglos. Las areas sombreadas, son
donde se obtuvo la mayoria de votos para la clase 1 y las areas sin sombrear
son donde se obtuvo la mayoria de votos para la clase 0.

Si fijamos k y encontramos un conjunto de hiperplanos A con |A| = k, para el
cual el error empirico

1 n

R

L = =3 Lgaxsv)
=1

es minimo, obtenemos el clasificador de riesgo empirico 6ptimo.
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Teorema 5. El clasificador de riesgo empirico dptimo basado en arreglos P(A)
con, |A| < k cumple que E{L,} — L* para todas las distribuciones si k — 0o y
k/=o(n/logn), donde L* es el error de Bayes, es decir, la probabilidad de error
de cl@sificacion de la regla de decision de Bayes.

Recordemos que la regla de clasificaciéon de Bayes es la regla de decisién éptima,
es deciry lalque tiene probabilidad de error de clasificacion minima. También se
pueden hagér arreglos a partir de los datos disponibles de una manera més simple.
Fijar k puntos/Xi, Xo,..., X} en posicion general y considerar todos losibles

7

k
( d> hiperplanos’que se pueden formar con estos puntos, ver Figura 2.7} Estos

hiperplanos formansiina coleccién A, que define un arreglo. No se realiza ningin
tipo de optimizacion, se toma el clasificador natural obtenido por mayoria de votos
dentro de las celdas deda particién sobre (Xii1, Yit1), ..., (Xn, Yn).

Figura 2.7: Arreglo detefminado porsk = 4 puntos en el plano

Aqui no podemos aplicar el Teorema [5] de (comsistencia. También el arreglo
ya no es simple, porque no cumple que d + 1 hipérplanos no tienen puntos en
comun. La regla asi obtenida es consistente, en términos de la Definicién (1], si
diam(A(X)) — 0 en probabilidad y el nimero de celdas-eSyo(n), donde A(X) es la
celda a la que pertenece X en el arreglo y diam(B) es elididmetro de un conjunto
B, es decir diam(B) = sup ||« —y ||. Como el nimero degeldas es a lo mas

z,yeB
d %
> ()

i=0
k
donde k' = ( d)’ vemos que el nimero de celdas dividido por n tiende_afcero si

k&
— = 0.
n
Esto pone una restriccién severa en el crecimiento de k. El siguiente resultado
permitird proporcionar condiciones para la consistencia del clasificador por arreglgs

definido anteriormente.
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Lema 1.)Si k — oo, entonces diam(A(X)) — 0 en probabilidad cuando X tiene
una densidad.

Demostraciop.“Puede mostrarse que si u es una medida de probabilidad con den-
sidad f en ]Rd, eleconjunto de todas las x para las cuales para todo € > 0 se tiene

u(x + eQ;) >0, para todos los cuadrantes Q1,Qo,...,Qq teniendo un vértice
en (0,0,...,0) yNades de longitud uno, tiene p-medida uno. Aqui, por ejemplo,
r+eQ1 = [r1,21 + Ry o X [xg, 24 + €], para x = (21, T2, ...,24). Para tales x’s,

si al menos una de las*Xys (i < k) cae en cada uno de los 2¢ cuadrantes z + €Q;,
entonces diam(A(z)) <.2de, ver Figura Esto es debido a que la celda A(x)
a la cual pertenece z estd comtenida en el conjunto convexo formado por esos 2%
puntos, y ese conjunto convexo al estar contenido en un d-cubo C' de 2% vértices
y de aristas de longitud 2e, tienesdidmetro menor o igual a diam(C') < 2de. Por lo
que A(z) < 2de.

€ €
AL A
) N ~
el N\
€< XT/eQ, ¥ €Q, ‘>E
\ X J
e p
€4 X+ €Q3 x + eQ3 i
P
k\ ' N J
N "
€ €

Figura 2.8: El didmetro de la celda que contiene x es menorgque 4¢ si hay un
dato en cada uno de los cuatro cuadrantes de lados de longitud e alrededor
de x.

Por lo tanto, para € > 0 arbitrario, tenemos que

P(dim(A(x)) > 2de) < P(alguno de los conjuntos x + €Q); no
contiene a ninguno de los k£ datos).

Notar que la probabilidad de que = + €@); no contiene a ninguno de los k£ datos es
igual a (1 — p(z + er))k, para j = 1,2,...,2% Ademds

k
(1 — p(z +eQ;))k < (1— min ,LL(x—FeQi)) ,oj=1,2,...,24

1<i<2d
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Como la probabilidad de la unién de eventos es menor o igual a la suma de las
probabilidades de los eventos (desigualdad de Boole, ver [0]), tenemos que

k
P {diam(A(z)) > 2de} < 24 (1 — min p(x+ eQi)> — 0.
1<i<2d
La convergencia a cero del lado derecho de la desigualdad anterior es por lo men-
cionado al"inicio de la demostracién, ya que el conjunto de las x para las cuales

1- mind At €Q;) es estrictamente menor que 1 tiene p-medida uno. Asi, por
1<i<2

el Teorema de‘eonvergencia dominada de Lebesgue
P(diam(A(X)) > 2de) — 0.
O

Como una consecuencia’del lema anterior y bajo ciertas condiciones adicionales,
se tiene el siguiente resultado.

Teorema 6. El clasificador por_arreglos definido anteriormente es consistente
stempre que X tenga una/densidad y

k— oof k& = o(n).

El teorema anterior senala.que la minimizacién del error empirico sobre un con-
junto finito de arreglos también puede ser‘conisistente. Tal conjunto puede tomarse
como la coleccion de arreglos que €omsisten en’ hiperplanos que pasan a través de d
puntos de X7y, -+, Xy. El clasificader de riesgo_empirico éptimo de este conjunto
serd consistente, ver Problema 30.1 de"[3].

FEn una computadora se sigue la siguiente estrategia con los arreglos. Clara-
mente, para hallar la celda a la que pertenece un datoyz encontramos para cada
hiperplano A € A el lado al que pertenece . Si f(z) = »+ag, entonces f(z) > 0
si z estd de un lado del hiperplano, f(z) = 0 si x esta sobre el hiperplano, y
f(z) < 0 si z estd en el otro lado del hiperplano. Si A = {#, ..., Ax}, el vector
(I{Hl(x)>0}, . ,I{Hk(x»o}) describe la celda a la que perteneée.x, donde H;(z) es
una funcién lineal que es positiva si x esta en un lado del hiperplano A;, negativo
si x estd del otro lado de A;, y 0 si x € A;. Es facil ver que el clasificador repre-
sentado en la figura [2.9] es idéntico al clasificador por arreglos. Ensla terminologia
de redes neuronales, la primera capa oculta de neuronas correspondé\justamente
a k perceptrones (y tiene k(d + 1) pesos o pardmetros). La primera ‘capa, genera
un vector de k entradas binarias que senala la ubicacién precisa de x enlasweeldas
del arreglo. La segunda capa asigna una clase (decisién —1 o +1) a cada celda.del
arreglo y activa una sola neurona (asigndndole 0 a las neuronas que no activa y
1 a la neurona que activa). Se tienen 2¥ neuronas (para la asignacién de clase);
pero como se vio anteriormente, en los clasificadores naturales estas neuronas no
requieren entrenamiento o aprendizaje; la decision se toma por mayoria de votos.
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Ny

Figura 2.9: Clasificador por arreglos‘tealizado por una red neuronal de dos
capas ocultas. Cada una de las 2% celdas de la segunda capa oculta realiza
una operacion “y”: la salida del’nodo “101” es 1 si las tres entradas son 1, 0
y 1, respectivamente. De lo contrario, su salida es 0. Por lo tanto, una y sola
una de las 2" salidas es 1.

Sea x un nuevo vector de entradas! Sed H;(z) £ & = + ajo, la funcién lineal
que es positiva si z estd de un lado del hiperplano Aj, y0 si x € A;. Sea

d
bj =0(Hj(x)) = o*(ajT:L‘ +aj0) =0 <Z ajia:(i) s aj()) ,

=1

donde o es el sigmoide umbral, por lo que b = (by, ..., bx) es un veetor de dimensién
k cuyas entradas son —1 o 1, y que describe la celda del arreglo ada que pertenece
x.

Cada vector de dimension k cuyas entradas son —1 o 1 correspomde a una

celda del arreglo. Sea ¢y = (¢g1,...,...cq) €l vector cuyas entradas sen —1 o 1
correspondiente a la celda ¢, para £ = 1,2,...,2". Sea
k 1 k
2 =0 Z ngbj —k+ B =0 Zngbj +coo |, (23)
7j=1 7j=1
1 . . S .
donde ¢yg = —k+ Zyoes el sigmoide umbral. El argumento de la funcién sigmoide

1
es igual a 3 si b = ¢y y es negativo de otro modo. Por lo tanto, zy =1sib=1c¢y, y
zg = —1si b # ¢y
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Asumimos que tomamos una regla de decisién basada en el signo de

ok
Z Wezg + Wo,
=1

donde lasay’s.son pesos y las z,’s son las salidas de la segunda capa oculta, dadas
por (2.3). Supengamos que deseamos asignar la clase 1 a s celdas del arreglo y la
clase 0 a las fgceldas restantes. Para una regién ¢ de la clase 1, sea wy = 1; para

una regién £ dé la~glase 0, sea wy = —1. Definir wg = 1 + s — . Si para algin
2k

je {1,2,...,2k}7 2j, =Xy z = —1 Vi # j, entonces, debido a que Zwr =5 —t,
r=1

se tiene

ngzg—i-wo ~ wj—i-wo—Zwi

¢ i#]
="wj+(1+s—t)—(s—t—wj)
= 2wj+1

- 3, si wj; = 1,
N ~lg siw; = -1
Por lo tanto, la regla de decisién es

1, si ngZg 4 wy > 0,

4
xTr) =
o) 0, Sizngg—{—waO,

14

donde

es decir, este clasificador por arreglos es una red neuronal con dos capas oculta§,
la primer capa oculta con k neuronas y la segunda capa oculta con 2F neuronas.
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A

Prinnera
capa
oculta

Segunda

capa oculta —

Figura 2.10: Red neurofial) del clasificador por arreglos.

2.3. Aproximacion por_redes.neuronales.

Considere primero la clase C (k) de clasificadores qué _contiene a todos los
clasificadores por redes neuronales con sigmoide umbral y % neéuronas ocultas en
dos capas ocultas. Los datos de entrenamiento D,, son usados para seleccionar un
clasificador en C*). Para un buen desempeiio de la regla selecciofiada, es necesario
que la mejor regla en ck) tenga probabilidad de error cercana a L*, esto es que

imf L(¢)— L*
oeC (k)

sea pequena. Llamamos a esta cantidad el error de aproximacion. Naturaliente
para k fijo el error de aproximacion es positivo para la mayoria de las distribuciones.
Sin embargo, para k grande se espera que sea pequeiio. La pregunta es si la ultiméa
afirmacion es verdadera para todas la distribuciones de (X, Y"). Vimos en la seccion
anterior que la clase de clasificadores por redes neuronales de dos capas ocultas
con m nodos en la primera capa y 2™ nodos en la segunda capa contiene todos los
clasificadores por arreglos con m hiperplanos. Por lo tanto, para k = m + 2™ la
clase de todos los clasificadores por arreglos con m hiperplanos es una subclase de
C™®). De esto se obtiene facilmente el siguiente resultado de aproximacién.
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Teorema 7. Si C'¥) es la clase de todos los clasificadores por redes neuronales con
sigmoide umbral y k neuronas en dos capas ocultas,

1f inf L —L*=0
Jm nf L)

para todas las, distribuciones de (X,Y).

Es interésante ver que la misma propiedad se mantiene si C*) s la clase de
redes neuronales*de una capa oculta con k neuronas ocultas y sigmoide arbitrario.
Mas precisamente,.sea C (k) la clase de clasificadores

. 1
o (z) :{ 0, sig(z) < bR

1, en otro caso,

donde ¥ (z) es como en (2:2)).,Por el Teorema [2| tenemos

L(¢) S < 2E{[y(X) — (X[},
donde n(x) = P{Y = 1|X/= x}."Asi,

imf D(g)—L* — 0
pcC(k)

cuando k — oo si E{|Yx(z) —n(z)!} — 0,.para alguna sucesion {¢y}, con ¢y €
c®) y k() = Iy, (x)>1/2)- Pof laeonsisteneia, universal vista en la Seccién
necesitamos asegurarnos de que la‘familia de las ¥’s puede aproximarse a cualquier
n en el sentido Li(p). En otras palabras, el erret de aproximacién ¢é%<fk) L(¢) —

L* converge a cero si la clase de funciones 1) ese#enso en Li(u) para cada pu.
Otra condicién suficiente para esto (pero demasiadd severa) es que la clase F de
funciones v llegue a ser denso con la norma Ly, en el espaeio de funciones continuas
Cla,b]? en [a,b]%, donde [a,b]? denota el hiperrectdanguld de R? definido por sus
vértices opuestos a y b, para cualesquiera a y b.

Lema 2. Supdngase que una sucesion de clases de funciones\Fy se vuelve denso
con la norma Lo, en el espacio de funciones continuas en [a, b]d, es_decir,

lim inf su z)—g(x)| =0.
Jim ol s 17(2)  9(0)

Entonces para cualquier distribucion de (X,Y),

lim inf L(¢)—L* =0,
Jm nf, L)

donde C™*) es la clase de clasificadores ¢(x) = Lty(w)y>1/2y para ¥ € Fy.
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DemoStracion. Para e > 0 fijo, encontramos a, b tales que u([a, b]d) >1—¢€/3,
donde fi es”la medida de probabilidad de X. Elegimos una funcién continua 7 que
se hace cexb fuera de [a,b]? tal que

. €
B{ln(X) - A(X)]} < .

Encontramos k ywf & F;, tales que
N €
sup |f(2) ~ ()] < &

x€la,bld

Para ¢(z) = I{(z)>1/2}, Y-ROF el Teorema [2} tenemos

L(g)~ L < 2B{f (X n@) [xenn} + 5
< 2B{|f(0) =G| I xeqonny} + 2B{7X) —n(X)]} + 5
< 2 swp () Y +2E(AX) (X))} + 5

O

A continuacién el siguiente teorema muestrasinaggproximacion por redes neu-
ronales con una capa oculta.

Teorema 8. Para cada funcion continua 'f.: {a, b]d —R ™y para cada € > 0, existe
una red neuronal con una capa oculta y una funeion ¥ (#).como en (2.2)) tales que

sup [f(z) —¢(z)| <e

z€[a,b]?

Demostracion. La prueba se hard sélo para el sigmoide umbral

_ i <O0:
a(x)—{ 1, siz <0

1, sixz > 0.

Sea € > 0 fijo. Tomamos la aproximacién por series de Fourier de f(z); y por
el Teorema de Stone-Wierstrass, ver [3], existen un entero positivo grande M,
coeficientes reales distintos de cero g, aa, ..., anr, Bi,B2,. .., Bm, y enteros @,
parai=1,2,...,M, 7=1,2,...,d, tales que

M
T T €
sup Z (ai cos (—m?m) + Bisen (—m?w)) — f(2)| < =,
z€[a,b]? =1 a a 2
donde m; = (mj1,...,m;q). Toda funcién continua en la recta real que es cero

fuera de un intervalo acotado puede ser arbitrariamente aproximada de manera
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uniforme en el intervalo mediante redes neuronales unidimensionales, es decir, por

funciones de la forma
k

Z cio(a;x + b;) + co.

i=1
Observe gue la funcién indicadora de un intervalo [b,c| puede ser escrita como
o(x — b) 4 a(~x + ¢). Esto implica que funciones acotadas como seno y coseno
pueden set aproximadas de manera arbitraria por redes neuronales. Por lo que,
existen redes méuronales u;(x), v;i(x), con i = 1,2,..., M, (i.e. mapeos de R? a R)
de tal forma dque

sup |u;(x) — cos (EmT:z:N <—°
sefppje | a '’ 4M ey
Y T €
T
sup0;(z) — sen <—m- :1:)‘ < :
z€[abld Ha) a ' 4M |35

Por lo tanto, aplicando la desigualdad del tridngulo obtenemos

M M
Z (ai oS (ngTw> +3; sen (ngTx)> - Z(alul(m) + Bivi(x))] < %

i=1 =

sup
x€la,bld

Como las u;’s y v;i(x)’s sofi redes neuronales, su combinacion lineal

M

(@) = ) (caui@yBivi(x)),

=1

es una red neuronal también y de heche

sup [ f(z) — ()]

z€[a,b]?
< zes[tlllg]d f(z) — é (ai cos <§mZT$) + B; sen (gm?x)> ‘
. (8 (s () o (1) e 5 -

El siguiente corolario del Teorema [§] se obtiene a través del Lemia

Corolario 1. Sea C* la clase que contiene a todos los clasificaderes per redes
neuronales definidos por redes de una capa oculta con k meuronas ocultes y un
sigmoide arbitrario o. Entonces para cualquier distribucion de (X,Y),

lim inf L(¢)— L* =0.

k—o00 peC(k)
La convergencia anterior también se cumple si el rango de los pardmetros de la red
neuronal, a;;, b, ¢;, es restringido a un intervalo [— B, Bx], donde ka B = o0.

— 00
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Observacion: También es cierto que la clase de redes neuronales de una ca-
pa ocultag€on k neuronas ocultas se vuelve densa en Li(u), para cada medida
de probabilidad @ en R? cuando k — oo. Entonces el Teorema [2| puede usarse
directamente/para demostrar el Corolario

En la praetica, la arquitectura de la red (es decir, k en nuestro caso) es dejada
al experimentador;“quien ajusta los pardmetros a;j, b; y c;, dependiendo de los
datos D,,. Con respeeto a los resultados anteriores, estos son de interés teérico. Es
de mayor interés engbntrar qué tan lejos esta la probabilidad de error de la regla
elegida de inf L(¢):

peC(k)

2.4. Gradiente descendente.

En la clasificacién basada “ensVerosimilitud, los estimadores son estadisticos
suficientes de la funcién de densidad./de probabilidad dada la clase, p(x|C (i)), y de
la probabilidad a priori de la clase, ‘P(C (i)), y el método que se utiliza para estimar
los pardmetros es el de maxima verosimilitud. En discriminacién los parametros son
de los discriminantes y estan optimizados para minimizar el error de clasificacién.

Cuando w = (wW,... w¥)%dendta el vector de pesos o el conjunto de
pardmetros y E(w|X) es el erfor con parametros w para el conjunto de entre-
namiento X dado, buscamos

w* = arganin E(w|X)s
w

En muchos casos no existe una solucion analitica y debemos recurrir a métodos de
optimizacion iterativos, el método mas empléado es el gradiente descendente.
Cuando E(w) es una funcién diferenciable dé un vector (devariables, tenemos el
vector gradiente compuesto de las derivadas parciales

OE OE 9E 1"

wE: a0 a2 sy )
v 6w1 811}2 5"u}d

el procedimiento del gradiente descendente para minimizar E comienga‘a_partir de
un w aleatorio y en cada paso actualiza w en la direcciéon opuesta del gradiente

oE .
Aw; = —na—wi , Vi, (2.4)
por lo que
w; = w; + Aw;, (2.5)

donde 7 es llamado el tamano de paso o factor de aprendizaje y determina
cuanto moverse en esa direccién. El gradiente ascendente se utiliza para maximizar
una funcién y va en la direccién del gradiente. Cuando llegamos a un minimo (o



36 CAPITULO 2. REDES NEURONALES.

maximo), la derivada es 0 y el procedimiento termina. Esto indica que el proce-
dimiento encuentra el minimo ma&s cercano que puede ser un minimo local, y no
hay garantia de encontrar el minimo global, a menos que la funcién tenga solo un
minimo. El uso de un buen valor para n también es critico; si es demasiado pe-
quenio latconvergencia puede ser demasiado lenta, y un valor grande puede causar
oscilacion€s e incluso divergencia.

2.5. Discriminacién logistica.

La cantidad log/(y — 1) es conocida como la transformacion logit o log odds
de y. En el caso de dos“clases normales que comparten una matriz de covarianza
comun, las log odds sen lineales:

. P(CW|z)
(1) — gL\ )
logit(P(C'V|z)) = log L=PC)
PCWz)
— log —Semmk)
% P(CO)x)
p(x|C™M) pPcW)
= 1 1
S REFIC) 5 PC®)
_ (2a) 22| S 2exp[—(1/2) (z — p) 'S (@ — )]
a (27) 242 |5~V Zexp[—(1/2) (z — p2) T~ (2 — p2)]
p(c(l))
+ log ——P(Cm)
= wlz + wo,
donde
w= X" (1 — pa)
Yy
_ 1 Ty—1 pP(chy
wo = —5 (k1 + 42)" B (k1 — ) + log PC®)’

La inversa del logit
P(CW|z)
1— P(CW|x)

log = wlz + wy,

es la funcidon logistica, también llamada funcién sigmoide logistica, dada’per

1

P(C(l)’x) = a(wTJJ + UJO) = 1 + eXp[—(’UJT-T + wo)] '
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2.5.4.) Dos clases.

En discpiminacién logistica no modelamos las densidades de clase condicionales
p(z|C (’)), $mMo_m4&s bien su proporciéon. Consideremos dos clases y asumamos que
la razén de logverosimilitud es lineal

1

p(l‘|C( )) _ T o

—— | = w x4 wy.

p(z|c®)
Como se vio anteriormente, esto se cumple cuando las densidades condicionales de
clase son normales. Sin~embargo, la discriminacion logistica tiene un alcance més
amplio de aplicacién, por €jemplo,  puede estar compuesta por atributos discretos
o puede ser una mezcla de atributos continuos y discretos.

Utilizando la regla de Bayesgtenemos

P(CW|z)
12P(CO|z)
p(a€V) pech)

= log—=*< +log =w" x + wo,

p(x[C) P(C®)

logit(P(CM|z)) = log

donde
p(C(l))

P(e®)’
Reordenando los términos, obtenemos.la funcion logistica

1
T 1+éxp = (wTz #wp)]’

wo =Mg.+log

y=PCWx) (2.6)
como nuestro estimador de P(C™V|x).

Veamos cémo obtener w y wp. Se nos da una muestra”de dos clases, X =
{at,r}, donde r* = 1si z € CV y vt = 0 si 2 € C?). Asumiffiog)que 7, dado 2,
es Bernoulli con probabilidad 4! = P(C™M|2?), calculada con la”eetiacion (2.6)

rt|xzt ~ Bernoulli(y').

Vemos la diferencia de los métodos basados en la verosimilitud dondé modelamos
p(z|C™), en el enfoque basado en discriminantes modelamos directamenté r|z. La
verosimilitud de la muestra es

(w, wolX) = [J" (1 — )=
t

Sabemos que cuando tenemos una funcién de verosimilitud para maximizar,
podemos siempre convertirla en una funcién de error para minimizar, E = —log/,
en nuestro caso tenemos la entropia cruzada

E(w,wo|X) = =Y rflog(y’) + (1 — ) log(1 — o). (2.7)
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Debido a la no linealidad de la funcién logistica, no podemos resolver directamente
esta minimizacién, por lo que utilizamos el gradiente descendente para minimizar
la/entropia cruzada, lo que equivaldria a maximizar la verosimilitud o la logvero-
similifud. Si y = o(a) = 1/[1 + exp(—a)], su derivada estd dada por
dy
27— (1 —
7~ Y —)

y obtenemos lagsiguientes ecuaciones de actualizacién
rt 1—r
A'U)~ = — = t 1 - t :Iit
j nawj 772( >y( y')a}
— nzr_y .I'j,j:l,...,d,
t

Awo——nawo —7727" —y)

Una vez que se han obtenido los_parametros w y wg, durante la clasificacién de
un dato de prueba z*, caléulamos y = o(w!z! 4+ wp) y elegimos oW si v > 0.5;

elegimos C® de otro modo.

2.5.2. Miiltiples clases.

Ahora se generaliza para k >¢2 clases. Tomamos una de las clases, por ejemplo
C®) | como clase de referencia y a§umimos que

p(x|c(l)> _ T o)
logm = wi T wi07
entonces tenemos )
P(C(k)|.’ﬂ) - plw; 0],
con wyy = wly + log P(CD)/P(C).
Vemos que
k—1 k-1
P(CY|x) 1— P(CW|x) T
; C[a) PCW) 2 oplui vl
de donde .
P(c®x) = ,
1+ 30 explw! z + wi
y también que
P(CYx)

i Sl o/ T .
PC®) explw; x + wjo],
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luego

PCY|z) = eXp[w Thwol iy ko
1+ Zj 1 exp[w x + wjo)

Para tratar todas las clases de manera uniforme, escribimos

A T ,
yi'= PACD|2) = keXp[“’z x;f wiol
> j—1 €xplw; T + wjo)

ci=1,....k, (2.8)

la cual es llamada la faneién softmax. Si la suma ponderada de una clase es
suficientemente méas grandezque para las otras, después de la exponenciacion y
normalizacién, su correspondiente y; estard cerca de 1y las demds estaran cerca
de 0. Esto es como tomar un maximo, excepto que es diferenciable, de ahi el nombre
de softmax. La funcién softmax también garantiza que Zyi =1

i
Veamos cémo obtener los pardmetros w y wg. En este caso se tienen k > 2
clases, cada punto de la muestra es ensayo multinomial con una realizacién, es
decir, rt|zt ~ Multy(1,y'), donde y! = RICY|2?). La verosimilitud es

({wi, it )= T T T 1)

y la funcién de error es de nuevo la fentropia criizada

E({w;, wio}i|X) = ZZr logy!.

Utilizamos nuevamente el gradiente descendentet Si y; ="exp(a;)/ Z(aj), tenemos
J

Ay

8aj

= v:i(6i5 — vj),

donde 6;; es la delta de Kronecker, que es 1sii=jy 0sii# j. Ya que Z rt =1,
1
tenemos las siguientes ecuaciones de actualizacién, para j =1,...,k,

Aw; = nZZiyf(%—yﬁ)xt
= UZZ )
_ nzlzrm—yﬁzrfl xt
= WZZ:(T{—@/})xt |
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ij() = 772(7‘;- — y;)
t

Notgé'que debido a la normalizacién en la funcién softmax, w; y wjg se ven afectados

no sole*por z! € ¢ sino también por z! € C(i), 1 # j. Los discriminantes se

actualizan para que la clase correcta tenga la suma ponderada més alta después
de la funcién softmax, y las otras clases tengan sus sumas ponderadas lo mas bajas
posible.

2.6. Discriminacién por regresion.

En regresion, el modelo probabilistico es
rt = yt + €,

donde, € ~ N(O,a2). Si re {0,1}, y' puede restringirse a estar en este rango
utilizando la funcién logistica;

1
1+ exp[— (w72 + )]

y' = gl x' +wo) =

Entonces la verosimilitud nfuestral en gegresién, asumiendo 7|z ~ N(y, 02), es

! exp [—(Tt _ yt)2] }
V2o 202

Maximizar la logverosimilitud es minimizar la Swma de errores cuadraticos

(w,wo| X) = H

E(w, wo X) = % St R,

Utilizando el gradiente descendente, obtenemos

Aw=n> (" =y )y (1 -y,
t

Awg=nY (r' —y)y' (1 - o).

Este método también puede ser usado cuando hay k > 2 clases. El modelo, proba-
bilistico es

rt = yt + €,
donde € ~ Ni(0, oI ). Asumiendo un modelo lineal para cada clase, tenemads

1
1 + exp[—(w] at + wip)]’

Yl = o(w!l zt 4+ wip) =
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Entonces)la verosimilitud muestral es

¢ X 1 Hrt — ytHQ
({whwio}i’ ) = H W exp _T
t

y la funcién de_error es
1 1
E({wi, wio}:| X) = 3 Z [|rt — Z/tH2 =3 ZZ(Tf - yf)2~
t t i

Las ecuaciones de aetualizacién para i =1,..., k, son

Aw/< 0 (= yhyl(1 — yh)a'
t

Awio =] > (rf — yh)yt (1 — o).
t

Note que al hacerlo de este modo 16 hacemos uso de la informacién de que solo
una de las y; debe ser 1 y las demds deben ser 0, o que Zyi = 1. La funcién

1
softmax de la ecuacién nosspermite incorporar esta informacién extra que
tenemos, debido al rango de valgres-de las“éstimaciones de las probabilidades a
posteriori de las clases. Usando salidas, logisticassen el caso k > 2, tratamos a las
y;’s como si fueran funciones independientes.

Notar que para una clase determinada; si utilizamos el enfoque de regresion,
habra actualizaciones hasta que la salidacorrecta sea’1 y todas las demds sean
0. De hecho esto no es necesario, porque durante las pfuebas simplemente vamos
a elegir el méaximo de todas las salidas, es guficiente entrenar solo hasta que la
salida correcta sea mayor que las otras, que es gxactamentedo_que hace la funcion
softmax.

Entonces este enfoque con miltiples salidas logisticas es mias apropiado cuando
las clases no son mutuamente excluyentes y exhaustivas. Esto esgpata un z!, todas
las rf pueden ser 0, es decir, 2' no pertenece a ninguna de las claSes, o més de un
r! puede ser 1, cuando las clases se superponen.

2.7. Entrenamiento de un perceptron.

El perceptron define un hiperplano, y la red neuronal es solo una formazde
implementar el hiperplano. Dada una muestra de datos, los valores de los pesos.sé
pueden calcular fuera de linea, y luego cuando estos valores son insertados, el
perceptrén se puede usar para calcular los valores de salida.

Al entrenar redes neuronales, generalmente usamos el aprendizaje en linea
donde no se da la muestra completa, sino que se dan puntos (o datos) uno por uno
y la red actualiza sus parametros después de cada punto, adaptandose lentamente
en el tiempo. Este enfoque es interesante por las siguientes razones:



42 CAPITULO 2. REDES NEURONALES.

1. Nos ahorra el costo de almacenar la muestra de entrenamiento en una memo-
ria externa y almacenar los resultados intermedios durante la optimizacién.
Un enfoque como el support vector machine (ver [§]) puede ser bastante
costoso con muestras grandes; en algunas aplicaciones se prefiere un enfoque
mds simple, donde no se necesite almacenar toda la muestra, y resolver un
problema de optimizaciéon complejo con ella.

2. El problema puede estar cambiando con el tiempo, lo que significa que la
distribueion de la muestra no es fija y un conjunto de entrenamiento no puede
elegirse aiprieri. Por ejemplo, podemos estar implementado un sistema de
reconocimiento de voz que se adapte por si mismo a su usuario.

3. Pueden haber ¢ambios fisicos en el sistema. Por ejemplo, en un sistema
robético, los compenentes del sistema pueden desgastarse o los sensores pue-
den degradarse.

En el aprendizaje en linea no escribimos la funcién de error sobre toda la muestra,
sino sobre puntos individfaiales.\Partiendo de pesos iniciales aleatorios, en cada
iteracién ajustamos un‘poco.dos pardmetros para minimizar el error, sin olvidar lo
aprendido previamente. Sifesta.funcign _de error es diferenciable podemos usar el
gradiente descendente.

Por ejemplo, en regresién €l errar sobre €l par individual con indice ¢, (a:t, rt),

donde z' denota al vector de entfadas y r'{es Ja etiqueta asociada a z!, es

1 1
Bl (wla',rt) = S0 )2 = ) (TP, (2.9
y para j = 0,...,d, la actualizacién en linea es
t_ (ot Yt
ij =n(r'—y )ija

donde 7 es el factor de aprendizaje, que disminuye gradualmente‘én el tiempo para
la convergencia estocdstica. Esto es conocido como el gradiente descendente
estocastico.

2.8. El algoritmo de Backpropagation.

El entrenamiento de un perceptrén multicapa es andlogo al de un perceptton;
la tnica diferencia es que ahora la salida es una funcién no lineal de las entradas
debido a la funcién sigmoide en las neuronas ocultas.
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X = +1
zy=+1 Q

¢ , N Vi
Zh_ ih

X O

Figura 2.11: Estructura de un perceptréon multicapa en la cual las x;, j =
0,...,d, son las entradas y las”zp,~h = 1,..., H, son las neuronas ocultas,
donde H es la dimension de este-espacio oculto, zy es el intercepto de la capa
oculta, las y;, © = 1,...,k, son las unidades de salida, las wy; son los pesos
de la primera capa, y las v;, son los.pésos de la segunda capa.

Como se muestra en la Figura 211} se_consideranlas neuronas ocultas como entra-
das de la segunda capa la cual es ufi_perceptrén,.que se ajusta de la forma usual
dadas las entradas zj,. Para los pesos ‘de la primera capa, wp;, utilizamos la regla
de la cadena para calcular la derivada=pazcial

OE . OE 8yi 8zh
8whj N 8yi 3Zh Bwhj '

Es como si el error se propagara desde la salida y de regrese a las entradas, y por
esa razén se le denominé Backpropagation, ver [I]. Con‘la_férmula anterior se
calculan las entradas del vector gradiente y se lleva a cabo el método del gradiente
descendente. Existen diversos casos en los cuales se puede aplicariel algoritmo de
Backpropagation, a continuacién se mostrardn algunos de estos casos.

2.8.1. Regresion no lineal.

Tomemos primero el caso de la regresién no lineal (con una salida) calgulada

como
H

t t
Yy = Z vp2p + o,
h=1

con zp calculado por el sigmoide estandar o logistico. La funcién de error sobre
toda la muestra en regresion es

E(W,0lX) = 5 30— 52
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donde W es la matriz de pesos wy,, cuyas filas son los vectores de pesos. La segunda
capa es un perceptron con las neuronas ocultas como las entradas, y utilizamos la
regla_.de minimos cuadrados para actualizar los pesos de la segunda capa

Avy, =) (r" =y,
t

La prumera capa también consiste de perceptrones con las neuronas ocultas
como unidadesde salida, pero al actualizar los pesos de la primera capa, no po-
demos usar lagregla de minimos cuadrados directamente porque no tenemos una
salida deseada que”sea especificada por las neuronas ocultas. Aqui es donde entra
en juego la regla‘de’la cadena. Tenemos que

OE
n@wh]’

OE! 9yt 0z}
12 G702 D,

= nZ(rt —y opzh (1 — z,tl):v’;
t

Awhj ==

El producto de los d6s primeros téfminos (' — y')vy, actua como el término de
error para la neurona oculta h,)Este error es llamado backpropagated, porque se
propaga hacia atrds desde el exfor hasta la‘fieurona oculta. La cantidad (1! — y)
es el error de salida, ponderado per la “resp6sabilidad” de la neurona oculta dada
por su peso vp,. En el tercer factor] zj (1 — zp) esla derivada del sigmoide logistico
y l‘; es la derivada de la suma ponderada consespecto al peso wy;. Notar que
el cambio en el peso de la primera eapa, Awp;,(hage uso del peso de la segunda
capa, vy. Por lo tanto, debemos calcular los cambios’en ambas capas y actualizar
los pesos de la primera capa, haciendo uso de los valeres,previos de los pesos de la
segunda capa, luego actualizar los pesos de la segunda’ capa.

Los pesos wy;, vp, parten inicialmente de pequenos valores aleatorios, por ejem-
plo, en el rango [—0.01, 0.01], para no saturar a los sigmoides Fambién es una buena
idea normalizar las entradas para que todos tengan media Ozy varianza unitaria y
tengan la misma escala, porque usamos un unico parametro 1),

Con las ecuaciones de aprendizaje que se dan aqui, para cada patron, calcula-
mos la direccién en la que es necesario cambiar cada parametro y¢la magnitud de
este cambio. En el aprendizaje por lotes, acumulamos estos cambigs\sobre todos
los patrones y realizamos el cambio después de realizar una pasada completa sobre
el conjunto de entrenamiento, como se mostré en las ecuaciones de actwalizacion
anteriores.

De igual manera es posible tener aprendizaje en linea, actualizando los\pesos
después de cada patrén, implementando asi el gradiente descendente estocéastico:
Una pasada completa sobre todos los patrones en el conjunto de entrenamiento
es llamada una época. El factor de aprendizaje, n, debe elegirse més pequenio en
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este caso y los patrones deben escanearse en un orden aleatorio. El aprendizaje en
linea converge mas rapido porque pueden haber patrones similares en el conjunto
de datos, y la estocasticidad tiene el efecto de agregar ruido y puede ayudar a
escapar de 19§ minimos locales. También es posible tener multiples unidades de
salidas, en cutyogeaso varios problemas de regresién estan aprendiendo al mismo

tiempo. Tenemos
H

t ¢
Y, = Z Vih 2 + V50,
h=1
y el error es

BV 1) = 5 3030t - g2

donde V es la matriz de pesosy v;,. Las reglas de actualizacién por lotes son
entonces

Avil = > (rf = )24,
t
por lo que
(AN t .t
Awpj = 172 {z:(rZ - yi)vih] 2 (1 = zp, )75
t i
La suma Z(rf — yHvy, es el €tror-propagado hacia atrés (backpropagated)
i
acumulado de la neurona oculta h de.todas las unidades de salida. Notar que en
este caso, las unidades de salida compartendas mismas netironas ocultas y en conse-
cuencia usan la misma representacién oculta, por lo tante, asumimos que tenemos
problemas de prediccién relacionados, correspondientes afestas salidas diferentes.

Una alternativa es entrenar perceptrones multicapa separados para los problemas
de regresién separados, cada uno con sus propias neuronas @€ultas separadas.

2.8.2. Discriminacion de dos clases.

Cuando hay dos clases, una unidad de salida es suficiente y puede”ser, vista de

la siguiente forma
H
yt =0 (thzfl + Uo) ,

h=1
que aproxima a P(CW|2t), y P(CP|zY) = 1 — ¢'. La funcién de error, wfejor
conocida como entropia cruzada es
E(W,v|[X) == r'logy’ + (1 —r")log(1 — ¢).
t

Las ecuaciones de actualizaciéon implementando el gradiente descendente son

Avy =1y (' —y")4,
t
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Awp; =1 Z(rt —yHopzh (1 — zfl)xz
t

Como en el perceptron simple, las ecuaciones de actualizacion para la regresion
y clasifiéacion son idénticas (esto no significa que los valores lo sean).

2.8.3. #Discriminacién multiclase.
En un préblema de clasificaciéon multiclase (k > 2), hay k salidas

H

t t
0; = E VinZp, + Vio,
h=1

se utiliza la funcién softmax para indicar la dependencia entre clases, es decir, son
mutuamente excluyentes(y\exhaustivas

' exp o!
Yi = R
> ) €xp ok

donde y; aproxima a P{€P|z!). La funcién de error es
E(rVX) <) ) rilogyl,
b i

de donde obtenemos las ecuaciones de actuwalizacién utilizando el gradiente des-
cendente:

Avin =y (ri= yb) 2,
t

Awpj = TIZ [Z(Tf - yf)vz’h] 2 (LA 2p) 5.
t i

Richard y Lippmann, 1991 (ver [1]), han demostrado que dada una red de sufi-
ciente complejidad y suficientes datos de entrenamiento, un,_perceptrén multicapa
adecuadamente entrenado estima de buena forma las probabilidades a posteriori.

2.8.4. Miiltiples capas ocultas.

Como se ha mostrado anteriormente, es posible tener miltiples capasfocultas,
cada una con sus propios pesos y en la que se aplica la funcién sigmoide asu suma
ponderada. Para regresion, digamos, si tenemos un perceptrén multicapa cen dos
capas ocultas, escribimos

d

T
zip = o(wpx) =0 E wip;Tj +wino |, h=1,..., Hy,
j=1
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H;
T
290 = 0(wypz1) =0 (Z WaenZ1h + w2eo> , 0=1,... Hy,

h=0
Ho
_ T, _
Yy=v 22 = VpZz2¢ + Vo,
(=1

donde wi;, v wyy sonles pesos de la primera y segunda capa, 21, v 2o son las
neuronas de la primera’y.segunda capa oculta, y v es el vector cuyas entradas son
los pesos de la tercera'capa. El entrenamiento de una red de este tipo es similar,
excepto que para entrenar logpesos de la primera capa necesitamos propagar hacia
atras (backpropagate) una‘capa mas.

A continuacién se presenta”un ejemplo de redes neuronales utilizando rutinas
computaciones.

Ejemplo 2. Se ajustard una red meunonal de una capa oculta (con diez neuronas
ocultas) a través de Backpropagation. Se-obtienen 1000 observaciones del siguiente
modelo

Y =o(at X) + (@X)? +0.30 % Z,

donde o es una funcién sigmoide dogistica, 4<€snormal estindar, X1 = (X1, X2),
siendo X; , j = 1,2, normales estéfdarindependientes, a1 = (3,3), ag = (3,—3).
Los datos se dividen aleatoriamente en\dos subconjuntos, los datos de entrenamien-
to (700 datos) y los datos de prueba (300=datos). S€ analiza el comportamiento de
los datos con un modelo lineal y una redaveuronal. Se grafica el error de entrena-
miento variando el numero de neuronas ocultas en la red;~de 1 a 10, y se determina
el numero minimo de neuronas ocultas para desempenarsbien esta tarea. El codigo
del programa escrito en el software Rstudio que ajusta una red neuronal de una
capa oculta con diez neuronas ocultas, via Backpropagation, se encuentra en el
Apéndice de este trabajo. R

Como se define en [3], si Y es un vector de n predicciones~y Y es el vector
de los valores verdaderos, entonces el error cuadrdtico medio de @n modelo lineal

(MSE.ML) es

RGPS
MSEML == (Y;-Y;)%
S - ;< )
Andlogamente, el error cuadrdtico medio de la red neuronal (MSE.RN) es

1~ s
MSE.RN (k) = - > (Y predictor RN (k); — Y;)?,
i=1

donde f/.predictorRN(k‘) es el vector predictor y k es el numero de neuronas
ocultas. Para los datos de prueba, se tiene que el MSE.ML es igual a 878.185. En
la Tabla[l] se presentan los valores del MSE.RN de una capa oculta y con el nimero
de neuronas ocultas variando de 1 a 10.
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Neuronas ocultas | MSE.RN
1 1287.8617
559.9929
58.3557
51.1239
58.5398
54.4330
48.3486
51.7532
40.7448
75.7933

OO0 || U = | W N

[
o

Tabla 1. MSE.RNde una red neuronal con una capa oculta y variando el nimero
de neuronas ocultas de I a 10.

Debido a lo obtenido“en”la tabla anterior y al resultado de MSE.ML, podemos
observar que a partir de@plicar dos neuronas ocultas el MSE.RN es menor que el
MSE.ML.

Por otro lado en la Tablg2)se muestran los errores de entrenamiento de la
red neuronal variando de 1 a"10_el nimero de neuronas ocultas en la red. Estos
errores de entrenamientos§on calculados mediante la siguiente formula usando los
datos de entrenamiento

1 e\ 2
B Z (Y.predictorRN(k:)i - YZ)
i=1

En el ajuste de la red neuronal de este ejemplo.se utilizan los datos de entrena-
miento centrados y escalados.

Neuronas ocultas " Error de entrenamiento
1 6.6033
3.8474
0.1963
0.1978
0.1920
0.2160
0.2160
0.1748
0.1800
0.2934

QOO || U x| W N

—_
jen)

Tabla 2. Errores de entrenamiento en la red neuronal.

Observamos que a partir de tres neuronas ocultas en la red neuronal de wpa capa
oculta, se tiene una tendencia a un error de entrenamiento bajo en la red neuronal.
Del mismo modo, en la Figura [2.12| se puede ver el comportamiento de di¢hos
errores. Por lo tanto, para este ejemplo podriamos quedarnos con una red neuronal
de 3 neuronas ocultas.
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Error de entrenamiento

T T T T T
2 4 6 8 10

Neuronas Ocultas en la red neuronal

Figura 2.12: Gréfica de erzotes de entrenamiento en la red neuronal.

Finalmente, en la Figura[2.13| sé muestra una red neuronal de una capa oculta
con tres meuronas ocultas, la cual tienedun error de 0.1963 y se efectuo en 482
DPasoS.

X1

X2

Error: 0.1963 Steps: 482

Figura 2.13: Red neuronal de una capa oculta con tres neuronas ocultas.
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Capitulo-3

Clasificacion de patrones con
redes neuronales.

En este capitulo se mostraran algiinias aplicaciones de redes neuronales con
datos encontrados en la literatura. Estos datos son divididos en datos de entrena-
miento y de prueba. Con los datosgde entrenamiento se ajustan redes neuronales
para clasificacion utilizando la fancién sigmeiderogistica y la funcién sigmoide ar-
cotangente. Posteriormente, se utilizan los datos de prueba para evaluar el modelo
de la red neuronal para la clasificacién\de patrofies a través de tablas de confusién,
y se comparan las proporciones de errerde. clasificacion correspondientes a las dos
funciones sigmoides en estudio.

3.1. Digitos escritos a mano.

Se cuenta con datos de digitos escritos manualmente tomados del conjunto
de datos del Modified National Institute of Standards and Teehnoelogy (MNIST),
ver [2], que a su vez se construyé modificando un subconjunto desin conjunto de
datos mucho més grande producido por NIST (the National Institutesf,Standards
and Technology). La base de datos consiste de un conjunto de entremamiento de
60,000 muestras y un conjunto de prueba de 10,000 muestras. Algunes datos
fueron recopilados de empleados de la oficina del censo y el resto fueron recopilados
de ninos de secundaria, se tuvo cuidado de garantizar que las muestras del cenjunto
de prueba fueran escritos por personas diferentes a las de las muestras del conjtnto
de entrenamiento.

Los datos originales del NIST tenian pixeles binarios (blanco o negro). Para
crear los datos del MNIST, se normalizé el tamafio de estas imagenes para que
quepan en una imagen de 20 x 20 pixeles, mientras se conserva su relacién de
aspecto. En consecuencia, el suavizado, (anti-aliasing) utilizado para cambiar la
resolucién de las imagenes de los digitos del MNIST resultaron tener escalas de
grises. Luego estas imégenes se centraron en una imagen de 28 x 28 pixeles. Algunos

o1
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gjemplos se muestran en la Figura |3.1

B4 =

00 04 08
00 04 08
00 04 08

00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
5 i} 4
o @ @
o o o
3 f 3 q. 2 3-
o (=1 o
o o o
= =1 =
00 02 08706002 1.0 00 02 04 06 028 10 00 02 04 05 028 10
1 9 2

Figura 3.1: Imégenes de es€eitura de digitos del MNIST de 28 x 28 pixeles
en escalas de grises.

Cada imagen es tramSformada en un vector de entradas reales de dimensién
784 = 28 x 28, mediante“laZmediante\la concatenacién de columnas. En la Figura
[3:2 se puede apreciar un éjefliplo de éllo"

0.0 02 04 06087100

(a) Vista concatenada. (b) Vista en _escalas de grises.

Figura 3.2: Visualizacion del digito 2.

La motivacion de este ejemplo es mostrar que la clasificaciéon de digitos puede
ser automatizada mediante redes neuronales artificiales de manera adecuada. El
proceso de clasificar grandes cantidades de digitos se puede efectuar en lapsos de
tiempo relativamente cortos, ademas el procesamiento es realizado pérsin, equipo
de cémputo y el trabajo de catalogar los digitos se realiza de manera objétiva. En
cambio, un grupo de personas clasificaria una cantidad grande de digitos‘én, un
tiempo extenso, ademas de que podrian haber errores debido al agotamiento,o por
carencia de objetividad en dicho proceso.

Como se menciona en [5], la clasificacién de digitos escritos manualmente se
puede utilizar en la implementacién de un proceso de ordenamiento automaético de
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sobres”dedacuerdo a su cédigo postal. Otras aplicaciones son el reconocimiento de
numerds dé placa y en el procesamiento de cheques bancarios, ver [10].

Utilizande: los datos de entrenamiento se ajustaron redes neuronales usando
la funcién sigmoide logistica y la funcién sigmoide arcotangente. En cada caso se
considerd una“capa oculta y el nimero de neuronas ocultas se varié en 3, 6, 10, 13,
15y 20. A continudagién se presentan las correspondientes tablas de confusion. En
estas tablas “Reales’/se refiere a los verdaderos valores de los digitos; “Predichos”
al valor predicho por la)zed neuronal; los valores dentro de la tabla proporcionan
las frecuencias en la clasificacién.

Predichos

Reales 1 2 3 4 6 7
0 1 59 | 910 | 2 1 7
1 1077 | 4 39 1 13 1
2 16 | 699 | 179 | 28 | 105 | 5
3 7 54 1928 | 3 4 14
4 8 13 2 1822 25 | 112
5 6 76 | 787 | 1 5 17
6 8 95,1 21 | 36 | 798 | O
7 19 3 55 | 19 5 | 927
8 18 647 832 | 11 11 | 38
9 5 4 43 | 57 2 | 898

Tabla 3. Tabla de confusion de la red neufonal con funcidn de activacion logistica
de 1 capa oculta con 3 neuronas ocultas.

Predichos 0 1 4 7
956 | 21 2 1
3 | 1130 | O 2
764 | 228 | 29 | 11
59 | 928 1 22
36 20 | 678 | 248
106 | 745 | 12 | 29
926 | 17 14 1
12 66 40 | 910
70 | 873 2 29
19 35 | 414 | 541

Reales

© 00 O Ui W N+~ O

Tabla 4. Tabla de confusion de la red neuronal con funcion de activacion arco-
tangente de 1 capa oculta con 3 neuronas ocultas.
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Predichos

Reales 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
900 0 3 20 | 35 8 7 5 1 1
0 | 1101 | 4 9 1 0 3 2 7
25 58 | 747 | 92 | 19 3 25 | 27 | 29 7
13 21 22 | 814 | 3 56 7 29 | 25 | 20
0 5 4 1 /803 7 35 2 6 | 119

67 3 14 | 116 | 77 | 540 | 26 | 19 | 10 | 20
28 8 14 0 47 5 |85 | 0 0 1

11 16 24 | 13 4 0 2 | 866 | 4 88
18 | 89 225 | 41 | 15 5 | 448 | 69
6 2 6 22 | 55 | 24 2 29 2 | 861

o)
t
D

OO0 =1 O U I W N~ O

Tabla 5. Tabla de confusion de la red neuronal con funcién de activacion logistica
de 1 capa oculta con bgmeuronas ocultas.

Predichos ™ 1 201314567819
Reales

0 86070 | 42| 4 | 1 |45 | 14| 9 | 3 | 2
1 oet090 | 2 |16 0| 0| 3| 3|21 0
2 21t 6 [859] 47 | 6 23 | 20 | 32 | 13
3 1 | w2e”1280 |767| 0 |115| 4 | 21 | 17| 3
4 3 6y 1| 1|83 0|2 | 1050 48
5 N | 5 M4 | 43 | 14 | 656 | 31 | 31 | 68 | 9
6 50 2 Paf fet1 |13 5 [874a| 0 | 27| 0
7 57120 |25 26 | 11| 2 | 1 |912| 4 | 25
8 13479 | 124 45 | 18 | 102| 23 | 18 | 673 | 44
9 15 |78)| 3 ™54 49 | 16| 0 |120] 25 | 768

Tabla 6. Tabla de confusion de la réd neuronal~€ome funcion de activacion arco-
tangente de 1 capa oculta con 6 neuronas ocultas.

Predichos | 1 2 1 3 | 4|5 |6~ 78109
Reales

0 947 | 0 5 131 1] 3 ] =0 | 9 1
1 0 |1096| 4 | 6 3 1 30\38 |17 ] 3
2 19 16 |888| 30 | 14| 2 | 24 [11 |20 | 8
3 121 10 | 31 832 5 | 42| 2 | 1944% | 10
4 2 1 6 | 1 1905| 2 | 16 | 47| 3a] 42
5 20 | 8 5 |40 | 17 | 708 | 15 | 11 |(5%] 41
6 51 |12 1|9 ]12]86]| 3 | 94
7 5 1 16 | 34| 4 |14 1 | 0 |923] 120019
8 8 | 13 |15 | 23| 19| 25| 33| 7 |809 (22
9 6 5 4 | 7 56| 3 | 7 | 38| 28 | 885

Tabla 7. Tabla de confusion de la red neuronal con funcion de activacion logisti¢a
de 1 capa oculta con 10 neuronas ocultas.
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Predichos | 1 21 3| 4|5 6| 7|89
Reales

0 928 0 | 4 | 3| 1 17|18 2215
1 0 |[1074| 8 |16 0| 3| 2| 7|23/ 2
2 25 | 13 889 13 | 11 | 10 | 18 | 22 | 29 | 2
3 2 | 4 |53 089 1 |57 1182411
4 31 4 | 3| 3185|697 /|15 67
5 9 1 |11 |56 | 13 |692| 18 | 14 | 56 | 22
6 4 0 | 18] 2 | 17| 31|87 0| 6 | 3
7 31 23 |15 14 ] 10| 8 | 2 |87 10| 46
8 9 | 15 |15 | 29| 11 |36 | 20 | 15 |72 63
9 71 3 |0 | 103720 | 3 | 24| 17888

Tabla 8. Tabla de confusion, de*la red neuronal con funcion de activacion arco-

tangente de 1 capa oculta con L0 neuronas ocultas.

Predichos | 1 o1 3| 4|5 6| 7] 8109
Reales

0 918 0 W9 9 1 [152 3370
1 0 |1086 |96 | 1 | 3| 2| 3 |31]o0
2 21 /% |901| 34 | 12| 6 | 17| 13|17 | 5
3 00/ 5. 40 48600 1 | 45 | 1 | 18| 24| 7
4 1 37 8 | 1Yloa| 2 |12] 6 | 3|32
5 21 | 413 | 55478 724 18 | 10| 30 | 9
6 12 3% h | 0511 [900] 1 | 5 | 2
7 4| 6 T a1 | @ 4 | 1 |95 7 | 36
8 71 6 |22 23 | 17 66 | 18 | 13 | 789 | 13
9 9 | 5 | 54 3 | 328 2 | 37| 19 | 844

Tabla 9. Tabla de confusion de la red neuronal con funcidn’de.activacion logistica

de 1 capa oculta con 13 neuronas ocultas.

Predichos | 1 21 3 | 4| 5] 6| 7 |89
Reales

0 921 0 7 4 | 7 |16 19 | 2 |98 i
1 0 [1096| 6 | 5] 0| 2| 4] 3|19 NO
2 10 7 |95]30]10] 9 | 14|11]|27] 4
3 5 1 4 o851 0 |75 4| 8 |271] 9
4 0 3 12| 4 [s96] 0 | 17| 1| 6 | 43
5 27 | 2 8 | 52|10 |736| 11| 3 | 40 | 3
6 6| 4 | 80|17 18|85 1] 9]0
7 21 10 | 28|15 5 | 3| 0 |925]| 4|36
8 150 10 | 15 ] 14| 13|20 | 14| 8 |831] 25
9 8 3 0 | 4 3|19 2 | 27| 13898

Tabla 10. Tabla de confusion de la red neuronal con funcion de activacion arco-

tangente de 1 capa oculta con 13 neuronas ocultas.
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Predichos | 1 21314567819
Reales

0 948 | 0 T 1]09 126 ]3]0
1 o 1105 7 | 3] o 3|1 121 0
2 70 2 1923|2112 1211|162 | 3
3 8 | 2 |24 |892| 1 |28 3 |13[3] 9
4 30 3 |2 1 o4l 2 21| 26|28
5 14 6 | 9 | 31| 4 |72/ 15| 6 | 23] 12
6 4 3 | 8] o0 14|25 (892|310
y 6 | 10 | 25| 8 0] 0 924 9 | 39
8 8 | 7 | 1538|1516 8 | 7 |849] 11
9 8| 6 | 2 11|50 8| 0] 23] 16885

Tabla 11. Tabla de confusion de la red neuronal con funcion de activacion logistica
de 1 capa oculta con 15 neuronas ocultas.

Predichos ™ 1 201314567819
Reales

0 3.0 [ 10] 2 o0 11 ]16] 111
1 oeb03 | 5 | 9 | 0 | 4| 2 9 |0
2 0%V 1 |910]2 |16 5 |11]13|35]| 6
3 4 | @235 |s70| 2 | 58| 2 | 18| 11| 8
4 3 13| ool 2|19 7| 630
5 13 395 | 55| 9 |44l 12| 6 | 33| 12
6 300 3 M0 feo |12 |18 875 0 | 9 | 1
7 112 |45 9 | 8 | o | 0 ]93] 3|2
8 10478 | 12430 9 | 46| 16| 6 |s28] 8
9 9 | 5] 2 ™ad a7 | 14| 2 | 32| 21 | 863

Tabla 12. Tabla de confusion de la red neuronal=¢om. funcion de activacion arco-
tangente de 1 capa oculta con 15 neuronas ocultas.

Predichos | 1 2 1 3 | 4|5 |6~ 78109
Reales

0 941 | 0 6 | 3 | 7 | 7 | 8=l | 4] 3
1 o 111 3 | 3o 1] 5N 10] 0
2 18 6 |92] 10|15 5 | 17 [13 % | 3
3 41 0 |2t 912 0|25 7 | 154 5
4 4 | 4 | 4| 4 |85 3|16 6| 8. 58
5 12| 3 5 |28 | 10 | 784 13| 7 |(38) &
6 9 | 6 |15 3 | 14|14 81| 0 | 54
7 4 5 (20 9| 4| 4| 0 |99 8 2
8 6 1 16|30 | 14|16 | 11 | 9 |859 |12
9 8 | 4 | 2 15|58 | 5 | 2| 141180

Tabla 13. Tabla de confusion de la red neuronal con funcion de activacion logistiéa
de 1 capa oculta con 20 neuronas ocultas.
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Predichos | 1 21 3| 4|5 6|7 ]8]09
Reales

0 939 | 1 1] 2 2 12118 40
1 o (107 5| 30| 3|5 | 3|8]1
2 8 | 9 91031 | 17| 5 | 11|14 25 | 2
3 30 3 |25 914 1 | 14| 5 | 14|27
4 1] 0o | 8]0 ]93| 1 |21] 2] 2|24
5 6 | 2 | 3|59 3 |764]20]| 8 |20] 7
6 7] 6 | 8 | 1 |12 2282 1] 910
7 0| 6 | 161610 2| 0 |928]| 3 | a7
8 70 08 | 4 | 24| 15|16 16| 12|85 21
9 9 | 5 | 1| 8 | 43| 7| 2 |27 17 | 8%

Tabla 14. Tabla de confusion de la red neuronal con funcion de activacion arco-
tangente de 1 capa oculta con 20°neuronas ocultas.

Se observa en las tablas de confusién_con 3 neuronas ocultas, y cualquiera de las
funciones sigmoide, que no se clasifican los digitos en todas las clases (0, 1,2, 3,4, 5,
6,7,8,9), inicamente en unas cuang@s>A partir de 6 neuronas ocultas ya se ob-
servan todas las clases. Después de obtener las tablas de confusién respectivas, los
cuales muestran la clasificacién hecha de los digitos, con ellas se obtuvieron las
proporciones de error de clasificagién, lastcuales se proporcionan en la Tabla

Funcién dé activacién
Logistica | Arcotangente
Neuronas ocultas

3 0:4749 0.6326
6 042065 0.1704
10 01141 0.1309
13 0.1139 0.1046
15 0.0899 0.1028
20 0.0868 0.0892

Tabla 15. Proporciones de error de clasificacion considerando~l) capa oculta y
variando en 3, 6, 10, 13, 15 y 20 el numero de neuronas ocultas.

Por lo tanto, cuando se consideran 3 6 6 neuronas ocultas, las proporciones de
error con ambas funciones de activacién sigmoide son elevadas, por 1o_qguie no se
recomiendan estas cantidades de neuronas ocultas. Sin embargo, para esta clase de
datos, a partir de 10 neuronas ocultas no hay mucha diferencia significativa entre
las dos funciones de activacién, porque resultan ser similares o existe una pequena
diferencia entre ellas, ademds de tener proporciones de error significativamente‘pe-
quenas, por lo que puede utilizarse cualquiera de ellas para ajustar la red neuronal
De igual forma, si se desea tener proporciones de error mas pequenas se tendrian
que aplicar més neuronas ocultas dentro de la capa oculta, por lo que esto se deja
a consideracién del experimentador.

Finalmente, se muestran ejemplos de cémo la red neuronal clasifica digitos, los

cuales se presentan en las figuras y
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q : -:: : -
00, 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

(a) Digito 9, prediccion 9. (b) Digito 7, prediccién 7. (c) Digito 4, prediccién 9.

° - — @ @
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

(d) Digito 8, prediécitn 8. (e) Digito 6, prediccién 6. (f) Digito 1, prediccién 1.

&

2

Figura 3.3: Clasificacion.de"digitos correspondientes a una red neuronal de 1
capa oculta con 20 neur@has.ocultas y funcién de activacion sigmoide logisti-
ca.

s ( - 3
S -’ 3
00 02 04 05 08 10 00 0% 04 08, 08 10 00 02 04 06 08 10

(a) Digito 3, prediccion 3. (b) Digito.4, prediccién 4. (c) Digito 8, prediccién 8.

q - : - g E
S o s s
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

(d) Digito 5, prediccién 5. (e) Digito 2, prediccién 4. (f) Digito.0, prediccién 0.

04 _0s/0

Figura 3.4: Clasificacion de digitos correspondientes a una red neuronal de 1
capa oculta con 20 neuronas ocultas y funcion de activacién sigmoide arco-
tangente.

3.2. Reconocimiento de caras.

Se cuenta con datos de imagenes de rostros de varias personas en varias ‘poses,
los cuales son proporcionados por [9]. La base de datos consiste de imagene§ de
20 personas diferentes, con aproximadamente 32 imagenes por persona variando
su estado de dnimo (feliz, triste, enojado, neutral), la direccién en la que miran
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(izquiérda, derecha, de frente, arriba) y si portan o no gafas de sol, tal como puede
verse en la”Figura [3.5] En total se recopilaron 624 imagenes en escala de grises,
cada una ¢on_una resolucién de 64 x 60, con cada pixel de imagen descrito por un
valor de la inténsidad en la escala de grises entre 0 (negro) y 255 (blanco). Cada
imagen fue transformada en un vector de entradas reales de dimensién 3840 =
64 x 60, mediantea, concatenacién de columnas. En cada andlisis que se presenta
se procedié a dividizgde forma aleatoria en dos partes a la base de datos, el 70 %
de los puntos como datos de entrenamiento (436 puntos) y el 30 % restante (188
puntos) conformarond6s datos de prueba.

00 o4 0.8

00 04 08
00 04 08

00 02 04 06 08 1.0 0002 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0

12 6, 13

00 04 08
00 04 08
00 04 08

00 02 04 05 08 1.0 00 0.2 04008 03 1.0 00 02 04 05 02 1.0

1 3 2

Figura 3.5: Iméagenes de rostros de varias personas'de’64 x 60 pixeles en
diferentes poses, diferentes estados de animo y si portan o no gafas de sol.

El propédsito de este ejemplo es mostrar que la clasificacién“dé sujetos puede
ser automatizada mediante redes neuronales artificiales. El procesprde clasificar
grandes cantidades de caras se puede efectuar en lapsos de tiempo relativamente
cortos; el procesamiento es realizado por un equipo de cémputo y elltrabajo de
catalogar las caras se realiza de manera objetiva. De igual forma, la misma base
puede ser utilizada para clasificar a los sujetos de acuerdo a si portan o no gafas sol
en la imagen. Del mismo modo, la base puede ser 1til para clasificar la dire¢cion
en el que miran los sujetos, es decir, izquierda, derecha, de frente o arriba. ‘Ast
mismo, la base de datos puede ser empleada para clasificar el estado de dnimo de
los sujetos, es decir, enojado, feliz, neutral o triste.

Cabe mencionar que la clasificacién de caras es 1til en procedimientos de seguri-
dad, videovigilancia, interaccién persona-computadora con fines de entretenimien-
to, robética y tarjetas “inteligentes” (pasaportes, licencias de conducir, registro de
votantes), ver [7].
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6. 2.1. Clasificacién de sujetos.

&1 este ejemplo se procedié a reconocer a un sujeto en particular de entre los
demads; para ello se etiqueto al sujeto de interés, en este caso al sujeto “an2i”, con la
etiq 1 v a los demas sujetos que conforman la base de datos con la etiqueta 2.
Se ajvg‘ redes neuronales utilizando la funcién sigmoide logistica y la funcién
sigmoide.arcetangente, en cada caso se considerd una capa oculta con una neurona
oculta. L{ de confusién con ambas funciones sigmoides fueron idénticas. A
continuacié%esenta la tabla de confusion.

O Predichos 1 9
(|Reales
é 1 11 0
4@‘ 2 0 | 177
o

Tabla 16. Tabla de confusio’@l red neuronal con funcion de activacion logistica
y arcotangente de 1 capa ocult 1 neurona oculta.

Se tiene también que la ;&wién ;e rror con ambas funciones de activacién

es 0. Entonces para estos s,es suficiente considerar una red neuronal de una
’Z@

capa oculta y cualquiera de 1 ciones ctivacién. En las figuras [3.6] y [3.7] se
-
muestra cémo cada red neuro lgsiﬁca @ sujetos.

00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10

(a) Etiqueta 2, predicho 2. (b) Etiqueta 2, predicho 2. (c) eta 1, predicho 1.

00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10

(d) Etiqueta 2, predicho 2. (e) Etiqueta 1, predicho 1. (f) Etiqueta 2, pre@o 2.

Figura 3.6: Clasificacion de sujetos correspondientes a una red neurona
capa oculta con 1 neurona oculta y funcion de activacién sigmoide logist
“sujeto an2i”=1, “otro”=2.
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00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10

00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10

00 02 04 06 08 10 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

c/

(d) Etiqueta 2, predicho 2. @ueta 2, predicho 2. (f) Etiqueta 1, predicho 1.

Figura 3.7: Clasificacion de suj rrespondientes a una red neuronal de 1
capa oculta con 1 neurona oculta’y funcién de activacion sigmoide arcotan-
gente. “sujeto an2i”=1, “otro” =2.

3.2.2. Clasificacion fas de sol.

Para la clasificacion de uso de s 0s quetos se procedié a eti-
quetarlos de la siguiente manera: Sl d ol’=1, “con gafas de sol”=2. Se
ajustaron redes neuronales utlhzando o e logistica y la funcion sig-
moide arcotangente; en cada caso se co na culta COn una neurona
oculta. Las tablas de confusién con ambas nes 81g des fueron idénticas. A

continuacién se presenta la tabla de confus

0
Predichos 1 9
Reales

1 91 | 1 @

2 1 (95
Tabla 17. Tabla de confusion de la red neuronal con funcion de actz’vg@ogz’stica
y arcotangente de 1 capa oculta con 1 neurona oculta.

Una vez obtenidas las tablas de confusién, se observé que la proporcién c&or
con ambas funcién de activacién fue 0.0106. Cabe mencionar que al aumen 1
numero de neuronas ocultas dentro de la capa oculta se obtuvo la misma propor
de error que con una neurona oculta, con ambas funciones de activacién, por
que es suficiente utilizar una red neuronal de una capa oculta con una sola neurona
oculta para la clasificacién y cualquiera de las dos funciones sigmoide. d\
Por 1ltimo se muestran ejemplos de cémo la red neuronal clasifica a los sujetos O
que portan gafas de sol o no en las imédgenes, las cuales se presentan en las figuras O

B8y [3.9 .
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%

00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10

(a) C@ 1, predicho 2. (b) Gafas 1, predicho 1. (c) Gafas 2, predicho 2.

m
>\ —
02 04 06 08 10

(d) Gafas 1, predic (e) Gafas 1, predicho 1. (f) Gafas 1, predicho 1.

-

Figura 3.8: Clasificaci6 sujetos que portan gafas de sol o no, correspon-
diente a una red neuron 1 Capa oculta con 1 neurona oculta y funcién
de activacion sigmoide logl . “sin gafas de sol”=1, “con gafas de sol”=2.

00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10

00 02 04 06 08 10

00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10

(a) Gafas 1, predicho 1.

00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10

(d) Gafas 2, predicho 2. (e) Gafas 1, predicho 1. (f) %2, predicho 1.

diente a una red neuronal de 1 capa oculta con una neurona uncién de
activacién sigmoide arcotangente. “sin gafas de sol” =1, “con gaf@e sol” =2.

Para el caso de clasificar la direcciéon en la que miran los sujetos, se et&& 0
dicha direccién de la siguiente forma: “izquierda”=1, “derecha”=2, “de frentel =

y “arriba”=4. Se ajustaron redes neuronales usando la funcion sigmoide logisti
y la funcién sigmoide arcotangente. En cada caso se consider6 una capa oculta, y _

Figura 3.9: Clasificacién de sujetos que portan gafas de s@ %:orrespon—

3.2.3. Clasificacion de direccién de miradas.
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se vario el numero de neuronas ocultas de 1 al 6. A continuacién se presentan las
tablas de.c¢onfusién para 1, 2 y 3 neuronas ocultas.

Predichos

Reales 1 2 3|4
1 4110 | 0 | O
2 6 |31 (11| 0
3 5115|125 7
4 0| 0| 0|47

Tabla 18. Tabla de confusién de la red neuronal con funcion de activacion logistica
de 1 capa oculta con 1 neurena oculta.

Predichos

Reales 1 2 314
1 40| 1 10| 0
2 01481010
3 316 [30]13
4 511|239

Tabla 19. Tabla de confusion de/la-red neuronal con funcion de activacion arco-
tangente de 1 capa oculta con 1 netrona-~oculta.

Predichos
Reales 1 ¢ 3| 4
1 40 | 1 0N O
2 0)] 48 | 7.0
3 1] 01]49]| 2
4 0|0 |0 |47

Tabla 20. Tabla de confusion de la red neuronal con funcion de aetivacion logistica
y arcotangente de 1 capa oculta con 2 neuronas ocultas.

Predichos

Reales 1 2 3|4
1 401 0| 1|0
2 0 (4711 1] 0
3 0| 1 |47 4
4 0| 0| 0|47

Tabla 21. Tabla de confusion de la red neuronal con funcion de activacion logistica
y arcotangente de 1 capa oculta con 3 neuronas ocultas.

Una vez obtenidas las tablas de confusién se obtuvieron las proporciones de error
de clasificacién que se muestran en la Tabla
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Funcién de activacion

6/‘ Logistica | Arcotangente

Neuronas ocultas

B 1 0.2340 0.1649
2 0.0213 0.0213

3 0.0372 0.0372

¢ N 4 0.0372 0.0372
~ /' 5 0.0213 0.0213

6 0.0372 0.0372

Bara

Tabla 22. ProE es de error de clasificacion considerando una capa oculta y
variando de 1 a euronas ocultas.

7

ambas funciones de activ: son significativamente elevadas, por lo que no son

recomendables para la clasﬁ ion de la direccion de la mirada de los sujetos. No

obstante, a partir de 2 neuron@é ltas las proporciones de error son muy pequenas

y similares al aplicar ambas fu@es de activacion, por lo que es recomendable

utilizar una red neuro e una c culta con al menos 2 neuronas ocultas y

cualquiera de las dos fu es sigmoide para clasificar la direccién de la mirada.
S

’.__0|

Obsérvese que al con%‘una neurona oculta, las proporciones de error con

—

Finalmente, en las fig
neuronal clasifica la direccio

@se muestran ejemplos de cémo la red
ir

cwe los sujetos.

00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10

00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10

(d) Mirada 4, predicho 4. (e) Mirada 3, predicho 3. (f) Mirada 1, pé ol.

Figura 3.10: Clasificacion de direccion de la mirada de los sujetos, cor -
diente a una red neuronal de 1 capa oculta con 2 neuronas ocultas y fu
de activacion sigmoide logistica. “izquierda”=1, “derecha” =2, “de frente”—b

“arriba” =4.
*
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00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10

(a) Mirada 1, ;ﬁh}m 1. (b) Mirada 3, predicho 4. (c) Mirada 2, predicho 2.

00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10

(d) Mirada 2, predicho 2. (e)Mirada 4, predicho 4. (f) Mirada 3, predicho 3.

<
Figura 3.11: Clasificacion de la‘difeccion de la mirada de los sujetos, corres-
pondiente a una red neuronal d pa oculta con 2 neuronas ocultas y
funcion de activacién sigmoide arc& ente. “izquierda”’=1, “derecha” =2,
“de frente” =3, “arriba”=4. é

3.2.4. Clasificacion de ocio .

Finalmente, para clasificar las emoc*aes ge 1 sﬁetos, se etiquetaron las emo-
ciones de la siguiente manera: “enojado % “feliz Fneutral’=3 y “triste” =4.

Se ajustaron redes neuronales usando la funeién si e logistica y la funcién
sigmoide arcotangente. En cada caso se cor@ré una_eapa oculta y se varié el
numero de neuronas ocultas de 1 a 6. A continuacion ssentan las tablas de

. *
confusién para 1 y 6 neuronas ocultas.

Predichos
Reales 1 2 314
5101|010
24 120 2 | O
1 5 |13 | 21 %

W N

0| 0| 0|47

Tabla 23. Tabla de confusion de la red neuronal con funcion de activacion l%ca
de 1 capa oculta con 1 neurona oculta.

Predichos 1 9 | 3|4 @ 5

55101010

24120 2|0 %\

Reales

141421

0| 0| 0|47 O

Tabla 24. Tabla de confusion de la red neuronal con funcion de activacion arco- O
tangente de 1 capa oculta con 1 neurona oculta.

=W N

4
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Predichos
Reales 1 2 314
1 551 0 0
2 0 (44| 1 1
3 012|371
4 0| 0| 0|47

Tabla 25. Tubla de confusion de la red neuronal con funcion de activacion logistica
de 1 capa oculta’con 6 neuronas ocultas.

Predichos
Reales 1 2 314
1 5101|010
2 1 144| 0 | 1
3 0|2 (38| 0
4 0| 0| 0|47

Tabla 26. Tabla de confusiontde la red neuronal con funcion de activacion arco-
tangente de 1 capa oculta con6"neuronas ocultas.

Después de obtener las tablas de confusion se obtuvieron las proporciones de error
que se muestran en la Tabla

Funcién de activacion
Logistica | Arcotangente
Neuronas ocultas

1 0.2819 0.2766
2 0.0638 0.1543
3 0.0319 0.0745
4 0:0266 0.0319
5 0.0213 0.0372
6 0.0266 0.0213

Tabla 27. Proporciones de error de clasificacion considérando una capa oculta y
variando de 1 a 6 neuronas ocultas.

Al observar la tabla anterior y considerar una neurona ocultajlas proporciones de
error con ambas funciones de activacién son significativamente elevadas, por lo que
este tipo de red neuronal no es recomendable para la clasificaciéon dé las emociones
de los sujetos. No obstante, a partir de 2 neuronas ocultas, es recomendable utilizar
la funcién de activacion sigmoide logistica debido a que su proporcién dé-error de
clasificacion, en general, es menor que la correspondiente a la funcién de‘activacion
sigmoide arcotangente. Sin embargo, a partir de 3 neuronas ocultas con la-funcion
de activacién sigmoide arcotangente se tienen proporciones de error de clasificacion
muy pequenas.

Finalmente, en las figuras y se muestran ejemplos de cémo la red
neuronal clasifica las emociones de los sujetos.



3.2@3CON OCIMIENTO DE CARAS. 67

00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10

(a) Emocién 4, @ho 4. (b) Emocién 3, predicho 3. (¢) Emocién 1, predicho 1.

00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10

(/

(d) Emocién 3, predicho 4. e)@mon 2, predicho 2. (f) Emocién 1, predicho 1.

Figura 3.12: Clasificacién de la%lones de los sujetos, correspondiente a
una red neuronal de 1 capa oculta con 6 neuronas ocultas y funcion de acti-
vacion sigmoide logistica. en0Jado A “feliz” =2, “neutral”=3, “triste” =4.

04 06 08 10

_—

00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10

00

(a) Emocién 1, predicho 1. (b) Emocién 4 Qcho 4. : ocién 3, predicho 3.

00 02 04 06 08 10

00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10

T ST T T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 08 10

(d) Emocién 2, predicho 2. (e) Emocién 4, predicho 4. (f) Emocién 2, @icho 1.

Figura 3.13: Clasificacién de las emociones de los sujetos, correspo -
te a una red neuronal de 1 capa oculta con 6 neuronas ocultas y fu

de activacién sigmoide arcotangente. “enojado”=1, “feliz’=2, “neutral
“triste” =4.

@mo
O

.






Conclusiones.

En este trabajo, mediant€ redes neuronales artificiales, aplicando una funcién
de activacién logistica o arcotangente y variando el nimero de neuronas ocultas
dentro de una capa oculta, se clasificaron patrones encontrados en la literatura, y se
evaluaron las redes neuronales mediante sus tablas de confusion y sus proporciones
de error de clasificacién.

En el ejemplo presentado de los datos de los digitos escritos manualmente,
tomados del conjunto de datos del Maodified National Institute of Standards and
Technology (MNIST), se observé que é§ suficiente aplicar una red neuronal con
una capa oculta e ir variando el mtimero de neuronas ocultas, y que al considerar 3
6 6 neuronas ocultas las proporcioeties de errorn£on ambas funciones de activacién
sigmoide fueron elevadas, por lo que™o es recomendable utilizar estas cantidades
de neuronas. Sin embargo, a partir de*10 neuronasocultas no hay mucha diferencia
en utilizar ambas funciones de activacidn, porque resulta que tienen proporciones
de error similares y pequefias, por lo que puede utilizatrse cualquiera de ellas para
ajustar la red neuronal. Si se desea tener properciones delerror més pequenas, se
tendria que agregar més neuronas ocultas dentro de la capayoculta.

En el ejemplo de la base de datos de las imégenes de zostros de varias per-
sonas en varias poses, se observé que basta con aplicar una gédyneuronal de una
capa oculta e ir variando el nimero de neuronas ocultas para todoes los escenarios
considerados. Cuando se consideré la clasificacién de un sujetoyde interés de la
base de datos, basté con aplicar una red neuronal de una capa ogulta con una
neurona oculta, con ambas funciones de activacién, para alcanzar una’proporcion
de error de 0, por lo que es muy recomendable utilizar una sola neurona.\De igual
modo, en el escenario de clasificacién de uso de gafas de sol, solo fue necesario
una red neuronal de una capa oculta con una neurona oculta, con ambasfuncio-
nes de activacién, para obtener una proporcién de error muy baja; al aumentar, el
numero de neuronas ocultas dentro de la capa oculta, para este caso se obtuvoda
misma proporcién de error con ambas funciones de activacién. Para el caso de la
clasificacion de la direccién de miradas de las caras, se observé que al considerar
una neurona oculta las proporciones de error, con ambas funciones de activacién,
fueron significativamente elevadas, por lo que no es recomendable utilizar una sola
neurona oculta para la clasificaciéon de la direccién de las miradas; no obstante, a
partir de 2 neuronas ocultas se obtuvieron proporciones de error muy pequenas
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y similares al aplicar ambas funciones de activacién, por lo que es recomendable
utilizar al menos 2 neuronas ocultas en la clasificacién de la direccién de la mirada.
Por_dltimo, en la clasificacién de las emociones de los sujetos, al considerar una
neur6iia oculta las proporciones de error, con ambas funciones de activacion, son
significativamente elevadas, de modo que utilizar una neurona oculta no es reco-
mendableara la clasificacién de las emociones de los sujetos; en cambio, para esta
clase de‘datos, a partir de 2 neuronas ocultas es recomendable utilizar la funcién
de activacion sigmoide logistica; sin embargo, a partir de 3 neuronas ocultas con la
funcién de aetivacion sigmoide arcotangente se puede observar una proporcién de
error pequena,-por_lo que es recomendable para la clasificacién de las emociones
de los sujetos.

En los ejemplos de aplicacién presentados en este trabajo se observé un buen
comportamiento de laSsedes neuronales artificiales para clasificar patrones. Tam-
bién vimos en estos ejemiplos que es posible tener una buena clasificacién consi-
derando una sola capa Oculta y pocas neuronas ocultas. Cuando el nimero de
clases aumenta, por lo generalvse requieren més neuronas ocultas para tener una
proporcién de error de clasificacién baja.



Apéndice.

A continuacion se pre§entan los cédigos del software Rstudio que se utilizaron
en este trabajo, donde se empled,principalmente la paqueteria “nnet”.

Ejemplo 2} Red neuronal.

library(neuralnet)
library(ggplot2)

neuronas_ocultas=10
n_0=1000
error_iteracion=c()
MSE.RN_iteracion=c()
MSE.ML_iteracion=c()

prediccionesX=matrix(rep(0,
(n_0%0.3) *neuronas_ocultas),
ncol=neuronas_ocultas)
prediccionesY=matrix(rep(0,
(n_0%0.3) *neuronas_ocultas),
ncol=neuronas_ocultas)

for(i in 1:neuronas_ocultas){
set.seed(65)# Genera nimeros aleatorios
#DATOS DE PRUEBA.

#Generamos las entradas X’s.
X01=rnorm(1000)

X02=rnorm(1000)
XO=matrix(c(X01,X02) ,nrow =2,ncol=1000,
byrow =T)

#Valores de la a’s.

al=matrix(c(3,3))

a2=matrix(c(3,-3))

#Valores de la a’s.

AO01=t (al)%*%X0

A02=t (a2) %*%X0

#Funcién sigmoide estandar
sigma01=1/(1+exp(-A01))

#Generamos la Z normal estéandar

Z0=rnorm(1000)

YO1=sigmaO1+((A02) ~2)+0.30*Z0

#DATOS DE ENTRENAMIENTO.

dataO=matrix(c(X01,X02,Y01) ,nrow =1000,
ncol=3,byrow=F)

datos=as.data.frame(data0)

colnames(datos) [1]="X1’

colnames(datos) [2]="X2’

coTnames (datos) [3]1=Y’

n=nrow(datos)

# se toma una # muestra aleatoria
muestra=sample(i;n*0.7)

# datos, de entrenamiento

train=datos [muestrd,]

# datos de prueba
prueba=datos[-muestra,]

Im.fit=glm(Y~., data=traim)
#summary (1m.fit)

# MODELO DE REGRESION LINEAL
pr.lm=predict(lm.fit,prueba)
MSE.ML=sum((pr.1lm - prueba$¥) "2) /nrow(prueba)
MSE.ML_iteracion[i]=MSE.ML

#NORMALIZACION DE VARIABLES

# valores maximos para el entrenamiento
maxs=apply (train,2,max)

# valores minimos para el entrenamiento
mins=apply(train,2,min)

#Mostrando maxs y mins
#maxs
#mins
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datos_nrm=as.data.frame(scale(datos,
center=mins,scale=maxs - mins))
#datos_nrm

train_nfm=datos_nrm[muestra,]
#train_nrm

test_nrm=datos_nrm[-muestra, ]
#test_nrm

#Modelo

rn=neuralnet (Y~ X1+X2,
data=train_nrm,
hidden=i,
threshold="0.05,
act.fct="logistiec",
linear.output=E,
algorithm =."rprop+"

)

#rn

vector_error=rn$result.matrix
errores=vector_error[1,]
error_iteracion[il=errores

# Prediccién

rnprediccion=compute(rn,
within(test_nrm,rm(¥)))

#a=rnprediccion$net.result

# se transforma el valor escalar al
# valor nominal original

Digitos escritos a mano (MNIST).

#librerias
library(nnet)
library(ggplot2)
library(lattice)
library(caret)

#Directorio

setwd ("C:/Users/Edgar/Dropbox
/Correcciones-Edgar-Alamilla/
Maestria Edgar/
Clasificaciondedigitos_mnist")

#Datos de entrenamiento
train=read.csv("mnist_train.csv" ,header=T)
clase=factor(train$label)

# Visualizacién de digitos

#En sample_2 se observa la concatenacién

#del digito 2

sample_2= matrix(as.numeric(train[17,-1]),
nrow = 28,byrow = TRUE)

APENDICE.

Y.predict=rnprediccion$net.result*(max(datos$Y)

-min(datos$Y))+min(datos$Y)

Y.real=(test_nrm$Y)* (max(datos$Y)-min(datos$Y))

+min(datos$Y)

HHEHHHEHEEEHEEHEHEHEERHEEHEEEHEERHEEHEERHEEEE

prediccionesX[,i]=matrix(c(Y.real),byrow=F)
prediccionesY[,i]=matrix(c(Y.predict) ,byrow=F)

#---SUMA DE ERROR CUADRATICO DE LA RED NEURONAL---

mse.RN=sum((Y.real - Y.predict)"2)/nrow(test_nrm)

MSE.RN_iteracion[i]=mse.RN
}

error_iteracion
MSE.ML_iteracion
MSE.RN_iteracion
#prediccionesX
#prediccionesY

e GRAFICOS

#Red neuronal
plot(rn)

#GRAFICA DE ERRORES.

capas=1:10

plot(capas,error_iteracion, type=’o’,
xlab="Capas Ocultas en la red neuronal",
ylab="Errores de entrenamiento")

sample_2
image (sample_2, col = grey.colors(255))

#Rotacién de la_imagen
rotar=function(x) \t(apply(x, 2, rev))
image (rotar (sample_2),col=grey.colors(255))

#visualizacién de 6'digitos

par (mfrow=c(2,3))

lapply(1:6,

function(x) image(rotar(matrix(unlist(
train[x,-1]) ,nrow =428,
byrow = TRUE)),
col=grey.colors(255),
xlab=train[x,1]

#Las redes neuronales con funcién de
#activacion sigmoide logistico.

#Aqui el nimero de capas ocultas va ir
#variando en 3, 6, 10, 13, 15 y 20. En
#este caso se muestra una red neuronal



#con 3 neuronas ocultas.

mod_log_3=nnet(€lase” ., data=train, size=3,
maxit=100000, MaxNWts=100000,
decay=0.001, rang=0.05,
nafaction = na.omit)

#Datos de prueba
test=read.csv("mnist_gest.csv" ,header=T)
clase_test=factor (test$label)

#Prediccién
pred_log_3=predict(mod_log_8,newdata =test,
type = "class!s)

#Tabla de confusién
tabla_log_3=table(clase_test, pred_log_3,

dnn=c("Reales", "Predichos!) )
tabla_log_3

#Proporcién de error en la tabla de
#confusién tabla_log_3

n3_log=length(tabla_log_3[1,])
sumacol_log3=c()
maxcol_log3=c()
for(i in 1:n3_log)
{
sumacol_log3[i]=sum(tabla_log_3[,il)
maxcol_log3[i]=max(tabla_log_3[,i])
}
#sumacol_log3
#maxcol_log3
sumtotal_log3=sum(sumacol_log3)
error_x_digito_log_3=sumacol_log3-
maxcol_log3
proporcion_error_x_digito_log3=
error_x_digito_log_3/sumtotal_log3
error_log3=sum(proporcion_error_x_
digito_log3)
error_log3

#Las redes neuronales con funcién de
activacién sigmoide arcotangente.

#Aqui el nimero de capas ocultas va ir
#variando en 3, 6, 10, 13, 15 y 20. En
#este caso se muestra una red neuronal
#con 3 neuronas ocultas.

artan=function(x) ((2/pi)*atan(x))

mod_arctan_3=nnet(clase™ .,
data=train, size=3,

maxit=100000,MaxNWts=100000,

decay=0.001, rang=0.05,

na.action = na.omit, act.fct="artan")

pred_arctan_3=predict(mod_arctan_3,
newdata =test,type = "class")
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#Tabla de confusién
tabla_arctan_3=table(clase_test,
pred_arctan_3,
dnn=c("Reales", "Predichos"))
tabla_arctan_3

#Proporcién de error en la tabla de
#confusién tabla_arctan_3

n3_arctan=length(tabla_arctan_3[1,])

sumacol_arctan3=c()

maxcol_arctan3=c()

for(i in 1:n3_arctan)

{

sumacol_arctan3[i]=sum(tabla_arctan_3[,i])

maxcol_arctan3[i]=max(tabla_arctan_3[,i])

}

sumtotal_arctan3=sum(sumacol_arctan3)

error_x_digito_arctan_3=sumacol_arctan3-
maxcol_arctan3

proporcion_error_x_digito_arctan3=

error_x_digito_arctan_3/sumtota1_arctan3

error_arctan3=sum(proporcion_error_x_

digito_arctan3)
error_arctan3

##De"igual manera se anexa la prediccién de la
## red neuronal con funcién de activacién
##logistico con 20 neuronas ocultas dado una
##sola mueStra de los datos de prueba.

num”aleatorio=sample(1:sumtotal_log20,1,
replace=F)
num_selec=c ("Elsnimero seleccionado es =>",
test [num_aleatorio,1])
num_selec
# Visualizacién del digito
sample_aleatorio= matrix(as.numeric(
test [num_aleatorio,-1]),
nrow = 28, byrow = TRUE)
rotar=function(x) t(apply(xjy2, rev))
image (rotar (sample_aleatorio),
col = grey.colors(255))

prediccion_logistc_20=predict(mod_log_20,
newdata =test[num_aleatorio,],
type = "class")
pre_logistic20=c("La prediccién de la
red neuronal es:",
prediccion_logistc_20)
pre_logistic20

##De igual manera se anexa la prediccién
##de la red neuronal con funcién de
##activacién arcotangente con 20 neuronas
##ocultas dado una sola muestra de los
##datos de prueba.

num_aleatorio=sample(1:sumtotal_arctanQO,1,
replace=F)
num_selec=c("El nimero seleccionado es =>",
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prediccion_arctan_20=predict (mod_arctan_20,
newdata=test [num_aleatorio,],
type = "class")
pre_arc20=c("La prediccién de la red neuronal es:"
, prediccion_arctan_20)

test[num_aleatorio,1])
num_ selec
#(Visdalizacidn del digito
sample_aleatorio= matrix(as.numeric(
test[num_aleatorio,-1]),
nrow = 28, byrow = TRUE)

rotar=function(x) t(apply(x, 2, rev)) prob_acierto_arc20=
image (rotar(sample_aleatorio), sum(maxcol_arctan20)/sumtotal_arctan20

col =¢grey. colors(255)) proba_exito_arc20=c("La probabilidad de acierto es =>"
,prob_acierto_arc20)

pre_arc20

proba_exito_arc20

Clasificacién dessujetos. #Datos de entrenamiento
muestraOl=sample(n_0,n_0%*0.7)
train=data[muestrali,]

library(nnet)

library(lattice) . . .
library(ggplot2) sujeto_train=factor(train$label)
library(caret)

library (readxl) #Datos de prueba

test=data[-muestra0i,]

#Directorio #cambiar directorio al.dropbox sujeto_test=factor(test$label)

setwd ("C:/Users/Edgar/Desktop
/Rutinas R/Mitchell/faces1.0")

#Una red neuronal de una capa oculta con 1

#Data #neurona oculta funcién de activacién logistica

data=read_excel("faces1.0.xLlsx") . X X
mod_log_1l=nnet(sujeto_train~.,data=train,

size=1,maxit=1.0e+9,

#Categorias _ _
#Clasificacién del sujeto: MaxNWts—l.Oe+9,d§cay—0.001,.
#(sujetol=1,sujeto2=...=sujeto20=2) rang=0.05,na.action = na.omit)

sujeto=factor(data$label)
pred_log_l=predict(mod_log_1,newdata=test,

#Visualizacién de sujetos type = "class" )

n_O=length(sujeto)#nimero total de fotos

n=sample(1:n_0,1,replace=FALSE) #tablagde,confusisn

tabla_log_lstable(sujeto_test, pred_log_1,

= n n n 3 n
#En cara_n se observa la concatenacidn dnn=c("Reales", "Predichos") )

# de la foto n

cara_n= matrix(as.numeric(dataln,-1]),
nrow =60, byrow = TRUE) #Proporcién deferror en la tabla de

#confusion tabla_log_1

tabla_log

#image(cara_n, col = grey.colors(255))
#Rotacién de la imagen

rotar=function(x) t(apply(x, 2, rev))

image (rotar(cara_n), col = grey.colors(255))

nl_log=length(tabla_dog_1[1,])
sumacol_logl=c()
maxcol_logl=c()

for(i in 1:n1_log)

#Vector aleatorio de longitud { . .
muestra=sample(1:n_0,6,replace=FALSE) sumacol_loglFl]-sum(tabla_log_l[?l])
#visualizacién de 6 sujetos maxcol_logi[i]=max(tabla_Tog_1[,1l)
par (mfrow=c(2,3)) }

lapply (muestra,

function(x) image(rotar sumtot_logl=sum(sumacol_logl)

(matrix(unlist(datal[x,-1]) error_x_digito_logl=sumacol_logl-maxcel_logl
nrow,= 60, prop_error_lgl=error_x_digito_logl/sumtot_logl
byrow = TﬁUE)) error_logl=sum(prop_error_lgl)

col=grey.colors(255), error_logl

xlab=datalx,1]
) ##Prediccion de la red neuronal

) ##para logistic 1
num_aleatorio=sample(1:sumtot_logl,1,
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dnn=c ("Reales","Predichos"))

replace=F) tabla_arctan_1

num_selec=c('La direccién del rostro es==>",

test [num_aleatorio,1]) #Proporcién de error en la tabla de

num_selec #confusion tabla_arc_1

# Visualizacidn del digito

sample_aleatorio=fmatrix(as.numeric( nl_arctan=length(tabla_arctan_1[1,])

testlnum_aleatorio,-11), sumacol_arctanl=c()

nxow =,60, byrow = TRUE) maxcol_arctani=c()
rotar=function(x) t(apply(x, 2, rev)) for(i in 1:n1_arctan)
image (rotar (sample_aledtorio)’, {

sumacol_arctanl[i]=sum(tabla_arctan_1[,i])

col = grey.colors(255))
maxcol_arctanl[i]=max(tabla_arctan_1[,i])

prediccion_logistc_l=predict(mod.log_1,

newdata =test[num_aleatorio,], b
type = "class") sumtot_arctanl=sum(sumacol_arctanl)

pre_logisticl=c("La prediccién de, lasred error_x_digito_atgl=sumacol_arctanl-maxcol_arctanl
neuronal es:", prop_error_x_dig_atgl=error_x_dig_atgl/sumtot_atgl
prediccion_logisté_ 1) error_arctanl=sum(prop_error_x_dig_atgl)

pre_logisticl error_arctanl

##Prediccion de la red neuronal para arctan 1

num_aleatorio=sample(1:sumtot_arctanl,1,

#Una red neuronal de una capa oculta con 1 replace=F)
#neurona oculta funcién de activacién num_selec=c("El estado de animo del sujeto es==>",
#sigmoide arcotangente test[num_aleatorio,1])

num_selec

#Vdsualizaciéon del digito

sample aleatorio=matrix(as.numeric(test[num_aleatorio,-1]),
nrow = 60, byrow = TRUE)

artan=function(x) ((2/pi)*atan(x))

mod_arctan_l=nnet(sujeto_train~.,data=train,

size=1,maxit=1.0e+9,MaxNWts=1.0e+9, rotar=function(x) t(apply(x, 2, rev))
decay=0.001, rang=0.05, image (rotar(sample_aleatorio),
na.action = na.omit, act.fct="artan") col{= grey«colors(255))

prediccion_arctan.l=predict(mod_arctan_1,
newdata =test[num_aleatorio,],
type = "class")
#tabla de confusién pre_arctanl=c("Lal prediccién de la red neuronal es:",
prediccion_arctan_1)

pred_arctan_l=predict(mod_arctan_1,
newdata=test,type = "class")

tabla_arctan_l=table(sujeto_test,
pred_arctan_1, pre_arctanl

Clasificacién del uso de gafas de sol. #Visualizacién de sujetos
n_O=length(lentes)#nimero total™de fotos
n=sample(1:n_0,1,replace=FALSE)

library(nnet)

library(lattice) .

library(ggplot2) #En cara_n se observa la concatenacion

library(caret) #de la foto o .

library(readxl) cara_n= matrix(as.numeric(datal[n,-1]),
nrow =60, byrow = TRUE)

#Directorio #image(cara_n, col = grey.colors(255))

setwd ("C:/Users/Edgar/Desktop/ #Rotacion d? 1la imagen

Rutinas R/Mitchell/faces4") rotar=function(x) t(apply(x, 2, rev))
image (rotar(cara_n),col=grey.colors(255))
#Data

data=read_excel("faces4.x1lsx")
#Vector aleatorio de longitud

muestra=sample(1:n_0,6,replace=FALSE)
#visualizacién de 6 sujetos

par (mfrow=c(2,3))

lapply (muestra,

#Categorias
#E1 sujeto porta gafas de sol(No=1,Si=2)
lentes=factor(data$label)
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function(x) image(rotar(matrix(unlist(
datalx,-1]),
nrow = 60,
byrow = TRUE)),
col=grey.colors(255),
xlab=datalx,1]

#Datos de entrenamiento
muestraOl=sampl€(n=0,n_0%*0.7)
train=data[muestraQi,]

lentes_train=factor(train$label)

#Datos de prueba
test=data[-muestral1,]
lentes_test=factor(test$label)

B g S S s R
#Una red neuronal de una capa‘oculta con
#una 1 neurona oculta funcidén de
#activacién logistica

mod_log_1l=nnet(lentes_train~. data=train,
size=1, maxit=1,0e+9,
MaxNWts=1.0e+9,decay=0.001,
rang=0.05,

323l Clasificacién de direccién de mirada.

library(nnet)
library(lattice)
library(ggplot2)
library(caret)
library(readxl)

#Directorio #cambiar directorio al dropbox
setwd ("C:/Users/Edgar/Desktop/
Rutinas R/Mitchell/faces2")

#Data
data=read_excel("faces2.x1lsx")

#Categorias

#La orientacién de la mirada del sujeto:
#(Izquerda=1,Derecha=2,De frente=3,Arriba=4)
mirada=factor(data$label)

#Visualizacién de sujetos
n_0O=length(mirada)#nimero total de fotos
n=sample(1:n_0,1,replace=FALSE)

#En cara_n se observa la concatenacién

#de la foto n

cara_n= matrix(as.numeric(datal[n,-1]),
nrow =60, byrow = TRUE)

#image(cara_n, col = grey.colors(255))

#Rotacién de la imagen

rotar=function(x) t(apply(x, 2, rev))

APENDICE.

na.action = na.omit)

pred_log_i=predict(mod_log_1,newdata=test,
type = "class" )

#tabla de confusidn
tabla_log_1=tab1e(lentes_test,pred_log_l,

dnn=c ("Reales", "Predichos"))
tabla_log_1

#Proporcién de error en la tabla de
#confusién tabla_log_1

ni_log=length(tabla_log_1[1,])
sumacol_logl=c()

maxcol_logl=c()

for(i in 1:n1_log)

{
sumacol_logl[i]=sum(tabla_log_1[,i])
maxcol_logl[i]=max(tabla_log_1[,i])

}

sumtotal_logl=sum(sumacol_logl)

error_x_digito_log_l=sumacol_logl-maxcol_logl

proporcion_error_x_digito_logl=
error_x_digito_log_1/sumtotal_logl

error_logl=sum(proporcion_error_x_digito_logl)

error_logl

image (rotar (cara_n),col = grey.colors(255))

#Vector aleatorio de longitud

muestra=sample(1:n_0,6,replace=FALSE)

#visualizacién de 6 sujetos

par (mfrow=c(2,3))

lapply (muestra,

function(x)image (rotar (matrix(
unlist(datalx,-1]),
nrow = 60,
byrown= TRUE)),
col=grey.colors(255),
xlab=datal[x, 1]

#Datos de entrenamiento
muestraOl=sample(n_0,n_0%0.7)
train=data[muestra01,]

mirada_train=factor(train$labél)
#Datos de prueba

test=data[-muestrali,]
mirada_test=factor(test$label)

#Una red neuronal de una capa oculta con(una
#1 neurona oculta
#Funcién de activacién logistico



mod_log_1=nmet (mirada_train”.,data=train,
size=1, maxit=1.0e+9,
MaxNWts=1.0e+9,decay=0.001,
rang=0.05,
nataction = na.omit)

pred_log_i=predict(modilog_1,newdata=test,
type=!class" )

#tabla de confusién
tabla_log_l=table(miradaztest, pred_log_1,

dnn=c ("Reales", WPredichos"))
tabla_log_1

#Proporcién de error en la tabla de
#confusién tabla_log_1

nl_log=length(tabla_log_1[1,])
sumacol_logl=c()

maxcol_logl=c()

for(i in 1:n1_log)

{
sumacol_logl[i]=sum(tabla_log_1[,i])
maxcol_logl[il=max(tabla_log_1[,il)

}

sumtotal_logl=sum(sumacol_logl)

error_x_digito_log_l=sumacol_logl-

maxcol_logl

prop_error_x_dig_logl=
error_x_digito_log_1/sumtotal_logl

error_logl=sum(prop_error_x_dig_logl)

error_logl

##Prediccion de la red neuronal para
##logistic 1
num_aleatorio=sample(1:sumtotal_logl,1
,replace=F)
num_selec=c("La direccién del rostro es=>",
test [num_aleatorio,1])
num_selec
# Visualizacidén del digito
sample_aleatorio= matrix(as.numeric(
test[num_aleatorio,-1]),
nrow = 60, byrow = TRUE)
rotar=function(x) t(apply(x, 2, rev))
image (rotar (sample_aleatorio),
col = grey.colors(255))

prediccion_logistc_1l=predict(mod_log_1,
newdata=test [num_aleatorio,],
type = "class")
pre_logisticl=c("La prediccién de la red
neuronal es:",
prediccion_logistc_1)
pre_logisticl

7

#Una red neuronal de una capa oculta
#con una 1 neurona oculta Funcién de
#activacidén arcotangente.
artan=function(x) ((2/pi)*atan(x))

mod_arctan_1l=nnet(mirada_train~., data=train,
size=1,maxit=1.0e+9,
MaxNWts=1.0e+9,decay=0.001,
rang=0.05,na.action = na.omit,
act.fct="artan")

pred_arctan_l=predict(mod_arctan_1,
newdata=test,type="class")

#tabla de confusién
tabla_arctan_l=table(mirada_test,pred_arctan_1,

dnn=c("Reales", "Predichos"))
tabla_arctan_1

#Proporcién de error en la tabla de
#confusién tabla_arc_1

nl_arctan=length(tabla_arctan_1[1,])
sumacol_arctani=c()

maxcol_arctani=c()

for(i in 1:nl1_arctan)

{
sumacol_arctani[i]=sum(tabla_arctan_1[,i])
maxcdl _drctani[i]=max(tabla_arctan_1[,i])

+

sumtotal_arctami=sum(sumacol_arctanl)

error_x_digito/arctan_l=sumacol_arctanl-maxcol_arctanl

proporcion_error_x_digito_arctanl=
error_x_digito_arctan_1/sumtotal_arctanl

error_arctan1=sum(proporcion_error_x_digito_arctanl)

error_arctanl

##Prediccion de la red meuronal para arctan 1
num_aleatorio=sample(l:sumtotal_arctanil,1,replace=F)
num_selec=c("El estado de_amimo del sujeto es=>",
test [num_aleatorio,1])
num_selec
# Visualizacién del digito
sample_aleatorio= matrix(as.numeric(
test [num_aleatoriog=1]),
nrow = 60, byrow =\IRUE)
rotar=function(x) t(apply(x, 2, rev))
image (rotar (sample_aleatorio),
col=grey.colors(255))

prediccion_arctan_1=predict(mod_arctan_l,
newdata=test [num_aleatorio,],
type = "class™)
pre_arctanl=c("La prediccién de la red neuronal ‘es:",
prediccion_arctan_1)
pre_arctanl
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324 Clasificacién de emociones. emocion_test=factor(test$label)

Tibrary(nnet) — HEHEBHEEEEEHEREEEEEHEEEEERHERHEEEHE R
library(lattice) #Una red neuronal de una capa oculta con una
library(ggplot2) #1 neurona oculta funcién de
library(caret) #activacién logistica
library(readxl)

mod_log_1l=nnet(emocion_train~.,data=train,
#Directorio size=1, maxit=1.0e+9,

setwd("C:/Usérs/Edgar/Desktop
/Rutimas R/Mitchell/faces3")

MaxNWts=1.0e+9,decay=0.001,
rang=0.05,na.action = na.omit)

pred_log_l=predict(mod_log_1,newdata=test,
type = "class" )

#Data
data=read_excel ("faces3.x1lsx")

#Categorias #tabla de confusién

#E1 estado de animo del sujeto es
#(enojado=1,feliz=2,neutral=3,triste=4)

tabla_log_l=table(emocion_test, pred_log_1,

dnn=c("Reales", "Predichos"))

emocion=factor(data$label) tabla_log_1

#Proporcién de error en la tabla de
#confusidén tabla_log_1

#Visualizacién de sujetos
n_0=length(emocion)#nimero totalgde fotos
n=sample(1:n_0,1,replace=FALSE)
nl_log=length(tabla_log_1[1,1)
#En cara_n se observa la concatenacién sumacol_logl=c()
#de la foto n maxcol_logl=c()
cara_n= matrix(as.numeric(dataln,-1]), for(i in 1:n1_log)
nrow =60, byrow = TRUE) {
#image(cara_n, col = grey.color€(255)) sumacol_logl[i]=sum(tabla_log_1[,il)
#Rotacién de la imagen maxcol_logl[i]=max(tabla_log_1[,i])
rotar=function(x) t(apply(x, 2, rev)) ¥
image (rotar(cara_n),col=grey.coloexrs(255)) sumtotal_logl=sum(sumacol_logl)
erpvor-x_digito_log_l=sumacol_logl - maxcol_logl
proporcion_error_x_digito_logl=
error_x_digito_log_1/sumtotal_logl
error_logl=sum(proporcion_error_x_digito_logl)
error{log?

#Vector aleatorio de longitud
muestra=sample(1:n_0,6,replace=FALSE)
#visualizacién de 6 sujetos
par (mfrow=c(2,3))
lapply (muestra,
function(x) image(rotar(matrix(
unlist(datalx,-11),
nrow = 60,
byrow = TRUE)),
col=grey.colors(255), # Visualizacién del digito
xlab=datalx,1] sample_aleatorio= matrix(as.numeric(
) testlnum_aleatorio,-1]),
) nrow/=, 60, byrow = TRUE)
rotar=function(x) t(apply(x, 2, rev))
image (rotar (sample_aleatorio),
col = grey.colors(255))

##Prediccion"de la red neuronal para logistic 1

num_aleatorio=sample(1:sumtotal_logl,1,replace=F)

num_selec=c("El estado de animo del sujeto es=>",
tést[fum_aleatorio,1])

num_selec

#Datos de entrenamiento
#set.seed(78)
muestraOl=sample(n_0,n_0%0.7)
train=data[muestra01,] prediccion_logistc_l=predict (mod.log_1,
newdata=test [num_aleatorio,],
type = "class")
pre_logistici=c("La prediccién de la,red neuronal es:",
prediccion_logistc_1)

emocion_train=factor(train$label)

#Datos de prueba

test=data[-muestra01i,] pre_logisticl
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