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Introduccion

La teoria de las ecuacienes diferenciales es una de las ramas antiguas de
las matematicas, su estudiose remonta a los tiempos de la creacién del calculo
diferencial, justo en los tiempos de Isaac Newton y Gottfried Leibniz. Por
otro lado, la topologia algebraica*es otra rama de las matematicas que surge
a finales del siglo XIX y principies del siglo XX, principalmente impulsada
por Henry Poincaré.

En este trabajo se preténde ver como ambas areas de las matematicas
pueden interactuar, mediant€Aina aplicacion de la teoria de la homologia,
especificamente del indice de Conley, a giStemas Hamiltonianos.

Nos enfocaremos a los sistemas dindmi¢es continuos, en particular en
flujos asociados a sistemas de ectiagiones diferenciales ordinarias, en dichos
sistemas, vamos a analizar bajo que €ondiciones existen soluciones contenidas
(para todo tiempo positivo) en regiol€s no necesariamente invariantes.

Con este fin, iniciaremos este estudio en el capitulo 1, donde abordaremos
conceptos preliminares sobre dinamica continua " resultados béasicos de
topologia.

Luego, en el capitulo 2, la teoria de homologia sera elmbjeto de estudio, la
cual consiste principalmente en analizar la relacion de estructuras topologicas
de espacios, a través de conjuntos llamados cubos que Son'«l andlogo a
los simplejos usados en homologia simplicial; las técnicas qué, se usan son
paralelas a las conocidas en topologia algebraica tradicional; usaremos la
homologia cubica para proporcionar, en los siguientes capitulos, zésultados
de interés en el area de sistemas dinamicos, describiremos dos inyaliantes
topoldgicos con los que podemos garantizar la existencia de solticibénes
contenidas en un conjunto no necesariamente invariante, asociadas a un<flujo
continuo definido sobre un espacio topoldgico.

Una vez desarrollada la homologia, en el capitulo 3, daremos lugar ‘a
la nociéon de conjunto de Wazewski, y con ello el principio del mismo
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nonibré. Este tipo de conjuntos no necesariamente son invariantes, y sin
embargospodemos bajo ciertas condiciones, garantizar en ellos la existencia
de solueionegs no triviales y para probar dicha existencia haremos uso de
las herramientas topoldgicas mencionadas anteriormente. El teorema de
Wazewski esdelprimer invariante topoldgico a describir.

El segundosinvariante de caracter topoldgico es el indice de Conley
de un conjunto#invariante aislado de un sistema dinamico, serd también
ilustrado en el capitulo 3 y que a diferencia del principio de Wazewski éste
se comporta bien bajo/deformaciones. En tal capitulo precisaremos algunas
ideas, y los resultados pringipales se ilustran a base de ejemplos en ecuaciones
diferenciales ordinarias.” Este concepto fue introducido por Charles Conley
alrededor de 1978.

Finalmente, el el capituled, mostraremos como se comporta el indice de
Conley en funciones de Morse y-en conjuntos invariantes aislados. Ademas
se probard que en el caso de les¥sistemas Hamiltonianos, el hecho de que
para un punto critico aislado no ‘degenerado exista un valor de bifurcacion,
implica la existencia de una/vecindad.gue contiene otro punto de equilibrio.



Capitulo 1
Preliminares

A lo largo de este capitulo_se veran conceptos sobre dos ramas de las
matematicas, iniciaremos convresultados de sistemas dinamicos asociados a
flujos continuos desde lo que €s un sistema de ecuaciones diferenciales hasta
el teorema de Hartman-Grobmany/Luego, en la secciéon que sigue definiremos
lo que es un sistema Hamiltoniane=y*un sistema gradiente asi como también
se veran propiedades relaciénadas con estos dos sistemas. En las ultimas dos
secciones ya no se hablard*dé“dinamica, sino de topologia empezando con
variedades y funciones de Morse)ly con ‘resultados basicos de topologia.

Todos estos preliminares nos.geran deé gran ayuda, tanto para definir el
indice de Conley, como para mostrar algunag™d¢e sus aplicaciones.

1.1. Resultados basicoes de dimamica

Dinamica no lineal

Es bien sabido que cualquier sistema lineal de la forma
T = Ax

tiene una unica solucién. En esta seccidén estudiaremos l&s ecuaciones
diferenciales no lineales

x = f(x).

Veremos que bajo ciertas condiciones de la funcion f, el sistema no lineal
tiene una tnica solucién. Esta seccion estd basada en [4] y [8].
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Definjcién 1.1.1. Sea f € C(F), donde E es un subconjunto abierto de R”
y C(EY es el conjunto de funciones continuamente diferenciables. Decimos
que z(t).e8 una solucién de la ecuacién diferencial © = f(z) sobre un
intervalo 7, sispara todo t € I, z(t) € E, z(t) es diferenciable sobre I y

a'(t) = f(x(t)).
Dado z( € E|dedimos que z(t) es una solucién del problema de valor
inicial
= flx)
ZE(t()) = o

sobre un intervalo I, si to¢&€ M, x(ty) = zo y x(fp) es una solucién de la
ecuacion diferencial & = f(z) s6bre el intervalo I.

El siguiente teorema garantiza.la existencia y solucion de una ecuacion
diferencial para sistemas ne“lineales.

Teorema 1.1.2. (Teorema”fundamental de existencia y unicidad).
Sea g € E C R" y sea f € C(W), Entolices existe a > 0 tal que el problema
de valor inicial

7 16
z(0) ="\ xg

tiene una tdnica solucién x(t) sobre el intervalo [—a; a}.

Teorema 1.1.3. (Dependencia a condiciones iniciales). Sea o € E C
R" y sea f € C(FE). Entonces existe a > 0y § > 0'tal que para todo
y € Ns(z¢) el problema de valor inicial

= f(z)
z(0) = 'y
tiene una tnica solucién u(t,y) con u € C*(G) donde G = [—a, a] X Ns{xo) C

R""!: mds atn, para cada y € Ns(zo), u(t,y) es una funcién de ¢ deg’veces
continuamente diferenciable para t € [—a, a.

Teorema 1.1.4. (Dependencia sobre parametros). Sea (xg, j10) € F7C
R™™ donde zg € R"; y g € R™ y sea f € C}(F). Entonces existe a > 0y
d > 0 tal que para todo y € Ns(xg) y u € Ns(i0), €l problema de valor inicial
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&= [l p)
z(0) = vy
tiene unagfinica solucién u(t,y, ) con u € C'(G), donde G = [—a,a] X

N5($0) X N(g(,uo)
Definicién 1.1.548ea £ C R" y sea f € C'(F). Para o € F, sea ¢(t, x)

la solucién del preblema de valor inicial

io= @
z(0) = g

definido sobre su intervale’maximal de existencia I(zg). Entonces para t €
I(xg), el conjunto de funciones definidas por

Di(%0), = ¢(t, wo)
es llamado el flujo definide portla ecuacién diferencial & = f(x).

Definicion 1.1.6. El retrate fase de un sistema de ecuaciones diferenciales
es el conjunto de todas las curvas,solucion_ del sistema.

Las siguientes definiciones tienen que vet ¢on el flujo de una ecuacion
diferencial y se usaran en el capitulé 3

Definicién 1.1.7. Sea x € X. Se tiener los conjuntes (para x bajo ¢):

a-limite:
CY([L’, QP) = ﬂ ((20(_007 t)7 IE),
<0

w-limite:

w(z, ) = () (#lt, ), 7).

t>0

Proposicién 1.1.8. Si X es un conjunto compacto, entonces para cualquier
x € X los conjuntos a(x, ¢) y w(x, @) son no-vacios, compactos e ifivariantes.

Teorema 1.1.9. Sea £ C R" un conjunto abierto y sea f € C'(E)"Sea
t € I(xg) ys € I(¢(zg)). Entonces para todo zg € E se sigue que s+t € H{xp)
y

¢t+s (:EO) = ¢s(¢t(x0))
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Definicién 1.1.10. Consideremos un subconjunto abierto F de R™, una
funciéii_f€ CY(E) y el flujo ¢; : £ — E definido para todo t € R de
la ecuaecion diferencial © = f(z). Un conjunto S C FE es invariante con
respecto al flujo ¢y, si ¢(S) C S, Vt € R.

Definicién ¥1:1. Un punto o € R™ es un punto de equilibrio del
sistema & = f(&), si f(x) = 0. Un punto de equilibrio zy es un punto de
equilibrio hiperbolico del sistema & = f(x), si ninguno de los eigenvalores
de la matriz D f(x)(tienen parte real cero. El sistema lineal & = Az con la
matriz A = D f(zo) ¢s la linealizacién de & = f(x) en .

Ahora bien, si tenemés un punto de equilibrio o de & = f(x) y ¢ : F —
R™ es el flujo de dicha ecuaeidn diferencial, entonces ¢;(xg) = zo Vt € Ry
decimos que zy es un punto dé-equilibrio del flujo ¢;.

Ejemplo 1.1.12. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales

T =\
y = —3—a — diy,aF# 0 (1.1)

En este sistema, (0,0) es el unico punto de equilibrio. La linealizacién en el

punto de equilibrio es
0 1
J(0,0) = (_1 —a) .

que como podemos observar se trata de un punto de‘egitilibrio hiperbdlico
cuando o« # 0 (Ver figura 1.1).
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Figura 1.1: Retrato fase del sistema 1.1

En la siguiente definidiénz*daremos/ la clasificacién de los puntos de
equilibrio.

Definicién 1.1.13. Un punto~deequilibsio’ 2y del sistema & = f(x) es
llamado un pozo, si todos los eigenvalorés de D f(xy) tienen parte real
negativa; es llamado una fuente, si.todos los eigenvalores de D f(x() tienen
parte real positiva; y es llamado una_silla, si’ essun punto de equilibrio
hiperbdlico y Df(x) tiene al menos un eigenvaler’gon parte real positiva
y al menos uno con parte real negativa.

Ejemplo 1.1.14. A continuacién clasificaremos todes los puntos de
equilibrio del sistema no lineal siguiente:

[ ”Til ] - [ o __xlgf ] . (1.2)

Los tnicos puntos de equilibrio del sistema son (0,0), (1,1),(—1,1).

La derivada
1—372 —T1
D = )
e [2 : ]
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Luego,

-1
-2 1

01
2 1

Df(0,0)= [3 (1)],Df(1,1) = [ ],Df(—l,l) _ [

Por lo tanto, {040) es una fuente, mientras que (1,1) y (—1,1) son silla ( Ver
figura 1.2).

S
N

Figura 1.2: Retratofase del sistema 4.2

Teorema de la variedad estable

En esta seccion veremos uno de los resultados masgimportantes en la
teoria de ecuaciones diferenciales.

Antes de enunciar dicho teorema consideremos lo siguierite;

Sea A una matriz de n X n que tiene k eigenvalores negativos A1, .-+ , A\r v
n—Fk eigenvalores positivos A\iy1, -+ , A\, ¥ que estos eigenvalores son distintos.
Sean vy, --- ,v, el correspondiente conjunto de eigenvectores. Entonees los
subespacio estable e inestable del sistema lineal & = Az, E* y E“s6nos
subespacios lineales generados por vy, -« , Uk Y ki1, - - , U, Tespectivamente
(Ver figura 1.3), es decir,

E*® = Span{vy,--- v},
E" = Span{vgiy1, -+, o0}



EAPITULO 1. PRELIMINARES 9

Teorema 1.1.15. (Teorema de la variedad estable) Consideremos a £
un subConjunto abierto de R™ que contiene al origen, f € C(E), y ¢; el flujo
del sistema _no lineal & = f(x). Supongamos que f(0) = 0y Df(z) tiene k
eigenvalores gen parte real negativa y n — k con parte real positiva. Entonces
existe una k-vasiedad diferenciable S tangente al subespacio estable F* del
sistema lineal = Ax en 0 tal que para todo t > 0, ¢;(S) C S y para todo
o € S se tiene que

lim ¢ () = 0.
t—r00

y ademas existe una f©i-= k-variedad diferenciable U que es tangente al
subespacio inestable F*dest = Az en 0 para todo t < 0, ¢,(U) C U 'y
para todo xy € U tenemos que

tEI—noo ¢t<x0) =0

Figura 1.3: Ejemplo de un subespacio estable e inestable.

Teorema 1.1.16. (Teorema de la variedad central) Sea f € C"(E)conFE
un subconjunto abierto de R™ que contiene al origen y r > 1. Supongamos dtie
f(0) =0y Df(0) tiene k eigenvalores con parte real negativa, j eigenvalores
con parte real positiva, y m = n — k — j eigenvalores con parte real cero.
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Enténges existe una variedad central de dimensién m denotada W¢(0), que
es tangente al subespacio central E¢ de © = Ax en 0, existe una variedad
W#(0) de'dimensioén k, tangente al subespacio estable E* de & = Az en 0 y
existe und variedad W*(0) de dimensién j, tangente al subespacio inestable
E" de & ="Ax_en 0. Mas atn, W¢(0), W#(0) y W" son invariantes bajo el
flujo ¢y de & =4f(x).

Teorema de Hartman-Grobman

Otro teorema de gran importancia en la teoria de ecuaciones diferenciales
es el teorema de Hartiman-Grobman el cual nos dice, en resumen, que
alrededor de un punto hiperhélico xg, el sistema no lineal & = f(x) tiene la
misma estructura que el sistema lineal £ = Ax, es decir que dichos sistemas
son topolégicamente conjugados..Esta seccién esta dedicada a enunciar este
teorema.

Para ello, iniciaremos definiendo¢tuando dos sistemas son topoldgicamente
equivalentes

Definicién 1.1.17. Dos siStemas autémomos de ecuaciones diferenciales
como & = f(z)y ¢y = g(y) son topolégicamente equivalentes en una
vecindad del origen, si existe un homeomorfismo H : U — V, donde U
y V son abiertos que contienen @alsorigen. ‘Este homeomorfismo H mapea
trayectorias de # = f(z) en U a trayegterias de y= g(y) en V y preserva la
orientacién, es decir, si una trayectoria.sé dirige dé 'y a x2 en U, entonces su
imagen bajo H se dirige de H(x1) a H(23) en V. Si"H#preserva la orientacion
con respecto al tiempo se dice que & = f(x) es topolégicamente conjugado
a y = g(y) en una vecindad del origen, es decir,

pi(H(2)) = H(¢e(x)).
Ahora estamos listos para enunciar el siguiente teorema.

Teorema 1.1.18. (De Hartman-Grobman)

Consideremos un conjunto abierto £ C R™ que contiene al ofigen, f €
CYH(E) y sea ¢; el flujo del sistema no lineal # = f(z). Supongafiies que
f(0) = 0 y que la matriz A = Df(0) no tiene eigenvalores con part€ real
cero. Entonces existe un homeomorfismo H : U — V donde U y V' son
abiertos y ambos contienen al origen, tales que para cada zy € U, existe fin
intervalo abierto Iy C R que contiene al cero tal que para todo xg € U ¥y
t € Iy se tiene que
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)

/L H o éu(izg) = ' H(zo).

Lo ant@ significa que el homeomorfismo H manda trayectorias de & =
f(z) a trayectorias de & = Ax ambas cerca del origen y ademds preserva
parametrizacion con respecto al tiempo. Es decir, el sistema no lineal z =
f(x) es topol mente conjugado al sistema lineal © = Az, donde A =

Df(z) (Ver fi 1.4).

Figura 1.4: H o ¢y(xg) = eAtH®

1.2. Sistemas Hamiltonianos y gra@ntes

En dinamica, con frecuencia se requiere analizar las prop@ad de los
puntos singulares de un Hamiltoniano que depende de algunos pag%tros.

>
6%
@
O

.
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Sistemas Hamiltonianos

Definidién 1.2.1. Dado un abierto £ C R?*", un sistema Hamiltoniano
es el sistema“dinamico asociado al sistema de ecuaciones diferenciales:

.o

—_ a—
_ on
y - 81"

donde xz,y € R", ¥ H ¢ C*(F)

El siguiente es un ejemplo de un sistema Hamiltoniano
Ejemplo 1.2.2. Consideremos.el sistema

i 2y
y ==dax — 4z,

donde a € [—1,1].
Un Hamiltoniano para estetsistema’es’la funcion

H(z,y, o) =ar* et °

En la figura 1.5 se muestra el retrato fase del sisStema cuando o = 1.
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HERN\ —— /)

1
-2 o 1

1 I I 1 1 1 :I.
Figura 1.5: Retr ase pa;jc =2y, 9y = 20w — 423,
En este tipo de sistemas lﬁjpur%tos: %quilibrio, corresponden a los
puntos criticos de la funcién H (). )

Q
Sistemas Gradiente O 60

*
Definicién 1.2.3. Sea £ C R" un conjunto abierte y V € C?(E). Un
sistema gradiente es el sistema dindmico asociado al sistema de ecuaciones

diferenciales: @
f Vv
Y 9xy ) Oxy, O
Ejemplo 1.2.4. Consideremos la funciéon ®

V:R2 SR )\
definida por Q
V(z,y) = 2*(x — 1)* + % 6

En este ejemplo, el sistema gradiente es

i
y

_2y7

S
—2z(x —1)(2z — 1) @O
O

.
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Fl retrato fase del sistema se muestra en la figura 1.6.

L~ N I."‘f
O4r T \\\\\I'\. I||\ || Jll |II || |‘|| ‘l | /// -
I N \\' | iy }\ | | “.f P
_:H‘mm:\kl H |I .II‘. 'I |I |r|li1i I‘,I +I|I ||1II|{IrI’/’/{ —
51 "'x‘\\'ll [ | f | | ||I\ \ |.|r"iff -
-__""‘-u.::‘ \j. h / g'l J l‘ Ill.l Il'l. \ I!. '.'/'/r—-"'__
'_"‘"—-n__::\ I' J/f ,-i/ L\\\‘\ W
P P [
o Z NSNS
YAy L, TT—
—oal ___P - N l||'ﬁll ‘ll'l I|\ HIII 'II| |I [ f’-'{ 'Ilf |r }‘-:s\\‘m
- _,.»,// ,;.I'I’ J1 II| II|I III ‘lll |I | I|I I|II Jfl II’I I|I III \\\ T—
Rl grt? oy BT R\ NN
_._-»"’/";| \I | ] ] 't\.\ -
0.4 - "/l |1\|H|||I|I| \\
AT A\
T T o Y

Figura 1.6: Retrato fase para & = <2z(e — 1)(2z — 1) , y = —2y.

Este sistema tiene tres puntos dé équilibri6_que son: (0,0), (%, 0), (1,0);
y la linealizacién del sistema da comio‘jresultados las siguientes matrices:

Df(0,0) = (_02 _02) Df(3,0) = (é _02) D#(150) = (_02 _02> En

este caso, los puntos (0,0) y (1,0) son puntos de equilibrio tipo pozo y (%, 0)

es tipo silla. El eje x y el eje y ambos son invariantesgasi como las rectas
1

r=5yx=L1

Los puntos de equilibrio del sistema gradiente, corresponden~a los puntos
criticos de la funcién V(x).

1.3. Resultados basicos de topologia

Para definir el indice de Conley necesitamos los siguientes conceptos-de
topologia.

Sean X un espacio topolégico vy Y C X. Tenemos una relaciéon de
equivalencia que estda dada por x ~ y < © = y o z,y € Y. El espacio
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cociente se define como
XY ={[z]|x € X}.
El mape0cociente esta dado por

p:X = X/Y.
x — [z]

El espacio % tiene‘la"topologia inducida por p, en particular, p es continua.

Ejemplo 1.3.1. Considerémos X = [0,1],Y = {0} U {1}, entonces X/Y es
homeomorfo a S* (ver figira 1.7).

-0

Figura 1.7: Ejémplo de wn éspacio X/Y

e

Ejemplo 1.3.2. Ahora, consideremos-a X ¢omo el disco cerrado y a Y
como la frontera de este disco, es decitgY = S¥ X™= D? entonces X/Y es
homeomorfo a S? (ver figura 1.8).

XY

Figura 1.8: Ejemplo de un espacio X/Y

Dos espacios topologicos X; y X, son llamados homotépicamente
equivalentes, denotado X; ~ Xj, si existen dos mapeos f : X; — X3y
g : Xo — X1, tales que fog: X9 — X5 es homotépico a la funcién identidad
Idx, y go f: X7 — X es homotopico a la funcion identidad Idy; .
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Quée dos espacios topolégicos X; y X, sean homotdpicamente
equivalentes, puede ser interpretado como que podemos deformar uno en
el otro.

Ejemplo 1.3.3..Una bola es homotépicamente equivalente a un punto p €
R™ (Ver figurd 1=9).

P

Figura 1.9: Ejemiplo equivaléncia homotdpica

Definicién 1.3.4. Un subconjunte~A de.ut, espacio topoldgico es un
retracto de X si existe una funciéon-centinua 7 : X — A tal que roi = Idy4,
donde i : A — X es la funcién inclusion. La funcién r es llamada una
retraccion .

Definicién 1.3.5. Decimos que A C X es un retracto fuerte por
deformacidn si existe una retraccién r : X — A tal quedor ~ Idx (rel A).

1.4. Teoria de Morse

En esta seccion presentaremos lo que se conoce como el indice deMorse ya
que se pretende conectar la topologia y los sistemas dinamicos de las,cuales
se ha hecho mencién en secciones anteriores. Omitimos las pruebas en_varios
resultados pero éstas pueden ser consultadas en [2] y [7].
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L 3
Va(ﬁades suaves

Defini 1.4.1. Una m-~variedad suave es un conjunto M junto con una
coleccién%: U, — M}, donde cada U, C R™ es abierto y se satisfacen las
siguientes iciones

1. ¢ : U, @Ua) =V, es un homeomorfismo, Vo € J.
2. 81V, NVg Q ntonces
¢Z(1/O¥Z5ﬁ o5 (Va N Vi) = 03 (Vo N V)
es una funcién suave: implicidad, escribimos ©,5 = ¢, o ¢5.

3. M=U,,6(Ua). 7

A los conjuntos U, le llama artas y a la funcién O, le llamamos

Figura 1.10: Cartas coordenadas %
S
Q
@,

.
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Figura 1.11: Mapeo de eambio de coordenadas

Definicién 1.4.2. Sea f : M — N una funcién, dende M es m—variedad
y N es n—variedad. Decimos que f es diferenciable si para cada p € M
existe una parametrizacion local ¢ : U — V para N=Con p € V y una
parametrizacién local ¢ : U’ — V' para N con f(p) € V' ®ales que ¢y "to fo¢
es diferenciable en ¢~1(p).

Decimos que f es C*—diferenciable si ¢)~'o fo¢ es C*—diferénciable para
cualquier eleccién de ¢ y ¢, f es C°—diferenciable (o suave) si 1)t fo ¢
es C*°—diferenciable (como funcién con dominio en R™ e imagen‘en R").

Funciones de Morse

Definicién 1.4.3. Un homeomorfismo h : M — N es un difeomorfismo si
ambas h: M — N y h™' : N — M son suaves.
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A gontinuacién, consideremos M una m-variedad, N una n-variedad y
una funcién suavef : M — R.

Definicion 1.4.4. La derivada de f en un punto p € M es la funcién
(df)p : T,M{ T4y N definido por

(df),(2%(0)) == 4L (0)

donde ¢ es una cugva.suave en M on ¢(0) = p.

Notemos que %(0) es el vector tangente a M en p = ¢(0), y %(0) es

el vector tangente a N“én’f(p), ya que f o ¢ es una curva suave en N con

(f 0 c)(0) = f(p).

Definicién 1.4.5. Un punto pg'de M es un punto critico de f si la derivada
(df)p : T,M — Ty N no es sobfeyectiva.

Definicién 1.4.6. Sea py un punto critico de f : M — R. Definimos la
matriz Hessiana de la fncién f en-ebpunto critico py, denotada H¢(po)
cOmo

02 o2
%(PO) T m(po)
— . o2 .
Hy(po) = : 52 (po) : (1.3)
92 o2
8$7n3f$1 (pO) e ﬁ(pO)

Observemos que Hy(py) es una matriz cuadrada de max m.

Definicién 1.4.7. Decimos que un punto critico py es no degenerado, si
el determinante de la matriz Hessiana de f en po, detH ¢(po){es)distinto de
cero.

Definicién 1.4.8. Sea f : M — R. Decimos que f es una funcién de
Morse si todos sus puntos criticos son no degenerados.

Lema 1.4.9. (Lema de Morse). Sea p un punto critico no degenerado~de
f M — R. Entonces en alguna vecindad de p existen coordenadas locales
(21, ...,x,) con x;(p) = 0 para todo 7, tal que, en esas coordenadas, la funcion
f toma la siguiente forma
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f(.iljl, xn) = f(p) — 3312 — = ku + fEk+12 + -+ $n2.

El mimero A de signos menos en la forma estandar, es el ntimero de
entradas wegativas diagonales de la matriz Hessiana Hy(py) después de la
diagonalizagién.

Definicién 1.4.107 Al niimero A lo llamaremos el indice de Morse del
punto critico po ‘devf, y escribimos Ind(po).

Consideremos los siguientes ejemplos que muestran como cambia el indice
de Morse:

Ejemplo 1.4.11. Sea f(zs], ) = a(z? + y?)
Calcularemos el indice de/Morse en el punto critico (0,0) y valores de
€ [—1,1]. Aqui, el gradientede f es Vf = (2ax, 2ay). La matriz Hessiana

2 .
de f es ( g 2(2)[ . Notemos que cuando o = —1 Tenemos que la matriz

Hessiana de H es (_02 _02>, cuyo indige de Morse es 2 (Ver figura 1.12).

Figura 1.12: Gréfica de la funciéon f cuando av = —1

Cuando a = 0, la matriz Hessiana es (8 8) y aqui el indice dé Morse

no esta definido.

Finalmente, cuando o = 1 la matriz Hessiana (2 O) tiene indice de

0 2
Morse igual a 0 ( Ver figura 1.13).
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Z
/‘
g

0

N

Figura 1.19@,&:& de la funcién f cuando oo =1

A\

-

Ejemplo 1.4.12. Sea g( = y? — az? + 2. Haremos el calculo del
indice de Morse alrededor de con valores de o € [—1,1].

Calculamos el gradiente V —2ax + 42 2y

Luego, la matriz Hessia eg —2a + 122% . Notemos que cuando
a=-—1 tenemos ee caso el indice de Morse es 0 (Ver

figura 1.11).
/ (( )

(Y

Figura 1.14: Gréfica de la funciéon g cuando av = —1 )

Ahora, cuando a = 0 tenemos (0 0), por lo que en este caso Séce

0 2
de Morse no estd definido.

- -2 0
Por dltimo, cuando a = 1 tenemos Hess,(0,0) = < 0 2>, por lo ql@
en este caso el indice de Morse es 1 (Ver figura 1.15). o

.
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7
.

fica de la funciéon g cuando av =1
e



Capitulo 2
Homologia cubica

A lo largo de este capitud® ge irdn desarrollando conceptos sobre homologia
cubica y sistemas dindmicos gon la finalidad de que se muestre una relacion
entre estas dos areas de estudio, ademas dichos conceptos nos seran de gran
interés en el siguiente capitulo.(Des resultados que veremos en este capitulo
estdn basados en [5].

2.1. Homologia ‘ciabica

Conjuntos ciibicos

En esta seccion veremos conceptes basicos que necesitamos para empezar
a construir la homologia cubica. Iniciaremos cénla definicién de intervalo
elemental y posteriormente definiremos*nuestro prificipal objeto de estudio,
los conjuntos ctibicos.

Definicion 2.1.1. Un intervalo elemental es un intérvalo cerrado I C R
de la forma I = [(,{+ 1] o I = [(,{] = [¢], con { € Z.

Los intervalos de la forma [¢] se llaman intervalos singulare§

Definicién 2.1.2. Un cubo elemental () es un producto finito de intervalos
elementales, es decir Q = I} x Iy x - - - x I; C R, donde cada I}, es un intervalo
elemental.

Ejemplo 2.1.3. Los conjuntos [1,2] x {0}, [1,2]x {3}, {3} x[1, 2], [1, 2] X[1s2]
son cubos elementales (Ver figura 2.1).

23
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3T+ o—e

T

Figura 2:03 Cubos elementales en R?

Tenemos los siguientes conjuntos:

1. El conjunto de cubos elementales en R? es

K% ={Q : Q es un ciboselemetital’'en R?}.

o0
2. El conjunto de cubos elementales es” /e U K.
a=1
Las siguientes son definiciones que nos permitizdn-entender mejor a los cubos

elementales.

Definicién 2.1.4. Si Q = I; x I, x --- x I; C R¥es un cubo elemental,
decimos que d es el niimero de encaje de (), y escribimos emb @) = d.

Definicién 2.1.5. La dimension de () es el nimerp” de intervalos no
singulares de @) y lo denotamos por dim Q).

Observemos que si emb ) = d, entonces Q € K< Teremos también
K, ={Q € K :{dimQ =k} y K¢ = K;; N K.

Proposicién 2.1.6. Sean Q € K, P € K{, entonces (Q x P) € K,fi,‘f:

Definicién 2.1.7. Sea P, QQ € K. Si () C P, decimos que () es una cara'de
P y lo denotamos por ) < P.

1. SiQ X PyQ € P, decimos que () es una cara propia de P y escribimos
Q=< P.
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27 @ es una cara primaria de P, si Q < Py dim () = dim P — 1.

Definic¢ién_2.1.8. Un conjunto X C R? es cibico, si es unién finita de
cubos elementales.

Ejemplo 2.149. Consideremos el conjunto X = [0,1] x [0,1] x [0,1] C R¢,
X es un cubo éeleméntal, y luego, es un conjunto ctbico.

Ejemplo 2.1.10."ELeonjunto X = ([0, 1] x [0]) U ([1] x [0, 1])U([0,1] x [1])U
([0] x [0,1]) C R? esaun”conjunto ciibico.

Definicién 2.1.11. Si % e un conjunto ctibico contenido en R?, el conjunto
de cubos contenido en. X es K(X)={Q e K:Q C X}

Notemos que

Lx= |J @
)

QeK(X
2. Si Q € K(X), entonces_emb Q) =\d.
3. K(X) es finito.
De la definiciéon de conjunto ctibice’sigue que

Teorema 2.1.12. SI X es cubico, entonces X es‘cerrado y acotado.

Cadenas cubicas

A cada k-cubo elemental @ € K le asociamos un sfimbolo algebraico @,
llamado k-cadena elemental de R%. El conjunto de todas.las k-cadenas
elementales de R? es denotado por

K =1{QlQ € K3

y el conjunto de todas las cadenas elementales de R? estd dadé por
Re=| K
k=0

Dada una coleccién finita {Q,Qa, - ,Qm} C K¢ de cadenas
elementales, consideramos sumas de la forma:
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c=Q1 4 Qs+ + 0nQm, o € Z

A estad sumas les llamamos k-cadenas en RY. La cadena cero es la que
obtenemos’al considerar a; =0, Vi =1,--- ,m.
Al conjiinté de k-cadenas en R? lo denotamos por

Cg )} {Zazél‘&l € Za@z € Klim € N}

i=1

Definicién 2.1.13. Sea X C R? un conjunto ctibico. Sea K,(X) = {Q|Q €
Ki(X)}. El conjunto de dés k-cadenas de X denotado Ci(X) es el subgrupo
de C¢ generado por los elémentos de Kj(X).

Sean ¢,y € CZ, donde ¢; & Zai@\i y ¢y == Z/BZ@\Z El producto

escalar de las cadenas ¢; y.e es definido como

Definicién 2.1.14. Dados dos éubes elementales P € Ky Q € K,‘f,/,
definimos N
PoQ =P xQ
Esta definicién se extiende linealmente a cadenas arbitrarias ¢; € C’,‘f y cy €
Cd:
coci= Y. (e, P) (e, Q)P XQ
PeK,QeK,,

La cadena ¢; ¢ ¢y € C’,‘fi,f, se llama el producto cibico de ¢ 4¢.

Proposicién 2.1.15. Sea ) una cadena cubica elemental de R? comd > 1.
Entonces existe una tinica cadena ciibica elemental 1 y P con efibl = 1 y
embP =d — 1 tal que

Q=1IoP.
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Operador frontera

En ésta seccion definiremos un homomorfismo de grupos abelianos con el
cual podremos definir homologia.

Definicién*2.1¢16. El operador frontera de un conjunto cibico X

8k : Ck — Ck—h
es un operador quie estd definido por induccion sobre el niimero de encaje
d.
Cuando d = 1, @) e$dw intervalo de la forma [¢] o [¢,¢ + 1]. Entonces se
define

. { 0, si Q=1
Q=9 S
[CHY~ [, si Q=1[(0+1]

Ahora, supongamos que d>d.Sea () =1 x P tal que dim/ + dim P = d1m
Q. Entonces Q = I x P y définimos (@) = 0y, (1) o P + (—1)4mIT 6 9, P,
donde ky = diml y ky = dum P, Extendemos esta definicién para todas las
cadenas por linealidad, si ¢ = oqu + agQg 4o+ am@:n, «; € 7, entonces
Opc = Oélale + ozgc?ng + -+ O!maka, a; € 7.

Cuando no haya riesgo de conftisién, escribimos simplemente 9 en vez
de 0. A continuacion veremos ejemplos dondesCalcularemos la frontera a
algunos cubos elementales

Ejemplo 2.1.17. Consideremos el cubo elemental Q#=Y¢| x [k]. Entonces
Q) = o([L]) o [K] + (—1)mD[e] o B]

~

= 0o[k]+ [0
— 0+0

Ejemplo 2.1.18. La frontera de Q = [¢(,¢ + 1] x [k, k + 1] es calculada a
continuacion y es mostrada enla figura 2.2.

L — —

8 (Q) = aﬂf,\é-f- 1]) [k,k/ﬂ] + (—1/)7@“*”% 1] ﬁ)l[k, k+]
= ([/511]—[?]) [Jﬂtl —M+1]0([k+1]—[/f])

= [+ 1ok k1= [{olkk+1]— [ 0+1]o[k+1]+[C+1)3
— -

1]—[€]><[7k:,k + 1]+ [€€+}><[k] [£€+]

—

o-fk]
fh 1]
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/\
ks [LI+10x[R+1]  gr1p40)
® < ®

Thixlke, k17

Y
D
N

/\
N\ [1+1 ][k, k+1]

> ®.1,k)

/\
[L1+1]x[R]

[
a.r)

Figura 2.2:(Frontera de Q = [¢(, ¢ + 1] x [k, k + 1]

Proposicién 2.1.19. Sean ¢y ¢ cadenas ctbicas, entonces
d(cod)=0edd+ (—1)¥mco ().

La siguiente proposiciéfiymuestra una, propiedad que cumple el operador
frontera.

Proposicién 2.1.20. El resultado de componer el operador frontera consigo
mismo es cero, es decir,

Ok—10 Op.= 0

Demostracion. Como 0 es un operador lineal,\es" suficiente probar esta
propiedad para las cadenas cubicas elementales. ‘Haremos la prueba por
induccion sobre el niimero de encaje, para ello consideremos primero un cubo
elemental (). R |

Si @ = [{], por definicién 9Q) = 0y entonces dy(0 Q) = 0s

Ahora, si Q = [¢, ¢ + 1], entonces

(0(Q) = (&L +1))
= ao([+1]-1[0)
= 9ol + 1] — Bo[(]

0—-0
= 0.

Luego, supongamos que Q € K? con d > 1. Entonces Q = I x P, donde
I=1yP=1Ix---x I Asi, por la proposiciéon 2.1.15 tenemos
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01(0n(@)) = O 1(0(I x P)
= 6k_1(8k(l<>P)) ~
= 9(0To P+ (=)o P

T P> 4 (—1)%mTy (fo 013)
= 99T o P + (—1)#mIT9T 6 9P + (—1)%m1g <f<> aﬁ)

=) (—1)4mIT9T 6 9P + (—1)dimI (afo OP + (=1)%™IT 6 9OP

= (Z1)4mITOT 6 OP + (—1)4™I9] o OP.

En el ultimo paso s¢ usa la hipétesis de induccion.

Observemos que si dim/,= 0, entonces 9 = 0 en cuyo caso tendriamos
que cada término de la suma es cero y por lo tanto dx—10,Q = 0. Por otro
lado, si dim/ = 1, entonces dim@/ = 0 y por lo tanto los dos términos en la
suma se cancelan, obteniendo elaresultado deseado. O

Observemos que dado X C R%mmreonjunto ciibico, entonces por definicién
tenemos que

H(@ERX)) @ Cr1(X).
El operador frontera para umeenjunto gtibico se define por
0 Chf— Cr1(X)
restringiendo la funcién 0y : Cf — O a Cy (XY

Definicién 2.1.21. El complejo de cadenas cibico pata el conjunto ctibico
X C R es

C(X) = {Ck(X)v a}f}kéZa
donde Cj(X) son los grupos de las k-cadenas ctbicas generadas,por Kj(X)
y 9 es el operador frontera ctibico restringido a X.
Homologia de conjuntos cubicos

Consideremos a X C R? un conjunto ciibico. Una k-cadena z € €(X)
es llamada un ciclo en X, si 9z = 0. Denotaremos al conjunto de todos les
k-ciclos en X por Z(X), es decir,

Zk(X) = ker@,f = Ck(X)ﬂ ker@k C Ck(X>

)
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Una k-cadena z € Ci(X) es llamada una frontera en X, si existe ¢ €
Cly1(X)etal que dc = 2. El conjunto de fronteras elementales en Ci(X)
es la imagen de 9, y es denotado por By(X). Ademds como 9, es un
homomorfisme, By(X) es un subgrupo de Cx(X). Estos comentarios pueden
ser resumidoes pot:

Bk(X> = im@,ﬁrl = 6k+1((]k+1(X)) C Ok(X)

Por la proposicién® 2¢1320, si tenemos que z = Oc, entonces 9z = 9%z = 0.
Esto nos dice que cadd frontera es un ciclo, y con esto By (X) es subgrupo de
Z(X). Decimos que des€iclos z1, z2 € Z;(X) son homélogos, si z; — 25 €
By(X) y escribimos z; ~ zo.

Definicién 2.1.22. El k-ésimo grupo de homologia ctubica de X,
denotado Hy(X) es el grupo cogiente

Hip ()= g’;g{;

La homologia de X es la caleegion dé todos los grupos de homologia de X y
sera denotada de la siguient¢ miamnera:

H (XY= {H(X) Jrez

2.2. Homologia relativa

En esta seccién definiremos los grupos de homélogia relativa H,(X, A).
Un par ctbico es una pareja (X, A) donde A y X son conjuntos cubicos tales
que A C X. En lo sucesivo (X, A) serd un par cibico,(esdecir, A y X son
conjuntos ctibicos tales que A C X

Las cadenas relativas de X modulo A son los elementos.del cociente de
grupos

Como en la seccién anterior, los grupos Ci(X,A) son grupos<libres
abelianos y podemos introducir los siguientes conceptos.
El complejo de cadenas relativas de X moédulo A esta dado por

{Ck (X7 A)7 a]iX7A)}7
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donde £1 operador 0,2X’A)

A(X,A)

O (X, A) s O (X, A)

se define como 8,£:X’A)([c]) = [0c]. Aligual que 0Oy, este operador (9,(€X’A) cumple
(X,4) | o(XsA) o
que 9,7 o0y = 0.

Se define el k-édimo grupo de homologia relativa a A como

K era,gX’A)

o

Hy (X, A) =

Las siguientes dos propésiciones nos dan informacion acerca del calculo
del 0-ésimo grupo de homolagfa ciibica de pares cuibicos, de acuerdo al niimero
de componentes conexas del eéébnjunto cibico X.

Proposiciéon 2.2.1. Sea X un ‘eonjunto cibico conexo y sea A un
subconjunto cibico no vacipdde X% Entonces

Hy (X, A = 0.

Proposicién 2.2.2. Sea (X}A))un pap’cibico. Entonces el ndmero de

componentes conexas de X qué no intérseean a A es la dimension de
Hy(X, A).

2.3. Swucesiones exactas

Como hemos visto en secciones anteriores, la hom®logia inicia con un
complejo de cadenas {Cy, 0y}, donde Cj, es un grupo abeliano.
Entonces se tiene

B,i( X a]gf_ 5X X 99X
Jl Ck—k>Ck_1 —>1 C’k_z---—2>(]1 —1>Oo—>0

y dado que 9y 0 9,; =0 se tiene que Imd;" ; CKerdy .
Mas generalmente, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.3.1. Dada una sucesion de grupos y homomorfismos
b3 2
oGy — Gy — Gi—> - -

decimos que es exacta en G si
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Im 3 = Ker 1.
Unagsugesion es exacta cuando es exacta en cada grupo.

Definicién 2.3.2. Una sucesion exacta corta es una sucesion exacta de
la forma
P3 P2
0—G3 — Gy — G1—0.

Ejemplo 2.3.3.¢Sea (X, A) un par cubico, para cada k consideremos la
siguiente sucesion

0—GilAd) 55 Cr(X) 255 Cr(X, A)—0
donde i, es la funcién inchisién.y px es el mapeo cociente.
Definicién 2.3.4. Sea A ={44,0{'}, B = { By, 05},C = {Cy, ¢} complejos
de cadenas. Sea ¢ : A — By /A8 — C mapeos de cadenas. La sucesién

0—A B Y c—0

es una sucesion exacta corta de complejos de cadenas si para cada k
L Yl
0—Aj. — B, =5 @,—0

es una sucesion exacta corta, dondeé O.denot@a el complejo de cadenas trivial,
es decir el complejo de cadenas en el.cudl cada’grupo es el grupo trivial.

El siguiente lema es muy conocido€n topologia algebraica y se omite su
prueba debido a que rebasa los objetivos de este trabajo, pero dicha prueba
puede ser consultada en [3] y [6].

Teorema 2.3.5. (Lema de la serpiente)
Sea
0—A -5 B2 c—0

una sucesion exacta corta de complejos de cadenas. Entonces para, cada k
existe un homomorfismo

8, : Hysr (C) — Hy(A)
tal que
"'—>Hk+1(-/4> o Hk+1<3) w—> Hk+1(c) 84 Hk(A)—> ce

es una sucesion exacta larga.
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FEl homomorfismo 0, es llamado el homomorfismo de conexién.

Para.el caso de pares cubicos, el ejemplo 2.3.3 y el lema de la serpiente
implican €l siguiente corolario.

Corolario 2:3.6- (La sucesién exacta de la homologia de un par) Sea
(X, A) un par edbico. Entonces existe una sucesién exacta larga

= He(A) S Hi(X) 5 Hya (X, A) % Hy(A)— -,

donde i, : C(A) — C(X) es la funcién inducida por la funcién inclusion,
ps : C(X) — C(X, A) és_el mapeo inducido por el mapeo cociente y 0, es
el homomorfismo de conexitn.,

La homologia relativa nos d&\un criterio necesario para que A sea un
retracto fuerte por deformacion‘de X.

Proposicién 2.3.7. Si (X, A) es un_par-¢ibico y A es un retracto fuerte por
deformacién de X, entonces H, (X, A) < 0.

Ejemplo 2.3.8. Consideremos X = [—aralx [—a,a] y A = ([—a,a] x a) U
([—a,a] x —a). Queremos calcular H; (X, A)~ha sucesién exacta larga para
este par es

o Hy(A)— Hy(X)— Hs(X, A)—§H)A)— H, (X)

—H (X, A)—Hy(A)— Hy(X)— Ho (X, A)—0

En este ejemplo Hy (X, A) =Z, Hy(X,A) =0, Hy(A)p=ZSZ y Hy(X) =
Z. Mas ain, por la proposicién 2.2.1, tenemos que Hy(X, A) = 0. Asi que
podemos reescribir la sucesion exacta larga como

0= H (X, A) 25 ZaZ 5 7 25 Hy(X, A)—s0:
Por exactitud, H,(X, A) =0, Vk > 2. Como i, es sobre, Imi, =7 =<d{erp,

lo que implica que p, = 0 y por lo tanto Imp, = Ho(X,A) = 0. Por etro
lado, como 0, es uno a uno, Keri, = Z. Entonces H(X, A) = Z.



Capitulo 3
Indice de Conley y sistemas
dinamicos continuos

El objetivo de este capitulo es-definir el Indice de Conley que es un indice
puramente topologico, describiendo«antes el principio de Wazewski, de estos
dos invariantes topologicos se mostraran sus propiedades y ejemplos. Este
capitulo estd basado en [¥ y [5].

3.1. Principio de"Wazewski

En sistemas dindmicos continuosg] en partietilar aquellos que corresponden
a flujos asociados a sistemas de ecuacignes diferenciales ordinarias, es de
interés analizar bajo qué condiciones exiSten soluciones contenidas (para todo
tiempo positivo) en regiones no necesariamente invariantes. El principio de
Wazewski es un teorema de caracter topolégico. UnaJde sus aplicaciones
consiste en garantizar la existencia de dichas solucionesrasociadas a un flujo
continuo definido sobre un espacio topologico. En esta seccion describiremos
este principio y se daran algunos ejemplos que lo ilustren.

Definicién 3.1.1. Dado N C X el conjunto invariante maximal de N
estd definido por

Inv(N, ) :={x € N: ¢(x) € N,Vt € R}.

Sea X un espacio topolégico y sea ¢ : R x X — X el flujo definido’en
1.1.5. Consideremos W C X. Entonces tenemos los siguientes conjuntos

Definicién 3.1.2. El conjunto de puntos en W que salen eventualmente
es:

34
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WoO={zeW:3t>0¢(tz)¢& W}

Definicién 3.1.3. El conjunto de puntos en W que salen inmediatamente
es:

W~ = {x € W : para todo t > 0,¢([0,t),z) € W}.
Notemos quépor, definicién se satisface que W~ Cc W° c W.

Definicién 3.1.4.(Unsconjunto W es de Wazewski si se satisface lo
siguiente:

1. Siz e Wy o]0, t]{z)sC W entonces ¢([0,t],2) C W;
2. W~ es cerrado relativora dy’.

Teorema 3.1.5. Sea W un ceonjunto de Wazewski. Entonces, W~ es un
retracto fuerte por deformacién de=W?°.

Demostracion. Consideremos-la funéion
=Y — 0),

7(x) := sup{t=0lp((0, ], 2) C W},

la cual es continua (esto se deduce de"ta continuidad del flujo y que W es
Wazewski).
Ademds, para cada z € WP

p(r(z),z) e W7,
T(x) =0siysbélosiz e W".

Por lo tanto, definimos
X =W’ A=W, 2 r(x)=p((r),).

De lo anterior, podemos considerar una homotopia determinada pot.elflujo,
la cual estd definida de la siguiente manera

h:W°x1[0,1] = W° h(x,s) = @(st(z),z).



EAPITULO 3. INDICE DE CONLEY Y SISTEMAS DINAMICOS CONTINUOS36

Efec¢tivamente,
h(@y0) = (07 (x),2) = ¢(0,2) = @ = Idx(z), Vo€ W
h(ays) = ¢(st(a),a) = ¢(0,y) = a = Ids(a), Yaec W™, sel,

h(z, 1) =(r(z),r) € W0 € W°.

Entonces,
iAOTZIdx, rel A.

]

El siguiente teorema mos dice que existen soluciones que se mantienen en
W para todo tiempo positivo:

Teorema 3.1.6. (Principie de Wazewski) Si W es un conjunto de
Wazewski y W™ no es un retracto, fuerte por deformacién de W entonces

WA\WO £ 0.

Demostracién. Procederemos-por coifradiccién. Supongamos que W\W? =
(), entonces W = WY, Por hipttesis W _.es de Wazewski pero sabemos que
W= c W° = W, por lo tanto- W/~ tambiényes de Wazewski que usando el
teorema 3.1.5 nos contradice el supuesto que~J¥~ no es un retracto fuerte
por deformacion.

]

En cuestién de dinamica, el siguiente resultado-garantiza la existencia de
soluciones contenidas en W para tiempos positivos.

Corolario 3.1.7. Si W es un conjunto de Wazewski y W< no es un retracto
fuerte por deformacién de W, entonces Inv(W, ) # 0.

Demostracion. Por el teorema 3.1.6 existe un punto z “eCWW tal que
©([0,00),2) € W. Por la proposicién 1.1.8 w(x,p) C Inv(W,¢@) es un
subconjunto no vacio, compacto e invariante de W. O

Proposiciéon 3.1.8. Si A es un retracto fuerte por deformacién_de X,
entonces H, (A, X) =0, Vn € NU {0}.

La siguiente proposicion nos dice que existen soluciones que se mantienen,
en W para todo tiempo positivo.
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Proposiciéon 3.1.9. Sea W un conjunto de Wazewski. Supongamos que W
y W 8on.conjuntos cibicos. Si H,(W, W) # 0, entonces Inv(W, ) # (.

Demostragiom. Si H,(W, W ™) # 0, entonces por la proposicién 3.1.8 tenemos
que W™ noges un retracto fuerte por deformacion de W y entonces haciendo
uso del corolario_3.1.7 se tiene lo que se queria probar. O

Ejemplo 3.1.10 Considérese el sistema lineal de EDO:

Lt’l . -1 0 T
i’z o 0 1 T2 '
Donde dada una condigitn _inicial arbitraria (z,y), la solucién asociada

esta dada por:

ot y)) = (e7'x,e'y) .

En este caso consideramos los'siguientes conjuntos ( Ver figura 3.1).
W = [—a,af% [~aya], W =W, W\W°=£:

W= = ([—a, d x4a}) U (f#a,a] x {—a});
W° = ([~a,a] X (0,a]) U ([~a,a] x [~a,0)).

Por el ejemplo 2.3.8 se tiene que H(W, WT )2 Z
Por lo tanto, Inv(W, ¢) # (.

/ /N\\\\ \
AN
R\

f;\w -
NI/,

Figura 3.1: Conjunto de Wazewski

\\\ ,%/ / //
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3.2./ Indice de Conley

Ahora daremos algunas definiciones que nos ayudaran a introducir el
indice de Conley y para ello consideremos el sistema dinamico ¢ : X xR — X
definido sobreaina una variedad diferencial X. Dichos resultados aparecen
en [1].

Definicién 3.2.1. Un conjunto compacto N C X es una vecindad aislante
si

Inv(N, ) :&4x € N : pi(x) € N,Vt € R} C int(N).

Definicién 3.2.2. Un conjunto invariante S es un conjunto invariante
aislante si S = Inv(lV, ) paradalguna vecindad aislante N.

Ahora definiremos el Indice’ de Conley asignado a S, para ello
consideremos algunas definiciones.

Definicién 3.2.3. Sea S ufreonjunto inyariante aislado. Un par de conjuntos
compactos (N, L) donde L C N ¢s llamado un buen par para S si:

1. S =Inv(N\L) y N\L es una veeindad de S.

2. L es positivamente invariante ‘en N, lo cual quiere decir que dado z € L
y ¢(]0,t],2) C N, entonces ¢([0§t],2) C Le

3. L es un conjunto de salida: dado x € N y t; 3 Oytal que ¢(t1,z) ¢ N,
entonces existe ty € [0, ;] para el cual ¢([0, ], %) & N y ¢(to,z) € L.

En la mayoria de los casos, la vecindad aislante "V se puede tomar
como la vecindad mé&s natural (compacta) del conjunto imvariante y para
el subconjunto L C N se suele considerar el conjunto de salida usual que
estd sobre la frontera de N. (Ver figura 3.2).
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/L N
ty
/

0

N

Figura @'Conjuntos N y L usuales

)

Teorema 3.2.4. Sea S un co@to invariante aislado, entonces existe un
buen par.

dlra qu dice de Conley estd bien definido.

(N

El siguiente teorema

Teorema 3.2.5. Sea (N, buenos pares para un conjunto

invariante aislado S. Entonce L, [ ! / L' [L]

‘
Definicién 3.2.6. El indice onl@ndc S,¢) de un conjunto
invariante S bajo el flujo ¢; es el e ho 0 pla del espacio punteado

(N/L, [L]).

En general, trabajar con el tipo de homotopla de n espacio es complicado
y por ello es mejor analizar su grupo de homologia} siempre que esta esté
definida o tenga sentido y es lo que se conoce como la ologia de Conley
y que es definida como sigue:

CH.(S) :== H.(N/L, [L)). %

Ejemplo 3.2.7. La figura 3.3 muestra un ejemplo del indice de Conley. En
este caso, un disco que tiene como centro un punto de equilibrio s tomado
como N y el conjunto de salida L consiste de dos arcos. Si los dos drees son

identificados en un punto, obtenemos un espacio el cual es homotépicamente
equivalente a un circulo. El indice de Conley en este caso donde tenem®
punto silla, es el tipo de homotopia del circulo. Por lo tanto, m

I?’de(s, ¢) = 7. O
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N/L

Figura 3.3: fhdice de Conley de un punto silla

En lo que sigue, daremos®algunas propiedadades que satisface el indice
de Conley, las cuales codificames'en una proposicion y dos teoremas, cuyos
resultados engloban lo que en la\literatura se conoce como el Teorema de
Conley. Aqui lo separamos para una_mejora en la comprension.

Consideremos una familiasde sistemias dinamicos

QOAIRXX—)X.
Ae1, 1

Proposicién 3.2.8. Sea N una vecindad aislamtéypara el flujo ¢y. Entonces,
para un 0 > 0 suficientemente pequeno, N es#uma, vecindad aislante para
todo ¢y, |A] < 4.

Definicién 3.2.9. Sea N C X un conjunto compacto. S¢a Sy = Inv (N; p,).
Decimos que dos conjuntos invariantes aislados Sy, y Sy,cestén relacionados
por continuidad si N es una vecindad aislante para todo ¢y, A € [Ag, A1].

Teorema 3.2.10. (Propiedad de continuidad)
Sea Sy, y S\, conjuntos invariantes aislantes que estan relacionados por
continuidad, entonces

CH.(Sy,) = CH.(Sy,).

A continuacién veremos el ejemplo mas sencillo del calculo de la homoloegia
de Conley

Ejemplo 3.2.11. Sea N una vecindad aislante tal que Inv(N) = ) y sea
S = (). Entonces S es un conjunto invariante aislante y se tiene que
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L )

/ﬁ CH,(S) = CH,(inv(N)) = CH,(0) = 0.
La cont@zsitiva de este ejemplo, nos da como resultado el siguiente teorema.

Teorema 3.2:12. (Propiedad de Wazewski)
Sea N u ecindad aislada y suponga que C'H,(InvN) # 0. Entonces,
Inv N # 0.

Demostracion. S amos que Inv(N) = (), el ejemplo anterior implica que
CH.(S)=0,1o cué@na contradiccién. O

<

Q
N



Capitulo 4
Indice’de Conley y aplicaciones

En este capitulo sepmuestran algunos teoremas que ayudaran a
comprender como nos es dé.utilidad el indice de Conley.

4.1. Indice de Conley y descomposiciéon de
Morse

Recordando un poco el capitulo 1 séccién 4, vamos a considerar el flujo
gradiente de una funcién de Merse con uns#punto critico no degenerado de
indice k.

f(x)=—z% — o =N w1t ot
x = Bx,

El conjunto N es una vecindad esférica del puntosingular y el conjunto
de salida L esta sobre la frontera de la bola de dimensién n — k, N es el
producto directo de la esfera de dimension £ — 1 y el*disco de dimension
n—=k

Entonces, en estos casos se tiene:

N = B* x B"F,
L = 8k1x prk

Ejemplo 4.1.1. Cuandon =2y k = 1, tenemos
N =B'xB'y L =8°xB*! (Ver figura 4.1).

42
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L

L

Figura 4.1: Ejemplo de los conjuntos N y L

Teorema 4.1.2. El indice de Conley de un punto singular del flujo gradiente
de una funcion de Morse’dé indice k es del tipo de homotopia de la esfera de
dimension k( Ver figura 4+2)-

F N

1 AN

Figura 4.2: Ejemplo de indicede~Conley

4.2. Indice de Conley Y% Sistemas
Hamiltonianos

En esta seccién se trabajara con sistemas Hamiltonianos cen, el objetivo
de probar la existencia de nuevos puntos de equilibrio, para le cual, se hara
uso del indice de Conley.

El siguiente teorema veremos que si el indice de Morse cambia, entonces’en
una pequena vecindad arbitraria de una familia de puntos singulares entonces
debe existir otros puntos singulares.

Teorema 4.2.1. Sea H sistema cuyo Hamiltoniano H(z,«) es una funcion
suave sobre R™ que depende de un parametro o € [—1,1] y sea 25 € R" un
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punto de equilibrio aislado no degenerado de H(z,a) para cada « tal que
su indice-de Morse cambia cuando « pasa por 0. Entonces en una pequena
vecindad.arbitraria de x( existe otro punto de equilibrio para algunos valores
de a.

Probaremes el teorema anterior en partes, lo primero que haremos sera
probar el siguiente lema

Lema 4.2.2. Sea ‘H{(®, a) una funcién suave que depende de o € [—1,1] y
sea zo un punto singdlar aislado de H(z,«a), Va € [—1,1]. Entonces existe
una vecindad aislante N.de x( tal que N es aislante para el flujo gradiente
de H(z,1) y también pata el flujo gradiente de H(z, —1).

Demostracion. Dado que zgress aislado, Yo € [—1,1] existe una vecindad
U_1 = B(xp,e_1) alrededor ‘deesp v existe una vecindad Uy = B(zg,€1)
alrededor de xg, tales que U_; ne‘Contiene otros puntos criticos de H(z, —1)
y Uy no contiene otros puntos, criticos de H(z, 1) mas que el punto critico x.

Consideremos ¢ = mifl fe_;,¢;} O

La siguiente demostraciénses)del teoréma 4.2.1.

Demostracion. Ahora, por hipotesis, los mdices.de Morse y por lo tanto los
indices de Conley son diferentes parana = 1 y o = —1. Como el indice de
Conley se mantiene invariante bajo=deformaciongs continuas del flujo (Ver
proposicién 3.2.10), pero esta situacion.es sélo posible cuando para un valor
de a la vecindad U, deja de ser aislante:

Asi que, ya sea que la frontera de esta vecindad exista un punto singular
del flujo gradiente (lo cual prueba el teorema) o existe una trayectoria ()
que pasa a través de algun punto singular de U, el cual*esta completamente
contenido en esta vecindad. Sea x4 los puntos limite de latrayectoria ~(t)
cuando t — F00. Ya que tratamos con un flujo gradiente, losspuntos z y x_
son diferentes y singulares de la funcién H. Asi, dentro de la veeindad existen
al menos dos puntos singuares distintos, teniendo asi el teorema establece. [

Ejemplo 4.2.3. Tenemos el siguiente ejemplo

H(z,y,a) =2t — az? +9?

En el ejemplo 1.4.12 se calculd el indice de Morse de H(x,y,a) = z*+

ax? + y* alrededor de (0,0) con valores de a@ € [—1,1] y se concluyd que
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cuafidg’a pasa alrededor de 0 el indice del punto singular (0,0) cambia de 0
a 1. Enitonces se tienen las hipdtesis de teorema 4.2.1.

Cuand6 o = 0 tenemos un tnico punto singular es zo(a) = (0,0) que es
un punto‘singuar aislado sin importar el valor del parametro, pero cuando
a > 0 tenemas dos puntos singulares los cuales son z1(a) = (0, /%), z2(a) =
(— \/g ). Por logue podemos observar que si el indice cambia, entonces en una
pequena vecindad.arbitraria de xy(a) debe existir otros puntos singulares, lo
cual verifica el teovema 4.2.1.

4.3. Aplicacienes a la dinamica continua

El siguiente ejemplo muestra un conjunto invariante aislado que son los
puntos fijos hiperbdlicos, a tal€onjunto se le calculara la homologia de Conley.

Teorema 4.3.1. Sea S un puntofijo hiperbdlico con una variedad inestable
de dimensién n,, entonces

Z, si k =n,
CHi(S) &

0, si Pens@tro caso.

Demostracion. Consideremos la siguiehte ecua€ion diferencial ordinaria, para
la cual S es un punto fijo hiperbolico

T = f(z), x € R™

Luego, usando el teorema de Hartman-Grobman, tenemos que el flujo en una
vecindad de S es topoldgicamente equivalente al flujo’ emmuna vecindad del
origen de

y=Df(S)y, (4.1)
donde la dimensiéon de la variedad inestable en S es n, y la dimensién de la
variedad estable es ng, por lo tanto n, + n, = n.

Por esta razon es suficiente hacer el calculo de la homologia de Gonley en
el origen en el sistema lineal. Reescribimos el sistema (4.1) como

21 A 0 21
2'2 0 B Z9
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Donde/A es una matriz de ny, X ng en la cual la parte real de todos sus
eigenvalores son menores que cero y B es de n, X n, en la cual la parte real
de los eigenyalores son mas grandes que cero.

Una vécindad aislante en el origen estd dada por N = [—1,1]" x [—1, 1]™
y el conjunte’de salida por L = [—1,1]" x 9([—1, 1]™).

Homotépicammente el primer factor [—1,1]™ en estos productos es trivial
y no juega ningén-papel, por lo tanto, por contracciéon de L a un punto,
obtenemos un espac¢io.homotépico a la esfera de dimensién n,,.

Es decir, H,, ([-=L A" x [—1,1]™, [-1,1]" x 9([-1,1]™)) = Z. m

Ejemplo 4.3.2. Consideremos el siguiente sistema

x ="y
y = cy¥(1—2%), ceR (4.2)

Para este sistema existen d0s puntos de_equilibrio los cuales son (£1,0).
Linealizando el sistema‘ténemos que

07 41
oo | 2]

—2x ¢

Los eigenvalores de la matriz anterior estd dados por

c+Ve? —8x
2

Por lo que (£1,0) son puntos de equilibrio hiperbdlicos.
Analizando el punto de equilibrio (—1,0), cuyos valores propios son A =
ctVe2+8

2
negativa y uno con parte real positiva entonces es un punto.silla y por lo

tanto

)\:

, para ¢ > 0 tenemos que existe un eigenvalor.€on parte real

dim W(“_LO) <1

ey ctve2 -8
Para el segundo punto de equilibrio (1,0), tenemos A = — i

los eigenvalores y para ¢ € (0,24/2) las partes reales de estos eigenvalores son
positivas y concluimos que
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.
7 ﬁ dim W ) =2
Con@io el nimero de eigenvalores con parte real positiva podemos
checar q ra ¢ > 0 y por el teorema 4.3.1
A

Z, si k=1
Ceti(-1.0) = |
Q 0, si en otro caso.
' 0

CH,&@

Z, si k=2
0

I
—N

, sl en otro caso.



Conclusiones

En este trabajo se desarrollé un invariante topolégico conocido como el
indice de Conley, el cual se.€omporta bien bajo perturbaciones de un sistema
o flujo.

Ademas se us6 dicho indice® para garantizar la existencia de regiones
invariantes de puntos de equilibrio en sistemas Hamiltonianos, y asi
garantizar la apariciéon bajo perturbacién de nuevos puntos de equilibrio en
un sistema dindmico Hamiltoniano, a tavés del indice de Morse.

Por otra parte, describimos cémo usar homologia ctibica para garantizar
la existencia de soluciones contenidas énsConjuntos invariantes.
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