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Resumen

Estudiamos el comportamiento de un electrón sometido a un campo magnético
uniforme bajo la ecuación de Schrödinger-Pauli y la ecuación de Dirac. Los estados
propios y las energı́as en ambos casos son distintos, para el caso no relativista la
energı́a solo existe para el caso de energı́a positiva, mientras que para el caso relati-
vista existen dos tipos de energı́a, energı́a positiva y energı́a negativa. Consideramos
el transporte de un electrón en presencia de un campo magnético y ortogonal a su
plano, donde los estados propios y las energı́as propias del electrón se encuentran
para el movimiento, en el que se rota a partir del operador de rotación espı́n 1

2 . Se
muestra la posibilidad de diseñar corrientes controlando el momento angular orbital
a través de transportar el electrón en la ecuación relativista. Las corrientes son de in-
terés por la información que proporciona los números cuánticos en especial el número
cuántico de espı́n s y el número cuántico de orientación m, que invierten la dirección
del movimiento pasando de componentes pequeñas a componentes grandes. La teorı́a
incluye la estructura del modelo espı́n y su interacción con el campo magnético a par-
tir del cual se encuentran las soluciones al problema en términos radiales y luego se
identifica cómo cambian sus direcciones con respecto a la energı́a y funciones de pro-
babilidades. Los resultados se obtienen para la situación en el que modelo se prepara
inicialmente en un estado φ y se caracteriza con las diferentes dinámicas, ası́ como
también en las funciones termodinámicas en la que participa la función de partición
en términos del resultado no relativista.
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1

Capı́tulo 1

Introducción

La mecánica cuántica no relativista y la mecánica cuántica relativista pueden ser
revisadas en diferentes textos. Cada una de las matemáticas es diferente a su con-
traparte y fı́sicamente tienen resultados distintos con respecto a la cuantización de la
energı́a para el sistema no relativista [1]. En esta tesis, tratamos con un electrón some-
tido a un campo magnético uniforme, en donde se encuentran soluciones analı́ticas,
de acuerdo a las cantidades conservadas del oscilador armónico 2D. La ecuación de
Schrödinger-Pauli se resuelve exactamente para sus espectros de energı́a y funciones
de onda y se estudian las diferentes soluciones a partir de rotar el espı́n e introducir-
lo en la ecuación no relativista, es natural que los efectos para una partı́cula cargada
bajo esta acción puedan volverse importante, en especial para los diferentes espectros.
Aunque solo exista para condiciones en el que se obligue al electrón a conservar el
momento angular total [2]. El objetivo del presente trabajo también es aplicarlo a la
ecuación de Dirac e igual obtener los valores propios de la energı́a y las funciones de
onda y conocer cómo es el transportar el electrón en diferentes valores de φ, discu-
tiendo algunos casos especiales como son las estructuras de corrientes.

Esta solución se muestra detalladamente cuando se rota el electrón para cada uno
de los valores φ y cada uno de ellos permite la posibilidad de concebir resultados dife-
rentes, en el que el momento angular en el eje x y en el eje z, hacen posible el estudio
en cada fracción de movimiento a partir de sus valores propios. El problema ha sido
exitosamente resuelto por lo que el caso acoplado propone la estructura de sistemas
fuera de lo común con respecto al intercambio de direcciones, que corresponde a los
grados de libertad espaciales en su forma radial. Por otro lado, el sistema de inter-
cambio de direcciones es por si mismo interesante y ha atraı́do considerablemente la
atención en la electrodinámica cuántica. Teóricamente, diferentes modelos con respec-
to a los estados del electrón han sido explorados [3, 4, 5]. Aquı́ se muestra cómo se
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

puede definir y resolver el movimiento intrı́nseco para cada punto φ y modelarlos a
las ecuaciones de movimiento, lo cual mantiene la solubilidad en su forma radial. Es-
pecı́ficamente al considerar efectos no relativista como relativista , en el que cada uno
de ellos se diferencia; número uno por un movimiento interno del electrón y número
dos por el movimiento entorno a sus estados orbitales y sus efectos fraccionarios, re-
sultados de la rotación.

Se muestra, entonces que el número de rotaciones es una cantidad conservada en
el momento angular total del eje z. Usando como base este operador de rotación, el
hamiltoniano es diferente al que se escribe originalmente antes de introducir las canti-
dades del movimiento intrı́nseco para cada punto φ. Cabe señalar que ambos modelos
son interesantes debido a su resolución total con respecto a sus espectros de energı́a,
en el que para casos relativista los diferentes puntos de φ son intercambiables en las
componentes de normalización [6, 7]. Estos utilizan los resultados en su forma radial
con respecto a la ecuación diferencial del polinomio de Laguerre, que resulta en un
modo en el cual cumple con el número de estados posibles del electrón, esto se res-
tringe a las probabilidades y valores medios en el que puede ser encontrado. Además,
se muestra que nuestra modelo resulta ser un ejemplo claro de que para estudiar el
movimiento interno desde la perspectiva del número cuántico del espı́n, es necesario
entender esta combinación de resultados con la ecuación de movimiento, pues es un
recurso necesario y fundamental para obtener la información en proporciones de pro-
babilidades y energı́as propias.

La relación entre el operador de rotación y la ecuación de movimiento relativista
nos da al acceso más simple para abordar el problema y conocer cómo es el intercam-
bio de direcciones que tienen que ver con la aparición de la antipartı́cula. Se estudia
el transporte del electrón usando la teorı́a de Schrödinger-Pauli y la teorı́a de Dirac
cuando el electrón es sometido en un campo magnético uniforme [8]. Al analizar las
soluciones analı́ticas exactas se encuentran que para cada punto en el transporte del
electrón hay distintos espectros de energı́as, tanto de los casos relativista como no re-
lativista, que se observa con mayor detalle en los capı́tulos 8, 9 y 10.

La tesis esta organizada de la siguiente manera; en el capı́tulo 2 se da una descrip-
ción mecánico cuántico de la ecuación de Schrödinger-Pauli y cómo interacciona con
el espı́n Hamiltoniano utilizando coordenadas cilı́ndricas en donde se encuentra la
solución para el espectro de energı́a, al igual que su función de onda. En el capı́tulo 3
se explica el modelo del experimento de Stern-Gerlach para la interacción en la suma
de ambos momentos angulares. Se revisan los casos de los valores promedios de la
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 3

variable radial con el estado fundamental, se explica también la suma de momentos
angulares a través de la suma de ambos números cuánticos, y se muestra después la
evaluación del momento magnético del momento angular orbital de la energı́a cinética
[9]. En el capı́tulo 4, se estudia el efecto Zeeman de una manera que simplifica y cla-
rifica lo resultados introducidas en el capı́tulo 2, obteniendo el desplazamiento radial
no nulo, para cada uno de los valores en lo que puede ser construida la función de
onda en lo que impone velocidades fı́sicas en los lı́mites de la velocidad cuántica [10].

En el capı́tulo 5, se presenta el modelo de la ecuación de Dira-Pauli, en el que se
desprenden resultados de energı́as relativistas y funciones de onda que infieren con
el electrón en las medidas de los estados de energı́a positiva y negativa. En el capı́tulo
6, se evalúa la ecuación de Dirac, en la conservación del momento angular total , en
el que solo conmuta con la componente z. En el capı́tulo 7, se estudia el transporte
de un electrón en una trayectoria cerrada a través de su solución en su representación
radial y sus niveles de energı́a en cada uno de estos estados. De este modo, se obtie-
nen las direcciones del electrón en el sentido contrario a las manecillas del reloj y en
el sentido a las manecillas del reloj, a través de las densidades de probabilidad en el
conjunto de los espinores en términos del indice radial. Al determinar cada uno de
sus valores también se presentan algunas distribuciones del momento angular orbital
en el espinor de la ecuación de Dirac-Pauli, en la que no se preservan los valores del
momento angular en promedio de r2.

En el capı́tulo 8, se discuten cómo se obtienen los diferentes espectros de energı́a
con diferentes valores de φ, tanto de la ecuación radial, como de la misma en los
valores medios y estados propios del electrón relativista y se presentan los resultados
de estructura de corriente, ası́ como su desarrollo en el espectro de energı́a y funciones
de onda en la norma de Landau. En el capı́tulo 9, se plantea el caso no relativista y
el caso relativista, en el que se estudia el transporte completo del electrón a partir
del valor propio del espı́n, en el que se encuentra organizado por el operador de
rotación, además, se obtienen cada valor del espinor de Cartan ζ que actúa sobre un
valor complejo que lo convierte en su conjugado invirtiendo la dirección del electrón a
través del número cuántico m. En el capı́tulo 10, se estudia la analogı́a con la paradoja
del gato de Schrödinger para un gato relativista, estudiándolo a partir del método
propuesto, todo a partir de las velocidades de los electrones y el tiempo mı́nimo, en
el que el transporte se hace en los distintos desplazamientos radiales de cada valor φ.
Finalmente, en el capı́tulo 11 se presentan los resultados y discusiones a través de las
diferentes aplicaciones, con el fin de obtener una idea clara de los resultados, además,
de proporcionar la entropı́a a partir de la función de partición, que aparece a partir de

3
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4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

la solución de la ecuación de Schrödinger-Pauli, en donde se usa el espectro de energı́a
incluyendo el número cuántico magnético m con orientaciones m > 0 y m < 0, lo cual
revela una reorganización interna de la corriente azimutal en el momento angular
orbital. De igual forma se presentan las conclusiones, ası́ como también los apéndices
para el desarrollo matemático.

4
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5

Capı́tulo 2

Ecuación de Schrödinger-Pauli

2.1. Descripción mecánico cuántico

En 1927 Wolfgang Pauli desarrolló un modelo cuántico para la inclusión del ope-
rador espı́n en la ecuación de Schrödinger [11]. El concepto del operador de espı́n
introducido por Wolfgang Pauli, es estudiado en diferentes áreas en donde los bene-
ficios no solo se observan teóricamente sino que también experimentalmente [12, 13].
Por otra parte, el incluir el espı́n en la ecuación de Schrödinger permite conocer el
comportamiento del electrón con cualquier campo magnético externo y por lo tanto
obtener una descripción detallada de su estructura , cuya forma radica en los dos
posibles valores de los tres componentes angulares del espı́n, los efectos asociados
resultan en niveles de Landau, efecto Hall cuántico y otros efectos agregados con el
campo magnético. La convención de escribir ~S = (Sx, Sy, Sz) para cada una de las di-
recciones del espı́n se relaciona con las direcciones de los valores propios en los que
la energı́a se separa en dos direcciones, ası́ pues, su forma se puede aplicar a describir
un sistema bidimensional [14].

Por otro lado, las representaciones del espı́n y del momento angular orbital actúan
sobre espacios diferentes, por lo que resulta conveniente la introducción de un mode-
lo circular cuántico que describa la variedad de estados, cuyos operadores de espı́n
sean la acción de superposiciones en las direcciones del eje de la rotación, que poda-
mos reescribir como el vector de estado del oscilador de Schrödinger-Pauli. Desde la
perspectiva de la mecánica cuántica el Hamiltoniano de una partı́cula sometida en un
campo magnético se expresa

Ĥ =
1

2m0
(~P− e

c
~A)2 + φ(~r). (2.1)
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6 CAPÍTULO 2. Ecuación de Schrödinger-Pauli

Esto indica la forma mas simple de acoplar el campo eléctrico al movimiento de la
partı́cula, cuyo momento canónico es la suma cinética y el término e

c
~A, determinado

por el vector potencial ~A. Con esta representación (2.1), se pueden estudiar una va-
riedad de efectos que es útil para la dinámica de una partı́cula cargada sin espı́n en
un campo magnético. Cuya forma en (2,1) contiene la información de la dinámica del
electrón en su hamiltoniano, donde m0 es la masa del electrón y φ(r) es el potencial
escalar. Entonces, la dinámica cuántica de una partı́cula de espı́n 1/2 en un campo
magnético escrita de la forma:

Ĥ =
1

2m0

[
~σ · (~P− e

c
~A)
]2

+ φ(~r), (2.2)

actúa sobre el vector de estado total del oscilador no relativista y se denota como las
direcciones entre los acoplamientos de los dos valores del espı́n 1/2 del vector de
las matrices de Pauli, escrita en la forma ~σ. En este sentido, el objetivo principal es
determinar los niveles de energı́a y la función de onda de la ecuación (2.2), por lo
tanto, se implementan los desarrollos matemáticos pertinentes que se extenderán a los
capı́tulos 8, 9 y 10, para casos relativistas.

2.2. Interacción espı́n Hamiltoniano

En esta sección se describe la conexión que existe entre el oscilador de Schrödinger-
Pauli y el momento magnético intrı́nseco, el cual, es muy conocido en el acoplamiento
para las energı́as de dos niveles de interacción. En particular, se le atribuye un mo-
mento magnético propio; por consideraciones de simetrı́a [15], esto quiere decir que
el incorporar el espı́n a la teorı́a de Schrödinger comprueba que el hamiltoniano da
lugar a un termino de interacción con el propio momento angular orbital. En prime-
ra instancia considere la interacción del momento magnético ~µ que se conecta con el
momento angular inherente, llamado espı́n

~µ = − e
m0

~S · ~B. (2.3)

Donde ~S es el operador vectorial del espı́n y B es el campo magnético. Ignorando
la fuerza externa y considerando la orientación del campo magnético en la dirección
del eje z, se escribe el hamiltoniano Ĥ como la descripción de un electrón en reposo
en un campo magnético externo B0

Ĥ =
eh̄B0

2m0c

(
1 0
0 −1

)
, (2.4)

6
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CAPÍTULO 2. 2.3. FORMULACIÓN DE SCHRÖDINGER-PAULI 7

cuyos niveles de energı́a resultan ser E = ± h̄ω
2 , donde ω = eB0

m0c es la frecuencia de
precesión del dipolo magnético, h̄ la constante de Planck y c la velocidad de la luz
[35]. Usando el Hamiltoniano de Schrödinger-Pauli

Ĥx,y = − h̄2

2m0

(
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2

)
+

1
2

m0ω2(x2 + y2), (2.5)

uno puede apreciar la conexión entre la frecuencia de precesión y la frecuencia del
oscilador armónico bidimensional cuando el vector potencial, es el vector potencial
de la norma de Landau. De esta comparación, podemos concluir que el Hamiltoniano
es exactamente el mismo que el del oscilador armónico 2D y que el término de in-
teracción ~µ establece una nueva forma para el movimiento que describe la curvatura
del potencial parabólico. Por lo tanto, se pueden establecer soluciones y observar que
ambos osciladores oscilan en direcciones perpendiculares entre si, que se reducen a
un movimiento circular, estableciendo que los valores propios son de la forma cuyos
números cuánticos n1 y n2 asumen valores 0, 1, 2, 3, ...

2.3. Formulación de Schrödinger-Pauli

En esta sección considere la simetrı́a bidimensional, en el que se destaca la im-
portancia de su estructura para el estudio del transporte del electrón, a partir de la
ecuación de Pauli, tomando en cuenta el desarrollo matemático. A diferencia del caso
anterior, el problema está representado en la forma en el que el resultado conserva
la solución para el momento angular orbital y el hamiltoniano, ambos condicionan
la forma de un oscilador armónico con un potencial de confinamiento parabólico. En
primera instancia, considere al electrón colocado en un campo magnético uniforme
~B = B0k̂. Considerando que ~B = ~∇× ~A, siendo ~A el potencial vectorial magnético.
Una forma de elegir ~A es de la forma siguiente:

~A =
B0

2
(−yî + xĵ), (2.6)

al usar la ecuación de Schrödinger

ĤΨ = ih̄
∂Ψ
∂t

, (2.7)

y el Hamiltoniano

Ĥ =
1

2m0

[
~σ · (P̂− e

c
~A)
]2

+ φ(r), (2.8)
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8 CAPÍTULO 2. Ecuación de Schrödinger-Pauli

junto con un espinor de dos componentes, la energı́a se divide en dos casos, uno en el
que su dirección y valor están condicionados a las direcciones con respecto al campo
magnético y otro en el que su valor es contraria con respecto al campo magnético

Ψ =

(
ψ+

ψ−

)
. (2.9)

El Hamiltoniano toma en cuenta las matrices de Pauli y el hecho de que φ(r) = 0;
su desarrollo se escribe en términos del espı́n semientero y el campo magnético[

~σ · (P̂− e
c
~A)
]2

=
[
(P̂− e

c
~A)
]2
− eh̄

c
(~σ · ~B). (2.10)

Para escribir la ecuación de Schrödinger-Pauli se usa la ecuación (2.10). La ecuación
tiene la forma:

ĤΨ =

[
~σ · (P̂− e

c
~A)
]2

Ψ

2m0
, (2.11)

a partir del desarrollo (2.10), se tiene que el término cuadrático en interacción con el
grado de libertad intrı́nseco se escribe en la forma siguiente:[

~σ · (P̂− e
c
~A)
]2

Ψ =
[
(P̂− e

c
~A)
]2

Ψ− eh̄
c
(~σ · ~B)Ψ, (2.12)

de acuerdo al apéndice A, el primer término tiene el siguiente resultado:

(P̂− e
c
~A)2Ψ = (P̂− e

c
~A) · (P̂− e

c
~A)Ψ = −h̄2∇2Ψ + 2ih̄

e
c
~A · ∇Ψ +

e2

c2 A2Ψ, (2.13)

observando que el resultado del producto punto, es el vector potencial magnético que
determina el momento angular orbital en la dirección del eje z

~A · ~∇ =
B0

2
(−yî + xĵ) · ( ∂

∂x
î +

∂

∂y
ĵ +

∂

∂z
k̂) =

B0

2
(−y

∂

∂x
+ x

∂

∂y
), (2.14)

sustituyendo la ecuación (2.14) en la ecuación (2.13), se obtiene:

(P̂− e
c
~A)2Ψ = −h̄2∇2Ψ− eB0

c
LzΨ +

e2

c2 A2Ψ. (2.15)

De acuerdo al cuadrado del vector potencial magnético y a la dirección en la direc-
ción del eje z, se escribe en términos del movimiento perpendicular del movimiento
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CAPÍTULO 2. 2.4. SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER-PAULI
PARA EL ESPECTRO DE ENERGÍA 9

oscilatorio provocado por la partı́cula y el campo magnético. Por lo tanto, el hamilto-
niano que se obtiene, tiene la forma:

Ĥ = − h̄2

2m0
∇2 − e

2m0c
B0 L̂z +

e2

2m0c2
B2

0
4
(x2 + y2)− e

m0c
ŜzB0, (2.16)

en coordenadas cilı́ndricas, el Hamiltoniano adopta la forma siguiente:

Ĥ = − h̄2

2m0

[
1
r

∂

∂r
(r

∂

∂r
) +

1
r2

∂2

∂θ2 +
∂2

∂z2

]
− eB0

2m0c

[
−ih̄

∂

∂θ
+ 2Ŝz

]
+

e2B2

8m0c2 r2. (2.17)

Entonces la ecuación de Schrödinger-Pauli a resolver en esta simetrı́a, es de la
siguiente manera:

− h̄2

2m0

[
1
r

∂

∂r
(r

∂

∂r
) +

1
r2

∂2

∂θ2 +
∂2

∂z2

]
Ψ±−

eB0

2m0c

[
−ih̄

∂

∂θ
± h̄
]

Ψ±+
e2B2

8m0c2 r2Ψ± = E±Ψ±.

(2.18)

2.4. Solución de la ecuación de Schrödinger-Pauli para el
Espectro de energı́a

Se observa que la partı́cula se mueve libremente en la dirección z, por lo que su

energı́a es Ez = h̄2k2
z

2m0
. Usando esto, la ecuación (2.18) se transforma en la solución de

una parte bidimensional y la parte libre en la dirección z. El problema está repre-
sentado en coordenadas cilı́ndricas, ası́ que los niveles de energı́a se separan en una
contribución tanto del número cuántico principal como del número cuántico angular

− h̄2

2m0

[
1
r

∂

∂r
(r

∂

∂r
) +

1
r2

∂2

∂θ2

]
Φ±−

eB0

2m0c

[
−ih̄

∂

∂θ
± h̄
]

Φ±+
e2B2

0
8m0c2 r2Φ± = (E±−Ez)Φ±,

(2.19)
donde Ψ±(r, θ, z) = eikzzΦ±(r, θ) cuya coordenada θ es cı́clica e indica la evolución
azimutal en uno de los números cuánticos, como es el caso del momento angular
orbital

Φ± = eimθρ±(r), (2.20)

sustituyendo la ecuación (2.20) en la ecuación (2.19) se obtiene:
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10 CAPÍTULO 2. Ecuación de Schrödinger-Pauli

1
r

d
dr
(r

d
dr
)ρ±(r)+

[
2m0

h̄2 (E± − Ez) +
eB0

h̄c
(m± 1)

]
ρ±(r)−

e2B2
0

4h̄2c2
r2ρ±(r)−

m2

r2 ρ±(r) = 0.

(2.21)
Se define que

γ
′
± ≡

2m0

h̄2 (E± − Ez) +
eB0

h̄c
(m± 1), (2.22)

y

ν2 ≡
e2B2

0

4h̄2c2
, (2.23)

con estos valores la ecuación radial de movimiento toma la forma:

1
r

d
dr
(r

d
dr
)ρ±(r) + (γ

′
± − ν2r2)ρ±(r)−

m2

r2 ρ±(r) = 0. (2.24)

La ecuación la escribimos en la forma de la ecuación del oscilador armónico bidi-
mensional del apéndice B ,esto es:

1
r

d
dr
(r

d
dr
)gm(r) + (γ− r2)gm(r)−

m2

r2 gm(r) = 0, (2.25)

donde el cambio de variable r →
√

νr permite escribir

1
r

d
dr
(r

d
dr
)gm(r) + (νγ− ν2r2)gm(r)−

m2

r2 gm(r) = 0. (2.26)

Al comparar la ecuación (2.26) con la ecuación (2.25) se observa que se puede
definir lo siguiente:

γ
′
± ≡ νγ, (2.27)

y el valor de k
′

del apéndice C, con k
′
= 1

2(
γ
′
±
2 − ν(m + 1)), resulta ser el término del

indice radial. Esto quiere decir que los resultados del apéndice C se sustituyen en los
valores de γ

′
± y ν

2m0

h̄2 (E± − Ez) +
eB0

h̄c
(m± 1) = | eB0

h̄c
|(|m|+ 2k + 1), (2.28)

por lo que el espectro de energı́a en ambas divisiones permite escribir la energı́a como
la suma de la interacción bidimensional y su relación libre en la dirección z [84],
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CAPÍTULO 2. 2.5. SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER-PAULI
PARA LA FUNCIÓN DE ONDA 11

(E± − Ez) = −
h̄eB0

2m0c
(m± 1) +

h̄
2m0c

|e||B0|(|m|+ 2k + 1). (2.29)

El número cuántico k es el indice radial que describe cada uno de los diferentes
estados del electrón que contiene los valores del número cuántico principal y el núme-
ro cuántico m, donde m, es el resultado del operador L̂z del momento angular en la
dirección z. Si el momento angular puede asumir solo una orientación perpendicular
al movimiento bidimensional, entonces el número cuántico de momento angular ` es
idéntico al valor absoluto del número cuántico |m|, cuya orientación asume una orien-
tación perpendicular a lo largo del eje z [87]. Por lo tanto, cada valores propios de
energı́a Ek,m, es una función del número cuántico radial y del número cuántico angu-
lar , cuya importancia radica en el número cuántico principal n = 2k + |m|. Eso quiere
decir, que de los valores propios de energı́a debe existir números pares representado
por 2k y cuyo resultado pueden representarse como (2.29). Tanto las diferentes orien-
taciones de momentos angulares como las diferentes funciones de onda radiales son
producto de estos números cuánticos, ambos equivalentes al caso del valor propio en
coordenadas cartesianas, pero que se originan a partir de diferentes condiciones en el
formalismo de Schrödinger. Entonces, la forma del número cuántico principal se escri-
be en la manera en el que enumera todas las posibles energı́as y cada nivel de electrón
individual puede ser ocupado por dos electrones, de acuerdo al desdoblamiento de
los espectros en el número cuántico de espı́n, que se reduce a los diferentes niveles de
energı́a asociado a las diferentes funciones propias [27].

2.5. Solución de la ecuación de Schrödinger-Pauli para la
función de onda

La ecuación que se obtiene del apéndice C de la ecuación de Schrödinger-Pauli es

xy
′′
± + (m + 1− νx)y

′
± + k

′
y± = 0. (2.30)

Al realizar el cambio de variable x = u√
ν2 , las derivadas a sustituir son:

dy±
dx

=
√

ν2 dy±
du

,
d2y±
dx2 = ν2 d2y±

du2 , (2.31)

por lo que, al sustituir el cambio de variable y las derivadas correspondientes, se
obtiene la forma de la nueva ecuación diferencial:
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12 CAPÍTULO 2. Ecuación de Schrödinger-Pauli

u
d2y±
du2 + (m + 1− u)

dy±
du

+
k
′

ν
y± = 0. (2.32)

Definiendo

Γ ≡ k
′

ν
. (2.33)

Por lo cual, la ecuación (2.32) se reescribe en la forma de la ecuación diferencial del
polinomio de Laguerre [16]

uy
′′
± + (m + 1− u)y

′
± + Γy± = 0, (2.34)

con m = 0 la solución satisface la ecuación diferencial, para el cual, el ı́ndice de suma
en términos de sus derivadas es

uy
′′
± + (1− u)y

′
± + Γy± = 0. (2.35)

Para obtener la ecuación (2.34), se deriva la ecuación (2.35) de forma sucesiva, de
esta forma la derivada es

uy(3)± + y(2)± + (1− u)y(2)± − y(1)± + y(1)± = 0⇒ uy(3)± + (2− u)y(2)± + (Γ− 1)y(1)± = 0,
(2.36)

derivando nuevamente

uy(4)± + y(3)± + (2− u)y(3)± − y2
±+ (Γ− 1)y2

± = 0⇒ uy(4)± + (3− u)y(3)± + (Γ− 2)y(2)± = 0,
(2.37)

entonces al derivar m veces

uy(m+2)
± + (m + 1− u)y(m+1)

± + (Γ−m)ym
± = 0. (2.38)

Para obtener la ecuación original basta con hacer el intercambio de indices Γ →
Γ + m,

uy(m+2)
± + (m + 1− u)y(m+1)

± + Γym
± = 0. (2.39)

Por lo tanto, la solución es:

y±(u) = Lm
Γ+m(u) =

dm

dum LΓ+m(u). (2.40)
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La solución radial de la ecuación de Schrödinger-Pauli de acuerdo a la ecuación
(C.24) y al cambio de variable tiene la forma:

ρ±(u) = Ae−
1
2 u 1

ν
m
2

u
m
2 Lm

Γ+m(u), (2.41)

donde A es la constante a normalizar. Recordando que

ν =
eB0

2h̄c
. (2.42)

Al aplicar el método de Schrödinger del apéndice D se encuentra la constante de
normalización

A =
√

νm

√
Γ!

[(m + Γ)!]3
, (2.43)

por lo tanto

ρ±(u) =
√

νm

√
Γ!

[(m + Γ)!]3
e−

1
2 u 1

ν
m
2

u
m
2 Lm

Γ+m(u). (2.44)

Ahora, la función de onda es encontrada por

Ψ±(r, θ, z) = eikzzΦ±(r, θ), (2.45)

donde

Φ±(r, θ) = eimθρ±(r), (2.46)

esto es

Ψ±(r, θ, z) = eikzzeimθρ±(r). (2.47)

Por el cambio de variable x = u√
ν2 , la función de onda que se obtiene es:

Ψ±(u, θ, z) =
1√
2π

√
Γ!

[(m + Γ)!]3
e−

1
2 uu

m
2 eikzzeimθ Lm

Γ+m(u). (2.48)

La función de onda describe el marco de coordenadas cilı́ndricas que ha pasado
del marco de coordenadas cartesianas. Esta función de onda describe la forma de una
simetrı́a bidimensional, donde z es la dirección perpendicular al movimiento.
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14 CAPÍTULO 2. Ecuación de Schrödinger-Pauli

2.6. Función de onda del estado fundamental

Para comprender la dinámica que da lugar a la relación de incertidumbre y la dis-
tribución de probabilidad Gaussiana, seguimos el movimiento del oscilador. El estudio
representa la solución del movimiento en las coordenadas x e y en el formalismo del
movimiento bidimensional. En primera instancia considere la función de onda de la
cual, solo se toma la parte radial

Ψ(u) =

√
Γ!

[(m + Γ)!]3
e−

1
2 uu

m
2 Lm

Γ+m(u). (2.49)

Del cambio de variable u = νr2, se obtiene la conexión con el oscilador armónico
bidimensional a partir de la cantidad ν, que se puede rescribir como mω

h̄ . Del ı́ndice Γ
del Polinomio de Laguerre y de los niveles propios de Landau, los números cuánticos
están etiquetados por (n1, n2) y (k, m). Ambos niveles propios toman la forma:

n1 + n2 + 1 = 2k + |m|+ 1. (2.50)

Obteniendo de ello k =
(

n−|m|
2

)
, y si recordamos la relación Γ = k

′

ν y la descrip-

ción detallada con el caso de la sección 2.4, entonces, Γ =
(

n−|m|
2

)
. En esta situación

elegimos Ψ(u), como Ψ(r) de ambos números cuánticos n y m

Ψn,m(r) =

√√√√√√
(

n−|m|
2

)
![

(|m|+ n−|m|
2 )!

]3 e−
m0ω

2h̄ r2
(√

m0ω

h̄

)m

rmL|m|( n−|m|
2 +|m|

)(νr2). (2.51)

Para n = 0 y m = 0, la función de onda normalizada se expresa como:

Ψ0,0 =
(m0ω

πh̄

) 1
4 e−

m0ω
2h̄ r2

. (2.52)

El hecho de resolver la teorı́a para el movimiento cuántico bidimensional, es con-
ceptualmente atractivo, debido al efecto ocasionado por la formulación de Schrödinger-
Pauli que transforma la solución de Schrödinger en una solución que contiene las
ecuaciones de los movimiento circulares cuánticos

ar = e−iθ
[
−i

∂

∂r
− 1

r
∂

∂θ
+

iB0er
2h̄c

]
, (2.53)
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CAPÍTULO 2. 2.6. FUNCIÓN DE ONDA DEL ESTADO FUNDAMENTAL 15

a†
r = eiθ

[
−i

∂

∂r
+

1
r

∂

∂θ
− iB0er

2h̄c

]
, (2.54)

en la forma de la ecuación diferencial que eventualmente actúa sobre las funciones de
onda asociadas con los estados propios Ĥx,y y L̂z. En particular, los números cuánticos
arrojan diferentes estados electrónicos que conservan la estabilidad de la materia. Por
lo que es necesario, observar que cumplen con el principio de Pauli, que se deriva
de las propiedades de los operadores de espı́n que en representación de cada uno
de los valores propios, el electrón en un campo magnético a lo largo del eje z forma
estados de Landau, cuyos números cuánticos n y m son equivalentes con el cambio
de las coordenadas cartesianas x e y, lo que implica un cambio del número cuántico
n al número cuántico n = 2k + |m|, dentro de las soluciones bidimensionales de un
oscilador armónico, por ello la energı́a Ek,m, se puede representar como:

Ek,m = h̄ω(2k + |m|+ 1), (2.55)

con k = 0, 1, 2, 3, ... y m = 0,±1,±2,±3, ... Siendo k el número cuántico radial que tiene
al número cuántico principal y al número cuántico angular en la forma k = n−|m|

2 . Ası́
pues, para las energı́as posibles de En, se obtiene:

En = h̄ω(n + 1) = h̄ω(n1 + n2 + 1), (2.56)

por lo tanto, cada una de las posibles energı́as de las ecuaciones (2.55) y (2.56) son
equivalentes y describen la variedad de estados cuánticos de un oscilador armónico
bidimensional que es un buen modelo de estudio para diferentes aplicaciones en la
nanoestructuras de los átomos confinados [87]. Por otra parte, enumerar cada uno
de los estados propios permite conocer cada una de las funciones propias, que a su
vez, son soluciones de la función de onda (2.48). En consecuencia, en cada dirección
del movimiento circular cuántico, es posible obtener un conjunto de estructuras de
corrientes que brinden una comprensión del espı́n a una extensión generada por un
flujo de energı́a circulante en el campo de onda del electrón, siendo ası́, solamente
una estructura de su campo de onda. Su importancia radica en la imagen fı́sica del
espı́n como la existencia de este flujo en la densidad de corriente, consecuencia del
movimiento del electrón en la estructura bidimensional [88].
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Capı́tulo 3

Efecto Stern-Gerlach

3.1. El experimento de Stern-Gerlach

El experimento de Stern-Gerlach es importante en la mecánica cuántica debido a
que se obtienen dos dipolos magnéticos bien definidos en la dirección z. El experi-
mento consiste en enviar un haz de átomos de plata neutra a través de un campo
magnético estático no homogéneo que al ser recogido en una pantalla, los átomos de
plata muestra dos patrones de rayas bien definidas, demostrando la cuantificación del
dipolo magnético µz.

Figura 3.1: Experimento de Stern-Gerlach para la medición del espı́n [87]. Un haz
atómico pasa a través de un campo magnético no uniforme y se divide en dos compo-
nentes, demostrando la cuantización del momento angular llamado espı́n.
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18 CAPÍTULO 3. Efecto Stern-Gerlach

Este experimento contrasta con lo esperado en la mecánica clásica, pero el hecho
de que el momento angular de espı́n este cuantizado. Demuestra la existencia de una
nueva naturaleza atribuido al electrón dentro del átomo, en el que el electrón puede
orientarse dentro de un campo magnético Bz paralelo o antiparalelo al campo como
se observa en la figura 3.1. De acuerdo a la teorı́a, el momento magnético de una
partı́cula cargada está relacionada con el momento angular, en el caso del espı́n se
introduce el factor de Lande g que conecta el momento magnético elemental con su
momento angular llamado espı́n. Por otro lado, los resultados se han extendido no
solamente a la solución de esos dos valores bien definidos, sino a la inclusión del
espı́n en la ecuación de Schrödinger como se observa en las secciones siguientes.

3.2. El Hamiltoniano del electrón no relativista

En esta sección se presenta una extensión al oscilador armónico de Schrödinger-
Pauli con la interacción de un campo magnético, modelado como la suma del efecto
Stern-Gerlach que se escribe de la siguiente manera:

Ĥ = − h̄2

2m0

∂2

∂z2 −
h̄2

2m0

(
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2

)
+

e2B2
0

8m0c
(x2 + y2)− eB0

2m0c
(L̂z + 2Ŝz). (3.1)

Los momentos magnéticos del momento angular orbital y del espı́n semientero
forman parte de las funciones propias que dependen del acoplamiento del momento
intrı́nseco, como la parte independiente de toda la ecuación, en este trabajo se usa la
parte radial y angular de la función de onda de la ecuación (2.48) donde a partir del
cambio de variable u = (ηr)2 se obtiene

ξ+n,m(r, θ) = D+nη(ηr)|m|L|m|( n−|m|
2 +|m|

)(η2r2)e−
η2r2

2 eimθ. (3.2)

Considerando que la constante de normalización D+n es obtenida de la ecuación
(2.48) y que η =

√
ν

D+n =

√√√√√√
(

n−|m|
2

)
!

π
[
(|m|+

(
n−|m|

2

)
)!
]3 . (3.3)
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CAPÍTULO 3. 3.2. EL HAMILTONIANO DEL ELECTRÓN NO RELATIVISTA 19

Se estudia el modo de Laguerre-Gaussiano que describe los vórtices de electrones
que son caracterı́sticos del momento angular orbital de la luz en coordenadas cilı́ndri-
cas, para los estados n, m, en el estado fundamental y el estado n = 1 y m = 1

ξ0,0(r, θ) =
η√
π

e−
η2r2

2 , (3.4)

ξ1,1(r, θ) =
η√
π
(ηr)e−

η2r2
2 eiθ, (3.5)

cuyas soluciones cumplen con el oscilador completo de Schrödinger-Pauli. De acuerdo
a la energı́a cinética transversal

T⊥ =
p2

x + p2
y

2m0
+

1
2

m0ω2r2 −ω(L̂z + 2Ŝz). (3.6)

El momento angular orbital L̂z no debe confundirse con el momento angular inva-
riante de la norma de Landau (~r × ~π) = L̂z + m0ωr2 [17]. Es preciso notar que de la
función de onda, se puede obtener el momento hiperbólico, el cual resulta ser el ope-
rador de un momento radial [18]. Este operador genera dilataciones en el momento
lineal para las soluciones en los modos de Laguerre-Gaussianos

P̂H = −ih̄
(

r
∂

∂r
+ 1
)

, (3.7)

cuyo operador aumenta en los valores esperados en función de la propagación del
momento angular. De aquı́ se procede a calcular los valores promedio del estado fun-
damental para cada una de las observables fı́sicas.

valores promedio Estado fundamental ξ0,0

< r2 > 2π
∫ ∞

0 rdr|ξ0,0|2r2 = h̄
m0ω

< T⊥ > <p2
x>

2m0
+

<p2
y>

2m0
+ 1

2 m0ω2 < r2 > −ω(< L̂z > +2 < Ŝz >) = 0

< P̂H > 2π
∫ ∞

0 r η2

π e−
η2r2

2 (−ih̄)
(

r ∂
∂r + 1

)
e−

η2r2
2 = 0

< (~r× ~π) > < Lz > +m0ω < r2 >= h̄

Tabla 3.1: Valores promedio de observables fı́sicas.

El análisis del caso anterior ha permitido construir una generalización de los valo-
res promedios de ξ0,0. La tabla 3.2 muestra cada valor del estado ξ1,1 en el que las 4
cantidades se expresan en términos de los valores propios.
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20 CAPÍTULO 3. Efecto Stern-Gerlach

valores promedio Estado particular ξ1,1

< r2 > 2π
∫ ∞

0 rdr|ξ1,1|2r2 = 2h̄
m0ω

< T⊥ > <p2
x>

2m0
+

<p2
y>

2m0
+ 1

2 m0ω2 < r2 > −ω(< L̂z > +2 < Ŝz >) = h̄ω
2

< P̂H > 2π
∫ ∞

0 r η2

π e−
η2r2

2 (−ih̄)
(

r ∂
∂r + 1

)
e−

η2r2
2 = 0

< (~r× ~π) > < Lz > +m0ω < r2 >= 3h̄

Tabla 3.2: Valores promedio de observables fı́sicas.

Se puede observar que a diferencia de la tabla 3.1, la tabla 3.2 muestra información
del momento angular en la energı́a cinética transversal, a partir del número cuántico
m, del estado superior al estado fundamental. De acuerdo a la función de onda del
Hamiltoniano T⊥, se obtiene como solución la fase φ(z) = ωz

v (2k + |m|+ 1)− ωz
v (m±

1). Cuya solución viene de su aproximación paraxial [19] de la función de onda

ξ+n,m(r, θ) = D+nη(ηr)|m|L|m|( n−|m|
2 +|m|

)(η2r2)e−
η2r2

2 eimθ−iφ, (3.8)

ih̄v
∂χ

∂z
= (T⊥ − ∆E)χ. (3.9)

Siendo v = h̄kz
m0

, la velocidad del electrón a lo largo del eje z y ∆E = E± − Ez.

3.3. Suma de momentos angulares

En esta sección se analiza la dinámica de los momentos angulares en la dirección
de su propagación. Para este propósito calculamos los promedios en sus diferentes
números cuánticos radiales y orbitales usando la condiciones

n = n1 + n2, m = n1 − n2, (3.10)

ası́ calcularemos cada uno de los valores particulares, como también los respectivos
valores en el ı́ndice del polinomio de Laguerre. Por ejemplo de acuerdo al valor(

n− |m|
2

+ |m|
)

, (3.11)

se obtiene la suma de valores en n1 y n2
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CAPÍTULO 3. 3.3. SUMA DE MOMENTOS ANGULARES 21

(
n− |m|

2
+ |m|

)
=

2n1 −m− |m|
2

+ |m|. (3.12)

Ası́ como valores en n2, de acuerdo al número de degeneración(
n− |m|

2
+ |m|

)
=

2n2 + m− |m|
2

+ |m|, (3.13)

n m ξ+n,m(r, θ)

0 -2 ξ0,−2 = η√
2π
(ηr)2e−

η2r2
2 e−2iθ

0 -1 ξ0,−1 = η√
π
(ηr)e−

η2r2
2 e−iθ

0 0 ξ0,0 = η√
π

e−
η2r2

2

0 1 ξ0,1 = η√
2π

[
2− (ηr)2] (ηr)e−

η2r2
2 eiθ

0 2 ξ0,2 = η√
6π
(ηr)2 [3− (ηr)2] e−

η2r2
2 e2iθ

1 -2 ξ1,−2 = η√
6π
(ηr)2 [3− (ηr)2] e−

η2r2
2 e−2iθ

1 -1 ξ1,−1 = η√
π
(ηr)e−

η2r2
2 e−iθ

1 0 ξ1,0 = η√
π

[
1− (ηr)2] e−

η2r2
2

1 1 ξ1,1 = η√
π
(ηr)e−

η2r2
2 eiθ

1 2 ξ1,2 = η√
6π
(ηr)2 [3− (ηr)2] e−

η2r2
2 e2iθ

Tabla 3.3: Funciones propias radiales del electrón en estados particulares.

el valor promedio para el estado ξ0,−2 en < Lz > es el siguiente:

< Lz >= 2π
∫ ∞

0
rξ∗0,−2

(
−ih̄

∂

∂θ
ξ0,−2

)
dr = −2h̄. (3.14)

Con la elección en n = 0 y m = −2, se puede notar que el valor promedio indica
también la dirección. Por lo tanto, la evolución se puede representar como el movi-
miento en sentido a las manecillas del reloj. Los valores vienen caracterizados por cada
una de las direcciones del momento angular orbital [20].
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22 CAPÍTULO 3. Efecto Stern-Gerlach

valores promedio Estados propios del electrónξn,m

< Lz > 2π
∫ ∞

0 rξ∗0,−1

(
−ih̄ ∂

∂θ ξ0,−1

)
dr = −h̄

< Lz > 2π
∫ ∞

0 rξ∗0,0

(
−ih̄ ∂

∂θ ξ0,0

)
dr = 0

< Lz > 2π
∫ ∞

0 rξ∗0,1

(
−ih̄ ∂

∂θ ξ0,1

)
dr = h̄

< Lz > 2π
∫ ∞

0 rξ∗0,2

(
−ih̄ ∂

∂θ ξ0,2

)
dr = 2h̄

< Lz > 2π
∫ ∞

0 rξ∗1,−2

(
−ih̄ ∂

∂θ ξ1,−2

)
dr = −2h̄

< Lz > 2π
∫ ∞

0 rξ∗1,−1

(
−ih̄ ∂

∂θ ξ1,−1

)
dr = −h̄

< Lz > 2π
∫ ∞

0 rξ∗1,0

(
−ih̄ ∂

∂θ ξ1,0

)
dr = 0

< Lz > 2π
∫ ∞

0 rξ∗1,1

(
−ih̄ ∂

∂θ ξ1,1

)
dr = h̄

< Lz > 2π
∫ ∞

0 rξ∗1,2

(
−ih̄ ∂

∂θ ξ1,2

)
dr = 2h̄

Tabla 3.4: momentos orbitales con distribución radial.

Figura 3.2: Densidad de probabilidad en la dirección azimutal del momento angular
orbital [21] .

22

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.



CAPÍTULO 3. 3.4. EVALUACIÓN DEL MOMENTO MAGNÉTICO 23

3.4. Evaluación del momento magnético

La evaluación de los valores promedio para las variables del oscilador se hace
para los diferentes estados con momento angular orbital que da lugar al momento
magnético

Mz = −
e

2m0c
Lz, (3.15)

estableciendo la relación para cada una de sus direcciones. Para ser especifico con la
definición se introduce la tabla con los valores obtenidos

valores promedios Estados propios del electrónξn,m

− e
2m0c < Mz > − e

2m0c 2π
∫ ∞

0 rξ∗0,−1

(
−ih̄ ∂

∂θ ξ0,−1

)
dr = eh̄

2m0c

− e
2m0c < Mz > − e

2m0c 2π
∫ ∞

0 rξ∗0,0

(
−ih̄ ∂

∂θ ξ0,0

)
dr = 0

− e
2m0c < Mz > − e

2m0c 2π
∫ ∞

0 rξ∗0,1

(
−ih̄ ∂

∂θ ξ0,1

)
dr = − eh̄

2m0c

− e
2m0c < Mz > − e

2m0c 2π
∫ ∞

0 rξ∗0,2

(
−ih̄ ∂

∂θ ξ0,2

)
dr = −2 eh̄

2m0c

− e
2m0c < Mz > − e

2m0c 2π
∫ ∞

0 rξ∗1,−2

(
−ih̄ ∂

∂θ ξ1,−2

)
dr = 2 eh̄

2m0c

− e
2m0c < Mz > − e

2m0c 2π
∫ ∞

0 rξ∗1,−1

(
−ih̄ ∂

∂θ ξ1,−1

)
dr = eh̄

2m0c

− e
2m0c < Mz > − e

2m0c 2π
∫ ∞

0 rξ∗1,0

(
−ih̄ ∂

∂θ ξ1,0

)
dr = 0

− e
2m0c < Mz > − e

2m0c 2π
∫ ∞

0 rξ∗1,1

(
−ih̄ ∂

∂θ ξ1,1

)
dr = − eh̄

2m0c

− e
2m0c < Mz > − e

2m0c 2π
∫ ∞

0 rξ∗1,2

(
−ih̄ ∂

∂θ ξ1,2

)
dr = −2 eh̄

2m0c

Tabla 3.5: momentos magnéticos con distribución radial.

Los cálculos de la tabla 3.5 son resultado de las direcciones azimutales del momen-
to angular orbital de la figura 3.2, lo que muestra que es una propiedad esencialmente
fundamental entre el operador cuántico y los espines de los electrones para el movi-
miento rotacional, aunque solo ha sido para el caso orbital, la distinción entre ambos
momentos angulares dependen de la separación matemática.
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24 CAPÍTULO 3. Efecto Stern-Gerlach

3.5. Valores promedio del oscilador armónico a
temperatura finita

Debido a que estamos calculando los valores promedio entre los estados radiales
y angulares, nos enfocamos en estudiar la dinámica en conjunto de sus valores de
energı́a, en la que solo se toma la solución en términos de los niveles de Landau co-
nociendo la función de partición, sujeto a un campo magnético. Ejemplificando las
ventajas de utilizar los resultados anteriores, se infiere la existencia del movimiento
para un oscilador armónico, que permite desarrollar, el marco de movimiento ter-
modinámico para un sistema representativo que posee el valor propio y cuyo estado
dinámico es una mezcla de estados de En,m, cada uno de ellos llenos con una probabi-
lidad proporcional al factor exp(−βEn,m),

En,m = h̄ω(2n + m + 1). (3.16)

El estudio de los sistemas termodinámicos con parámetros fijos (N, V, E) propor-
cionan una información muy valiosa, pero no es muy práctico debido a que la mayorı́a
de los sistemas interaccionan con el entorno, en este sentido, se considera un ensemble
canónico, que es una colección de copias mentales del sistema que son consistente con
el macroestado [89]. En este sentido, se añade un pequeño análisis de la información
que se ha estudiado en las secciones anteriores usando En,m, de la ecuación (3.16).
Aunque el propósito no es extenderse en este tema, sino solo proporcionar la informa-
ción que se obtiene del caso no relativista y de los niveles de energı́a. Entonces, para
cada número de miembros del ensemble se encuentra cada estado j, con energı́a Ej y
para cada distribución, existe la probabilidad de hallar un miembro del ensemble en el
estado j. Por ejemplo, de acuerdo al caso unidimensional del oscilador armónico [22],
la cantidad de valores promedio se obtiene a partir de la información de probabilidad
que depende de la energı́a del estado

< |x2j| >T=
1
Z

∞

∑
n=0

< n|x2j|n > exp

[
−

h̄ω(n + 1
2)

kT

]
. (3.17)

Al definir m
′
= m + n, entonces el valor propio de energı́a en (3.16) se convierte en

En,m = h̄ω(n + m
′
+ 1), que representa cada uno de los estados posibles en el sistema

de estado. Por lo tanto la función de partición es:

Z = e−βh̄ω
∞

∑
n=0

e−βh̄ωn
∞

∑
m′=0

e−βh̄ωm
′
=

1

4 senh2
(

βh̄ω
2

) . (3.18)
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CAPÍTULO 3. 3.6. EVALUACIÓN DEL MOMENTO MAGNÉTICO EN LA TEORÍA
DE PERTURBACIÓN 25

Considerando el estado fundamental, es posible obtener las soluciones en los valo-
res promedio escritas en la tabla siguiente

valores promedio observables fı́sicas
< |r| >T < |r| >T= 0
< |P| >T < |P| >T= 0
< |r2| >T < |r2| >T=

h̄
m0ω coth

(
h̄ω
2kT

)
< P2 >T < |P2| >T= h̄m0ω coth

(
h̄ω
2kT

)
< |rP| >T < |rP| >T= ih̄
< |r4| >T < |r4| >T= 2 < |r2| >2

T

Tabla 3.6: valores promedios a temperatura finita.

La comparación refleja el comportamiento de un oscilador armónico 2D, en la
que el orden de los valores promedio para las cantidades fı́sicas concuerdan con las
cantidades calculadas en la mecánica cuántica de efectos sin temperatura T de la tabla
3.1, esto siempre que los operadores cuánticos sean conservados por el hamiltoniano
del sistema, para conjunto de estado propio de la ecuación (3.1). Ası́, por ejemplo, es
posible encontrar el valor medio exacto de estas cantidades a todas las temperaturas
para las estructura fina del operador cuántico. En particular, al involucrar la posición
y momento para cada estado j, en el estado de probabilidad pj.

3.6. Evaluación del momento magnético en la teorı́a
de perturbación

Ahora hacemos mención del proceso del oscilador en el caso del término de per-
turbación. En este caso, lo ejemplificamos con un término adicional de frecuencia

H =
P2

2m0
− e

m0c
~P · ~A +

e2

2m0c2
~A +

1
2

m0ω2r2. (3.19)

Cuyo vector potencial en los valores promedio esta dado por el estado fundamental
que se escribe como:

< | e2

2m0c2
~A| >=

e2B2
0

8m0c2
h̄

m0ω
(n + 1). (3.20)
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26 CAPÍTULO 3. Efecto Stern-Gerlach

De acuerdo a la teorı́a de perturbación y la solución del nivel de energı́a se obtiene
el nivel de energı́a bidimensional

∈n1,n2= h̄ω

(
1 +

e2B2
0

8m0c2ω2

)
(n + 1), (3.21)

que envuelve el valor de energı́a a valor promedio

< | ∈n1,n2 | >T= h̄ω

(
1 +

e2B2
0

8m0c2ω2

)
coth

[
h̄ω

2kT

(
1 +

e2B2
0

8m0c2ω2

)]
. (3.22)

El cambio de energı́a diamagnética aparece en segundo orden y su interpretación
se encuentra en todos los estados excitados, que en presencia del campo magnético
produce el comportamiento diamagnético. El valor promedio de energı́a se encuen-
tra en el estado más bajo del oscilador armónico |n1, n2 > y cada probabilidad de
ocupación del estado está dada por el factor de Boltzmann [22].

3.7. Energı́a cinética del momento angular orbital

Reconsiderando el caso de los valores medios, se tienen dos valores posibles ob-
tenidos por el anillo radial. De la ecuación (3.12) y (3.13) se obtienen las funciones
propias del oscilador radial y angular. De acuerdo a la óptica cuántica [23] los valores
medios en las direcciones en el haz del polinomio de Laguerre, son resultados de la
siguiente ecuación:

< Lz >= h̄
(

∂

∂θ
+ < η2r2 >

)
. (3.23)

Como resultado de ello, se obtienen dos tipos de valores de energı́a en los modos
de Laguerre Gaussianos

< Lz1 >= h̄
[

2
(

2n1 −m− |m|
2

+ |m|
)
+ |m|+ 1

]
+ h̄m, (3.24)

< Lz2 >= h̄
[

2
(

2n2 + m− |m|
2

+ |m|
)
+ |m|+ 1

]
+ h̄m, (3.25)

estos resultados son comparables por los obtenidos en el haz del polinomio de Lague-
rre en relación a los niveles de Landau [24].
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CAPÍTULO 3. 3.7. ENERGÍA CINÉTICA DEL MOMENTO ANGULAR ORBITAL 27

< η2r2 >=<
2r2

w2 >= (2N + |m|+ 1). (3.26)

El propósito de estos cálculos es encontrar la energı́a cinética del momento angular
orbital para los valores promedio de las cantidades encontrada por [21], a partir de la
suma de momentos angulares en los números cuánticos n y m, los resultados son los
mismos y se muestran en la tabla 3.7, cada uno de ellos se asemejan a los resultados de
la figura 3.3. El isomorfismo que existe con el número cuántico `, es para los valores
|m| en los cuales solo asume una orientación perpendicular a lo largo del eje z.

n m ξ+n,m(r, θ) < Lz >

0 -2 ξ0,−2 = η√
2π
(ηr)2e−

η2r2
2 e−2iθ < Lz2 > = h̄

0 -1 ξ0,−1 = η√
π
(ηr)e−

η2r2
2 e−iθ < Lz2 > = h̄

0 0 ξ0,0 = η√
π

e−
η2r2

2 < Lz2 > = h̄

0 1 ξ0,1 = η√
π
(ηr)e−

η2r2
2 eiθ < Lz1 > = 3h̄

0 2 ξ0,2 = η√
2π
(ηr)2e−

η2r2
2 e2iθ < Lz1 > = 5h̄

1 -2 ξ1,−2 = η√
6π
(ηr)2 [3− (ηr)2] e−

η2r2
2 e−2iθ < Lz2 > = 3h̄

1 -1 ξ1,−1 = η√
2π

[
2− (ηr)2] (ηr)e−

η2r2
2 e−iθ < Lz2 > = 3h̄

1 0 ξ1,0 = η√
π

[
1− (ηr)2] e−

η2r2
2 < Lz2 > = 3h̄

1 1 ξ1,1 = η√
2π

[
2− (ηr)2] (ηr)e−

η2r2
2 eiθ < Lz1 > = 5h̄

1 2 ξ1,2 = η√
6π
(ηr)2 [3− (ηr)2] e−

η2r2
2 e2iθ < Lz1 > = 7h̄

Tabla 3.7: Función propias radiales del electrón en estados particulares.

Algunos valores son distintos a los valores de la tabla 3.3, pero esto, es debido a
dos valores que son el producto del resultado en el ı́ndice del polinomio de Laguerre,
esto en el promedio de la energı́a del momento angular orbital

ξ+n1,m(r, θ) = D+nη(ηr)|m|L|m|( 2n1−m−|m|
2 +|m|

)(η2r2)e−
η2r2

2 eimθ. (3.27)
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28 CAPÍTULO 3. Efecto Stern-Gerlach

El siguiente valor es la suma del valor n2 y m en el que el valor del ı́ndice también
posee valores en los niveles de Landau en la función Gaussiana del polinomio de
Laguerre

ξ+n2,m(r, θ) = D+nη(ηr)|m|L|m|( 2n2+m−|m|
2 +|m|

)(η2r2)e−
η2r2

2 eimθ. (3.28)

De acuerdo a los resultados de la tabla 3.7 los valores del momento angular orbital
en su promedio de energı́a cinética son mostrados en la figura 3.2, cada uno de ellos
representa las distribuciones transversales de la densidad de probabilidad radial en los
diferentes números cuánticos de n y m, estos valores son siempre positivos en indepen-
diente del signo del giro [21]. Es importante mencionar que el indice azimutal ` tiene
el mismo significado fı́sico que el momento angular axial del electrón, permitiendo
establecer un isomorfismo con el comportamiento de la descripción mecánica cuánti-
ca de un electrón en un campo magnético uniforme y los modos de luz Laguerre-
Gaussianos [25].

Figura 3.3: Confinamiento radial del electrón en los haces de Laguerre-Gaussiano (LG)
del OAM [21].

El momento angular orbital (OAM), es importante en la óptica cuántica, debido a la
información que proporciona cada una de las distribuciones tranversales de densidad
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de probabilidad. Esto indica que en un campo magnético pueden ser expresadas como
corrientes azimutales de los estados propios. En comparación con [21], se resuelve
para la formulación de Schrödinger-Pauli, en donde la suma de momentos angulares,
son direcciones diferentes del número cuántico m. De acuerdo a las similitudes con
la óptica de la luz, cada uno transportan una gran cantidad de momento angular
y en resumen la dinámica rotacional depende del número cuántico m, que revela el
comportamiento de los estados en relación a la soluciones radiales de la función de
onda.

29

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.
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Capı́tulo 4

Efecto Zeeman

El efecto Zeeman es la manifestación experimental del desdoblamiento y despla-
zamiento de las lineas espectrales por el efecto del campo magnético, que permite la
determinación de los números cuánticos correspondiente a la linea espectral [90]. Este
capı́tulo esta centrado en la teorı́a del efecto Zeeman y en la teorı́a de Schrödinger-
Pauli con la interacción de un potencial escalar V(r) = − e2

r . Dado que el objetivo
principal es enunciar la teorı́a del efecto Zeeman y mostrar los resultados del efec-
to del potencial escalar, resulta conveniente considerar el procedimiento entorno a la
sección 2.4 para obtener la solución radial de la función de onda y los valores propios.

4.1. Análisis del efecto Zeeman normal para la simetrı́a
esférica

La primera ecuación que expresa el efecto de una partı́cula cargada en un campo
magnético externo, se escribe como la dinámica del estado inicial y el estado final, en
el movimiento perpendicular al campo magnético

Ĥ =
1

2µ

(
~̂P− q

c
~̂A
)2

+ V(r), (4.1)

bajo la influencia de un campo magnético uniforme Bẑ y el Hamiltoniano de la ecua-
ción (4.1), el efecto Zeeman normal se describe por la interacción bidimensional y la
parte de V(r) = − e2

r del potencial central

Ĥ =
1

2µ
~̂P

2
− e2

r
+

e
2µc

BL̂z +
e2B2

8µc2 (x̂2 + ŷ2). (4.2)
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32 CAPÍTULO 4. Efecto Zeeman

Sea Ĥ0 = 1
2µ
~̂P

2
− e2

r , el Hamiltoniano de un átomo en ausencia de un campo
magnético que se transforma en la solución del problema e ignorando el término
diamagnético debido a que el campo es fuerte, entonces resulta ser el término Ĥ, la
descripción de un electrón en la dirección del momento angular orbital [26]

Ĥ = Ĥ0 +
e

2µc
BL̂z. (4.3)

Escrita en coordenadas esféricas toma la forma conocida

Ĥ = − h̄2

2µ

[
1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
− L̂2

r2h̄2

]
− e2

r
+

BµB

h̄
L̂z. (4.4)

Debido a que H0 conmuta con L̂z, implica que tanto Ĥ como L̂z conmutan mutua-
mente [27]. Esto quiere decir, que se toman las mismas funciones propias simultáneas
de L̂2 y L̂z, siendo el resultado de la ecuación diferencial radial en términos del Poli-
nomio de Laguerre

1
r2

d
dr

(
r2 dR(r)

dr

)
− `(`+ 1)

r2 R(r)− 2µ

h̄2 V(r)R(r)− 2µBµBm`

h̄2 R(r) +
2µE
h̄2 R(r) = 0,

(4.5)
con los cambios de variables

α =
2
h̄
√
−2µE + 2µm`µBB, ρ = αr,

d
dr

= α
d

dρ
. (4.6)

Se llega a una solución en la representación del número cuántico principal y el
número cuántico azimutal `

n + `+ 1 = λ. (4.7)

Permitiendo obtener el nivel de energı́a como la suma de ambos números cuánticos
y la parte de la dirección del momento magnético en relación a su dirección de giro

En`m = En` + µBm`B. (4.8)

Siguiendo los pasos de [27], se obtiene la función de onda, junto con la constante
de normalización Gn,`

Ψn`m(ρ, θ, φ) = Gn,`ρ
`L2`+1

n+` (ρ)e
− ρ

2 Y`m(θ, φ), (4.9)
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Gn,` = −
(

2
na0

) 3
2
√

(n− `− 1)!

2n [(n + `)!]3
. (4.10)

Por lo que la solución radial esta relacionada con los valores propios

Rn` = −
(

2
na0

) 3
2
√

(n− `− 1)!

2n [(n + `)!]3

(
2r

na0

)`

e−
r

na0 L2`+1
n+`

(
2r

na0

)
. (4.11)

Con esto vemos el comportamiento de cada uno de los valores sobre el compor-
tamiento del efecto Zeeman, en los efectos orbitales en el que se puede alcanzar la
dinámica, que surge de considerar la interacción del átomo con el campo magnético

R1,0(r) = 2a−
3
2

0 e−
r

a0 , R2,0(r) =
1√
2a3

0

(
1− r

2a0

)
e−

r
2a0 , (4.12)

R2,1(r) =
1√
6a3

0

r
2a0

e−
r

2a0 , R3,1(r) =
8

9
√

6a3
0

(
1− r

6a0

)(
r

3a0

)
e−

r
3a0 . (4.13)

El número de subniveles depende de los números cuánticos, es decir, que cada
subnivel está determinado por cada una de las transiciones que corresponden a la
emisión de los diferentes estados en término de la frecuencia armónica. De acuerdo
a ello, aparecen diferentes lineas de frecuencia ω, el punto es que de acuerdo a los
números cuánticos se pueden observar diferentes valores propios con energı́a En,`,m.

4.2. Niveles de energı́a

Para cada orbital (n, `) no perturbado la corrección de primer orden se escribe
como el promedio de los valores medios del momento angular en la dirección del
campo magnético y el valor del vector potencial en la traslación del valor r2

∆En,l =< n, `, m| eB0

2m0c
L̂z|n, `, m > + < n, `, m|

e2B2
0

8m0c2 (x̂2 + ŷ2)|n, `, m > . (4.14)
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34 CAPÍTULO 4. Efecto Zeeman

Mientras que para la ecuación de Schrödinger-Pauli la relación en
ambos números cuánticos evoluciona en la forma en como se observa la tabla 4.1

∆En,m =< n, m| eB0

2m0c
L̂z|n, m > + < n, m|

e2B2
0

8m0c2 (x̂2 + ŷ2)|n, m > . (4.15)

Cada valor del desdoblamiento son términos del momento angular y de los des-
plazamientos en los niveles en cantidades proporcionales al valor esperado [28].

n m ∆En,m
0 -1 ∆E0,−1 = 0
0 0 ∆E0,0 = h̄ω

2
0 1 ∆E0,1 = 2h̄ω

0 2 ∆E0,2 = 7
2 h̄ω

1 -2 ∆E1,−2 = h̄ω
2

1 -1 ∆E1,−1 = h̄ω

1 0 ∆E1,0 = 3
2 h̄ω

1 1 ∆E1,1 = 3h̄ω

1 2 ∆E1,2 = 9
2 h̄ω

2 1 ∆E2,1 = 6h̄ω

Tabla 4.1: Valores esperados en la corrección de los niveles energı́a.

4.3. Efecto Zeeman anómalo y el efecto espı́n órbita

La identificación de las restricciones dadas en el efecto Zeeman normal en los
espectros de energı́a, permiten identificar la acción del espı́n

Ĥz =
e

2mec
(~̂L + 2~̂S) · ~B, (4.16)

en el que el efecto espı́n órbita pueden ser representados como ĤSO, lo cual tiene como
consecuencia la inclusión de un producto entre el espı́n y la dirección del momento
angular

ĤSO =
e2

2m2
e c2

1
r3
~S ·~L. (4.17)

34

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.
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Nótese que para una interacción, las soluciones en el Hamiltoniano están dadas
por el termino Ĥ0 y ĤSO

Ĥ =
P̂2

2me
− e2

r
+

e2

2m2
e c2r3

~S ·~L. (4.18)

Los estados propios del átomo de hidrogeno llamado Ĥ0 conmutan con
[
~̂L

2
,~̂S

2
, L̂z, Ŝz

]
.

Mientras que para el caso ĤSO esto no sucede, sino que conmuta con ~̂L
2
, ~̂S

2
, ~̂J

2
y Ĵz.

Para que ambos posean el mismo conjunto de valores, ambos tienen que conmutar
con las mismas observables y estos sucede con los estados propios de |n, `, j, m〉, de la
siguiente manera

∣∣∣∣`± 1
2

, m
〉

=

√
`∓m + 1

2
2`+ 1

∣∣∣∣`,
1
2

; m +
1
2

,−1
2

〉
±

√
`±m + 1

2
2`+ 1

∣∣∣∣`,
1
2

; m− 1
2

,
1
2

〉
. (4.19)

La partı́cula se mueve en un potencial central, y su función de onda consiste en
la parte espacial y la parte del momento angular de espı́n, teniendo esto en cuenta la
solución en relación a la suma permite escribir la función en la forma siguiente:

Ψn,`,j=`± 1
2 ,m = Rn`(r)

√`∓m + 1
2

2`+ 1
Y`,m+ 1

2

∣∣∣∣12,−1
2

〉
±

√
`±m + 1

2
2`+ 1

Y`,m− 1
2

∣∣∣∣12,
1
2

〉 .

(4.20)
Es importante señalar que m sigue siendo un valor integral en acoplamiento de su

suma total en el efecto Zeeman normal. También, los valores de energı́as se desdoblan
en 2j + 1 subniveles, para el cual están totalmente etiquetados con respecto al número
cuántico azimutal [29].

4.4. Ecuación de Schrödinger-Pauli
con un potencial escalar del oscilador armónico

Las expresiones para los valores propios de energı́a y las funciones de onda se
determinan teniendo en cuenta ambos lı́mites de la simetrı́a. Ası́ que las energı́as y
las funciones de onda se modifican por el espı́n. Incluyendo un término V(r) = ar2;
la ecuación que se obtiene viene descrito por el valor en la traslación de un término
multiplicado por la constante a,
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36 CAPÍTULO 4. Efecto Zeeman

Ĥ = − h̄2

2m0
∇2 − eB0

2m0c
(L̂z + 2Ŝz) +

e2

2m0c2
B2

0
4
(x2 + y2) + a(x2 + y2). (4.21)

A partir del cual se obtiene el oscilador armónico bidimensional

−h̄2

2m0

(
∂2Ψ
∂x2 +

∂2Ψ
∂y2

)
+

1
2

m0ω2b(x2 + y2)Ψ = EΨ, (4.22)

con la suma en los valores de b = 1 + 2a
m0ω2 , y la frecuencia de ω, la ecuación (B.13)

toma la forma siguiente:

4x
d2νm(x)

dx2 + 4
dνm(x)

dx
− m2

x
νm(x) + (β− bx)νm(x) = 0. (4.23)

En el que la ecuación (4.23) se reescribe como la parte 2D del oscilador y la nueva
frecuencia descrita por ω

′

−h̄2

2m0

(
∂2Ψ
∂x2 +

∂2Ψ
∂y2

)
+

1
2

m0ω
′2(x2 + y2)Ψ = EΨ. (4.24)

Siendo ω
′2 = ω2(1 + R) con R = 2a

m0ω2 y de esa manera la solución es similar a la
forma de la ecuación (B.20)

4x
d2νm(x)

dx2 + 4
dνm(x)

dx
− m2

x
νm(x) + (β− x)νm(x) = 0, (4.25)

cuya solución

νm(x) = e−
1
2 xx

|m|
2 y(x), (4.26)

satisface la ecuación diferencial de los polinomios de Laguerre. Ası́, el nivel de energı́a
que se obtiene es

E = h̄ω
√

1 + R(2n + |m|+ 1). (4.27)

Esto de acuerdo

k =
1
2

(
β

2
−m− 1

)
, β =

2E
h̄ω

, (4.28)

siendo el resultado de la ecuación de Schrödinger-Pauli en la simetrı́a bidimensional,
descrita en la forma de la ecuación diferencial radial
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1
r

d
dr

(
r

d
dr

)
ρ±(r)−

m2

r2 ρ± + (β
′
± − α2d2r2)ρ±(r) = 0, (4.29)

cuyos valores poseen las energı́as y el valor del número cuántico m,

β
′
± =

2m0

h̄2 (E± − Ez) +
eB0

h̄c
(m± 1), d =

√
1 + R. (4.30)

La solución que satisface la ecuación de los polinomios de Laguerre tiene que ver
con las solución en término de ρm(x),

ρm(x) = e−
1
2 αdxx

|m|
2 y(x), (4.31)

que lleva a la ecuación diferencial de los polinomios de Laguerre

xy
′′
±(x) + (|m|+ 1− αdx)y

′
±(x) + k

′′
y±(x) = 0, (4.32)

con valores para k
′′

k
′′
=

1
2

(
β
′
±
2
− αd(|m|+ 1)

)
. (4.33)

Al proponer una serie de la forma y(x) = ∑∞
k=0 ckxk, se llega a una serie que se

corta para que esta no diverja

k
′′
= αdk, (4.34)

junto también con α = eB0
2h̄c y d =

√
1 + R, se obtiene β

′
±, como el nuevo resultado de

ambos valores

β
′
± =

eB0

h̄c

√
1 + R(2k + |m|+ 1), (4.35)

llegando a los valores de energı́a en función del término añadido por r2 de la raı́z
cuadrada

√
1 + R,

E± − Ez = −
h̄eB0

2mc
(m± 1) +

h̄
2mc
|e||B0|

√
1 + R(|m|+ 2k + 1). (4.36)

Con cambio de variable t
′′
= k

′′

γ y γ = αd, la solución de la función de onda se
escribe de la forma siguiente:
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38 CAPÍTULO 4. Efecto Zeeman

Ξ = Gnζ(ζr)|m|L|m|( n−|m|
2 +|m|

)(ζ2r2)e−
ζ2r2

2 eimθ. (4.37)

Donde ζ =
√

eB0
2h̄c (1 + R)

1
4 y (ζ2r2), es el argumento de la función polinomial de

Laguerre. Aunque en este capı́tulo no hemos tomado en cuenta las direcciones del
momento angular para un átomo bidimensional, hay que mencionar que en esta con-
figuración, tomar valores negativos de m implican que el campo magnético sea antipa-
ralelo. Aunque sin pérdida de generalidad, las atracciones producen una repulsión del
electrón con el núcleo. Por lo tanto, el lı́mite superior a |m| ocasiona que el electrón se
libere del núcleo, esto será el caso de un átomo bidimensional, ası́ que los valores de
m positivo son una atracción en dirección paralela del campo magnético [30]. Pasando
a los valores obtenidos en el capı́tulo anterior, podemos obtener el desplazamiento ra-
dial no nulo del electrón, para cada uno de los valores en el que puede ser construido
por Ξ. Note que deben ser construidos con los mismos números cuánticos de espı́n
ms y momento angular orbital m. No hay valores negativos de m, solamente valores
positivos, en los valores de su máxima proyección.

Desplazamiento radial Estados con los mismos números cuánticos m y ms

< 0, 0|r|2, 0 > 2π
∫ ∞

0 Ξ†
0,0rΞ2,0rdr =

√
πh̄c
8eB0

1(
1+ 4ac

eB0

) 1
4

< 1, 1|r|3, 1 > 2π
∫ ∞

0 Ξ†
1,1rΞ3,1rdr = 3

√
πh̄c
4eB0

1(
1+ 4ac

eB0

) 1
4

< 2, 2|r|4, 2 > 2π
∫ ∞

0 Ξ†
2,2rΞ4,2rdr = 15

16
√

3

√
πh̄c
2eB0

1(
1+ 4ac

eB0

) 1
4

< 3, 3|r|5, 3 > 2π
∫ ∞

0 Ξ†
2,2rΞ4,2rdr = 35

64

√
πh̄c
2eB0

1(
1+ 4ac

eB0

) 1
4

Tabla 4.2: Desplazamientos radiales.

Todos los resultados de la tabla 4.2 son apropiados para cada uno de sus valores
en los tiempos mı́nimos. Cada uno de esos tiempos serán expuestos en el capı́tulo 10
como cada uno de las dinámicas de la antipartı́cula en los espectros de energı́as impo-
niendo velocidades fı́sicas en lı́mites de la velocidad cuántica. En esta sección fueron
expuestas como resultados de los valores propios en consideración del potencial es-
calar, para el cual son aplicables en problemas de cavidades cuánticas en la óptica
cuántica, ası́ como de información y computación cuántica [31− 33] .
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Capı́tulo 5

Ecuación de Dirac

En este capı́tulo, se describe la dinámica de una partı́cula sometida a un campo
magnético uniforme. La ecuación de estudio, es la ecuación de Dirac cuya dinámica
es esencial para el transporte de un electrón relativista, cuya forma depende de sus
componentes espı́n arriba y espı́n abajo.

5.1. Electrón relativista

Considere un electrón que interactúa con un campo magnético uniforme cuyas so-
luciones son expresadas en su forma espinorial. El electrón sigue una simetrı́a cilı́ndri-
ca donde la división del estado positivo y negativo están presentes para cada uno
de los números cuánticos (n, m). En el contexto de la ecuación de Dirac, describe la
partı́cula de masa m y carga e

ih̄
∂Ψ
∂t

= ĤDΨ, (5.1)

donde el Hamiltoniano de Dirac en presencia de un campo magnético uniforme es
obtenido por

ĤD = c~α · ~Π + βm0c2. (5.2)

Aquı́ Π es la energı́a cinética del momento de la carga del fermión y de la ecuación
(5.1), además se infiere los estados estacionarios que se pueden escribir

Ψ = e−iEt
(

φ
χ

)
. (5.3)
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40 CAPÍTULO 5. Ecuación de Dirac

Donde φ y χ, representan los primeros dos elementos de energı́a positiva y los otros
dos elementos de energı́a negativa. Con esta notación podemos escribir la ecuación
(5.1) como:

m0c2φ + c~σ ·
(
−ih̄~∇+ e~A

)
χ = Eφ, (5.4)

c~σ ·
(
−ih̄~∇+ e~A

)
φ−m0c2χ = Eχ, (5.5)

a partir de lo cual, se obtiene:

φ =
c~σ · (−ih̄~∇+ e~A)

E−m0c2 χ, (5.6)

χ =
c~σ · (−ih̄~∇+ e~A)

E + m0c2 φ. (5.7)

Reemplazando χ por φ y viceversa, se obtiene una sola ecuación en función de φ

(E2 −m2
0c4)

c2 φ = (−h̄2∇2 + e2A2 − 2ih̄e(~A · ~∇) + eh̄~σ · ~B)φ. (5.8)

Como se ha mencionado, el campo magnético uniforme esta a lo largo del eje z por
lo que

~A =
1
2
(yB0, xB0, 0). (5.9)

A partir de ello se llega a la ecuación de Dirac-Pauli [34, 35]

(
E2 −m2

0c4

2m0c2

)
φ =

[
− h̄2

2m0

(
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2

)
+

e2B2
0

8m0
(x2 + y2) +

eB0

2m0
(L̂z + Ŝz)−

h̄2

2m0

∂2

∂z2

]
φ.

(5.10)
Con esta ecuación se observa el hamiltoniano del oscilador armónico bidimensio-

nal y los momentos angulares que se pueden expresar en términos de las funciones
propias del oscilador armónico bidimiensional, junto con los espinores y la onda plana
de la partı́cula libre

φ = G(x, y)e
ipz
h̄ χ±, (5.11)

estos dos primeros elementos están relacionados con el espinor de energı́a positiva.
Estos elementos espinoriales positivos se escriben de la forma siguiente:
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CAPÍTULO 5. 5.2. NIVEL DE ENERGÍA DEL ESTADO FUNDAMENTAL 41

U+
1
2
=

(
G(x, y)
0

)
, (5.12)

U−− 1
2
=

(
0
G(x, y)

)
. (5.13)

Las componentes pequeñas comprenden los espinores que se originan por diferen-
ciación de las componentes grandes. Cada componente contiene diferentes momentos
angulares, y debido a la diferenciación de la base, el momento angular con mayor
componente es la componente pequeña [91],

ŜzG+
ms(x, y) = h̄msG+

ms(x, y), (5.14)

donde ms son cada una de las direcciones del espı́n. De acuerdo a las funciones propias
se obtiene para el espı́n arriba

[
− h̄2

2m0

(
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2

)
+

1
2

m0ω2(x2 + y2)

]
G =[

E2 −m2
0c2

2m0c2 − p2
z

2m0
− h̄ω(m + 1)

]
G. (5.15)

El término de la izquierda es el hamiltoniano del oscilador armónico bidimensional
con frecuencia ω y c = 1,

ω =
eB0

2m0
. (5.16)

A partir de lo cual, la energı́a del oscilador es el término de la derecha, permiten
conocer cómo evoluciona los estados en relación a la energı́a positiva y negativa para
uno de los valores en m de la ecuación (5.15). Aunque los niveles de energı́a que
se obtienen son niveles de Landau, se visualiza cómo estos niveles generan nuevas
soluciones cuando el operador de rotación en el momento angular de espı́n obtiene
grados de libertad fraccionarios, pero esto se discute en capı́tulos posteriores.

5.2. Nivel de energı́a del estado fundamental

La versión relativista se puede construir a partir de los niveles de Landau, cuando
el espı́n 1

2 se acopla al campo magnético. Pero antes de ello, se observa que los niveles
de energı́a se desprenden de la ecuación (5.15),
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42 CAPÍTULO 5. Ecuación de Dirac

[
E2 −m2

0c4

2m0c2 − h̄ω(m± 1)

]
= h̄ω(n1 + n2 + 1). (5.17)

Debido a que la energı́a total esta presente a la segunda potencia, cuando despe-
jamos E, obtenemos dos signos para la energı́a total de la partı́cula, siendo el signo
positivo relacionado con el electrón y el signo negativo con el positrón [36],

En,m = ±
√

m2
0c4 + h̄2k2

zc2 + eB0h̄c2(n + m± 1 + 1). (5.18)

Cuando se considera al electrón con momento lineal nulo, con la proyección de mo-
mento angular m = −n y el campo magnético débil en relación con la masa electrón.
Entonces la expresión de energı́a es

E ≈ m0c2

(
1 +

eB0h̄
2m2

0c2
(±1 + 1)

)

= m0c2 +
eB0h̄
2m0

(±1 + 1). (5.19)

A partir de ello se obtienen los niveles de energı́a que existen entre la interacción
del espı́n con el campo magnético [35]. Para ejemplificar este proceso, se calcula un
caso particular para obtener el espinor de Dirac, para un electrón en un estado espe-
cifico. Cuando se elige el estado fundamental del electrón con su orientación de espı́n
positivo para n = 1 y m = 1, entonces la energı́a del electrón relativista es el siguiente:

E1,1 =
√

m2
0c4 + h̄2k2

zc2 + 4eB0h̄c2. (5.20)

A diferencia de los niveles de energı́a que se obtienen de la ecuación de Schrödinger-
Pauli, se observa que los niveles de Landau son soluciones de los estados de energı́a
en las direcciones del espı́n semientero, de acuerdo a la solución para el estado de ni-
vel energı́a fundamental. Al describir al electrón con la ecuación de Dirac, se considera
los primeros dos elementos como las funciones propias radiales que al implementar
la relación de la sección 5.1, tiene como resultado los cuatro elementos del espinor
de Dirac, ambos presentan cuatro elementos pero con diferentes direcciones para los
valores de m, esto se visualiza con mas detalle en los espinores de Cartan del capı́tulo
9.
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Capı́tulo 6

Conservación del momento angular
total en la ecuación de Dirac

De la sección 5.1, se ha observado el Hamiltoniano en relación a la energı́a relati-
vista. El Hamiltoniano de la teorı́a es

Ĥ = c~α · (~p +
e
c
~A) + βm0c2. (6.1)

El momento angular se conserva en base a que el espı́n no depende de los grados
espaciales, las componentes del operador espı́n conmuta con los operadores espaciales
como el operador de momento [37]. Esto se repite para el momento angular orbital,
mientras que en el caso del vector potencial magnético en la dirección axial solo con-
muta con el momento angular en la componente z, ası́ que el momento angular total
solo se conserva en la componente z. Recordando la ecuación (5.15), se observa la in-
teracción entre el fermión y el campo magnético, si se toma el lado izquierdo de la
ecuación (5.15) se obtiene la forma de un oscilador armónico, cuya naturaleza presen-
ta soluciones en la función de onda, funciones de ondas radiales para los números
cuánticos n y m, por lo que se puede tomar la función de onda radial del estado fun-
damental mediante la ecuación (6.1) y obtener una base de estados propios para el
operador Ĥ y Ĵ3

ξ0,0(r, θ) =
η√
π

e−
η2r2

2 . (6.2)

Ahora escribiendo las soluciones en términos de los primeros elementos espinoria-
les de Dirac

U+
0,0 =

(
ξ0,0(r, θ)
0

)
ei pzz

h̄ . (6.3)
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44 CAPÍTULO 6. Conservación del momento angular total en la ecuación de Dirac

De esta forma, el vector de potencial magnético es

~A =
Br
2

θ̂. (6.4)

Con la matrices de Pauli en coordenadas cilı́ndricas y el operador nabla, se calculan
los dos elementos de energı́a negativa del espinor, de la ecuación siguiente:

c~̂σ · (−ih̄~∇+ eBr
2 θ̂)

E + m0c2 =
1

E + m0c2

(
−ih̄c ∂

∂z −ih̄ce−iθ( ∂
∂r −

i
r

∂
∂θ )−

iceB
2 re−iθ

−ih̄ceiθ( ∂
∂r +

i
r

∂
∂θ ) +

iceB
2 reiθ ih̄c ∂

∂z

)
.

(6.5)
Escribiendo (6.5) como se escribe en [35], se obtienen los operadores circulares aR

c~̂σ · (−ih̄~∇+ eBr
2 θ̂)

E + m0c2 =
1

E + m0c2

(
−ih̄c ∂

∂z −2ih̄cη âR
2ih̄cη â†

R ih̄c ∂
∂z

)
, (6.6)

donde

âR =
e−iθ

2

[
ηr +

1
η

∂

∂r
− i

ηr
∂

∂θ

]
, (6.7)

â†
R =

eiθ

2

[
ηr− 1

η

∂

∂r
− i

ηr
∂

∂θ

]
. (6.8)

De acuerdo a las ecuaciones anteriores, se puede obtener el espinor de Dirac del
estado fundamental de la energı́a negativa, esto se visualiza de la forma siguiente:

U−0,0 =
1

E + m0c2

(
−ih̄c ∂

∂z −2ih̄cη âR
2ih̄cη â†

R ih̄c ∂
∂z

)(
ξ0,0(r, θ)
0

)
ei pzz

h̄

=
1

E + m0c2

(
cpzξ0,0(r, θ)
2ih̄cηξ1,1(r, θ)

)
ei pzz

h̄ . (6.9)

Es necesario notar que se ha obtenido un operador de ascenso para el espinor en
la energı́a negativa, es decir, que el espinor para el estado fundamental en dirección al
campo ~B es el siguiente:

U↑0,0 = A0,0


ξ0,0(r, θ)
0
cpzξ0,0(r,θ)
(E0,0+m0c2)
2ih̄cηξ1,1(r,θ)
(E0,0+m0c2)

 ei pzz
h̄ , (6.10)
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CAPÍTULO 6. Conservación del momento angular total en la ecuación de Dirac 45

donde la constante de normalización es

A0,0 =

[
1 +

c2p2
z

(E0,0 + m0c2)2 +
4h̄2c2η2

(E0,0 + m0c2)2

]− 1
2

, (6.11)

siendo ξ1,1(r, θ) una función propia radial común al oscilador armónico bidimensional
de la ecuación de Schrödinger-Pauli. De la misma forma que para la ecuación de Dirac
en la simetrı́a cilı́ndrica

ξ1,1(r, θ) =
η√
π
(ηr)e−

η2r2
2 eiθ. (6.12)

Para el caso de la partı́cula en dirección contraria al campo magnético se tiene

U0,0 =

(
0
ξ0,0(r, θ)

)
ei pzz

h̄ . (6.13)

Al realizar los mismos procedimientos que se hicieron con la ecuación (6.9), se
obtiene

U↓0,0 = B0,0


0
ξ0,0(r, θ)
0
− cpzξ0,0(r,θ)

(E0,0+m0c2)

 ei pzz
h̄ , (6.14)

donde la constante de normalización para este caso es:

B0,0 =

[
1 +

c2p2
z

(E0,0 + m0c2)2

]− 1
2

. (6.15)

Para la energı́a negativa se ha obtenido un operador de descenso denotada por la
ecuación (6.14), a diferencia de la ecuación (6.10). Si se continua haciendo las operacio-
nes de la ecuación anterior, se obtienen cada una de las densidades de probabilidades
para el caso de la ecuación de Schrödinger- Pauli, dichos cálculos se visualizan en los
capı́tulos posteriores. El cuarto elemento del espinor con m = 1 y n = 1, adquiere
importancia en la descripción del estado cuántico del electrón, siendo ası́ que la den-
sidad de probabilidad radial de electrones contenga más información que la ecuación
de Schrödinger-Pauli [38].
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46 CAPÍTULO 6. Conservación del momento angular total en la ecuación de Dirac

6.1. Niveles de energı́a

De acuerdo a la ecuación (5.10), se tiene(
E2 −m2

0c4

2m0c2

)
Ψ± =

[
− h̄2

2m0

(
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2

)
+

e2B2
0

8m0c2 (x2 + y2) +
eB0

2m0c
(L̂z + Ŝz)−

h̄2

2m0

∂2

∂z2

]
Ψ±.

(6.16)
En coordenadas cilı́ndricas se observa la forma de la ecuación

−h̄2

2m0

[
1
r

∂

∂r

(
r

∂

∂r

)
+

1
r2

∂2

∂θ2 +
∂2

∂z2

]
Ψ± +

eB0

2m0c

[
−ih̄

∂

∂θ
± h̄
]

Ψ±

+
e2B2

0
8m0c2 r2Ψ± =

(
E2
± −m2

0c4

2m0c2

)
Ψ±, (6.17)

al observar que la partı́cula se mueve libremente en la dirección z, por lo que se
observa que

−h̄2

2m0

[
1
r

∂

∂r

(
r

∂

∂r

)
+

1
r2

∂2

∂θ2

]
Ψ± +

eB0

2m0c

[
−ih̄

∂

∂θ
± h̄
]

Ψ±

+
e2B2

0
8m0c2 r2Ψ± =

(
E2
± −m2

0c4

2m0c2 − Ez

)
Ψ±, (6.18)

de acuerdo a los cálculos hechos por el capı́tulo 2 de la sección 2.4 , se obtiene el nivel
de energı́a relativista(

E2
± −m2

0c4

2m0c2 − Ez

)
=

h̄eB0

2m0c
(m± 1) +

h̄
2m0c

|e||B0|(|m|+ 2k + 1). (6.19)

Aquı́, se visualizan dos energı́as, uno para la partı́cula positiva y el otro para la
antipartı́cula, como también las direcciones contraria al campo magnético. Obteniendo
ası́

E±n,m = ±
√

m2
0c4 + p2

zc2 + h̄eB0c(m± 1) + h̄|e||B0|c(|m|+ 2k + 1). (6.20)

Las soluciones pueden tener energı́a positivas o negativas. Para el caso de positro-
nes que son soluciones de energı́a negativa, las componentes de espı́n arriba y abajo
son contribuciones que invierten la dirección del movimiento del electrón en una su-
perposición modificada de los espinores.
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Capı́tulo 7

Transporte de un electrón en una
trayectoria cerrada

De acuerdo a la ecuación (3.2), la función de onda se escribe en la forma de los
valores (n, m) del desplazamiento perpendicular al campo magnético, y la dirección
libre de la partı́cula en el eje z

Ψ± =
1√
π

√
νm

√
Γ!

[(|m|+ Γ)!]3
e−

1
2 u± 1

ν
m
2

u
|m|
2
± eikzzeimθ L|m|Γ+|m|(u)

∣∣∣∣12,±1
2

〉
. (7.1)

Al escribir la solución en términos de las soluciones radiales, y recordar la solución
en términos del cambio de variable, entonces se obtienen las funciones de Laguerre-
Gaussianas, presentadas por los valores en relación a sus estados de energı́a. La natu-
raleza de la función de onda y sus contribuciones son añadibles por la interacción del
espı́n con el campo magnético y el oscilador armónico bidimensional [39]. En relación
a ello se tienen las funciones propias que son un conjunto de valores propios a Ĥxy y
L̂z, por lo tanto la función de onda escrita en su forma Ψ±(r, θ, z) es

Ψ±(r, θ, z) =

√
Γ!

[(|m|+ Γ)!]3
η√
π

e−
η2r2

2 (rη)|m|eikzzeimθ L|m|Γ+|m|(r
2η2)

∣∣∣∣12,±1
2

〉
. (7.2)

Siendo 1
η la unidad de la distancia radial que se expresa inversamente a la fuerza

del campo magnético, en la forma
√

2h̄
eB0

, esto en términos de la frecuencia armónica.

Mientras que el argumento de la función polinomial es (r2η2) y de acuerdo a la ecua-

ción (D.8) del apéndice D, se obtiene que Γ = k
′

ν =
(

n−|m|
2

)
, por lo que la función de
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48 CAPÍTULO 7. Transporte de un electrón en una trayectoria cerrada

onda asociada a los números cuánticos n y m, se escribe de la forma de la ecuación
(3.2). Cada uno de los valores en los que se encuentran los estados perpendiculares del
movimiento del electrón son funciones propias que describen el movimiento circular
hacia la derecha e izquierda de la ecuación no relativista. En este sentido, existe un
número agregado en los ı́ndices del Polinomio de Laguerre que son valores ajustables
para algunos valores negativos. El valor correspondiente se escribe en la forma para n
impar

I = (−1)
(

n−|m|
2 +|m|

)
= (−1)(

n−1
2 +|m|), (7.3)

y su densidad de probabilidad radial de la función de onda obtenida

Jn,m(r) = 2πr|ξ+n,m(r,θ)|2. (7.4)

En este caso se obtienen las funciones radiales comunes al oscilador armónico y a
la observable L̂z como se muestra en la tabla 7.1

ξ+n,m(r, θ)

ξ3,4 = η√
120π

(ηr)4 [(ηr)2 − 5
]

e−
η2r2

2 e4iθ

ξ2,3 = η√
24π

(ηr)3 [η2r2 − 4
]

e−
η2r2

2 e3iθ

ξ3,2 = η√
6π
(ηr)2 [(ηr)2 − 3

]
e−

η2r2
2 e2iθ

ξ4,3 = η

2
√

60π
(ηr)3 [(ηr)4 − 10(ηr)2 + 20

]
e−

η2r2
2 e3iθ

ξ4,1 = η

2
√

3π
(ηr)

[
(ηr)4 − 6(ηr)2 + 6

]
e−

η2r2
2 eiθ

ξ5,2 = η

2
√

12π
(ηr)2 [12− 8(ηr)2 + (ηr)4] e−

η2r2
2 e2iθ

ξ1,5 = η√
120π

(ηr)5e−
η2r2

2 e5iθ

ξ2,4 = η√
120π

(ηr)4 [(ηr)2 − 5
]

e−
η2r2

2 e4iθ

ξ1,4 = η√
24π

(ηr)4e−
η2r2

2 e4iθ

ξ1,3 = η√
6π
(ηr)3e−

η2r2
2 e3iθ

Tabla 7.1: Función propia radial del electrón.

También, en la forma n par, se obtiene
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CAPÍTULO 7. Transporte de un electrón en una trayectoria cerrada 49

I = (−1)(
n
2+|m|). (7.5)

Del operador de rotación, se observan como las funciones de onda se transforman
ante una rotación del eje y,

ξ±n,m(r, θ) =

(
cos φ

2 ξ+n,m(r, θ)− sen θ
2 ξ−n,m(r, θ)

sen φ
2 ξ+n,m(r, θ) + cos φ

2 ξ−n,m(r, θ)

)
. (7.6)

Del mismo modo, el espinor genera resultados que corresponden al vector rotado
en sus diferentes valores de φ. Cada uno de los eventos producen diferentes valores en
los que las probabilidades y valores medios generan soluciones de haces, semejantes
a los valores de Laguerre- Gaussianos, todos para cada uno de los números cuánti-
cos radiales, en el ı́ndice del polinomio de Laguerre [40]. Ası́, como probabilidades
dependiente de las direcciones angulares en m y en s del efecto Zeeman

χ± =

(
cos φ

2 χ+ − sen φ
2 χ−

sen φ
2 χ+ + cos φ

2 χ−

)
, (7.7)

las probabilidades de obtener un determinado resultado de medición es dado por cada
una de las direcciones elegidas

P1 = |
〈1

2
,

1
2
|χ+

〉
|2, (7.8)

P2 = |
〈1

2
,−1

2
|χ+

〉
|2. (7.9)

Esto quiere decir que se pueden dar predicciones para cada uno de los números
cuánticos, expresados en términos de probabilidades con valores positivos y negativos
en m, al considerar múltiples repeticiones en los estados con direcciones arbitrarias
al espı́n semientero, también es posible medir propiedades alternativas del mismo
estado, en las diferentes direcciones, esto para cada una de las observables del espı́n
en el que se puede visualizar cada valor (n, m) junto con φ. Para cada valor φ, el estado
con dirección hacia arriba va disminuyendo conforme se acerca a π y la probabilidad
de encontrarlo nuevamente hacia arriba aumenta cuando el valor se acerca cada vez
más a φ = 7π

6 . Se está considerando solamente para soluciones radiales con interacción
de espı́n semientero del oscilador armónico bidimensional. Para cada valor de energı́a
es necesario mencionar que cada uno de sus resultados son parte de un conjunto de
funciones propias, de acuerdo a su simetrı́a y al movimiento, como es el caso de los
operadores derecha e izquierda

49

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.



50 CAPÍTULO 7. Transporte de un electrón en una trayectoria cerrada

E± =
h̄2k2

z
2m0

+ h̄ω(2k + |m|+ m + 1± 1). (7.10)

Los niveles de energı́a obtenidos aquı́ son los niveles de Landau, esto para cada
valor del ı́ndice radial k =

(
n−|m|

2

)
,

E+n,m = h̄ω(n + m + 2). (7.11)

Para cada uno de los valores correspondientes existen diferentes estados de energı́a
degenerados, en este caso con la ecuación (7.11), el electrón con carga negativa se
mueve en sentido a las agujas del reloj [41].

n m ms E+n,m`

0 0 +1
2 E0,0 = 2h̄ω

1 -1 +1
2 E1,−1 = 2h̄ω

2 -2 +1
2 E2,−2 = 2h̄ω

3 -3 +1
2 E3,−3 = 2h̄ω

4 -4 +1
2 E4,−4 = 2h̄ω

1 1 +1
2 E1,1 = 4h̄ω

2 0 +1
2 E2,0 = 4h̄ω

3 -1 +1
2 E3,−1 = 4h̄ω

4 -2 +1
2 E4,−2 = 4h̄ω

2 2 +1
2 E2,2 = 6h̄ω

3 1 +1
2 E3,1 = 6h̄ω

4 0 +1
2 E4,0 = 6h̄ω

3 3 +1
2 E3,3 = 8h̄ω

4 2 +1
2 E4,2 = 8h̄ω

4 4 +1
2 E4,2 = 10h̄ω

Tabla 7.2: Niveles de energı́a.

Mientras que los niveles de energı́a que surgen con el método teórico corresponden
al signo de carga, en la forma escrita con signo menor

E± − Ez = −
h̄eB0

2m0c
(m± 1) +

h̄e
2m0c

|e||B0|(|m|+ 2k + 1), (7.12)

estos niveles de energı́a también están degenerados, por lo cual los valores correspon-
dientes en (n, m) toman valores nuevos en relación a sus valores integrales
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CAPÍTULO 7. Transporte de un electrón en una trayectoria cerrada 51

E+n,m − Ez = h̄ω(n−m). (7.13)

A partir de lo cual, se puede obtener niveles de energı́a en dirección al campo
magnético y viceversa

E+n,m = −h̄ω(m + 1) + h̄ω(n + 1). (7.14)

n m` E+n,m`

0 0 E0,0 = 0h̄ω
1 1 E1,1 = 0h̄ω
2 2 E2,2 = 0h̄ω
3 3 E3,3 = 0h̄ω
4 4 E4,4 = 0h̄ω
2 0 E2,0 = 2h̄ω
3 1 E3,1 = 2h̄ω
4 2 E4,2 = 2h̄ω
1 -1 E1,−1 = 2h̄ω
4 0 E4,0 = 4h̄ω
3 -1 E3,−1 = 4h̄ω
2 -2 E4,0 = 8h̄ω
4 -2 E4,−2 = 6h̄ω
3 -3 E4,2 = 6h̄ω
4 -4 E4,2 = 8h̄ω

Tabla 7.3: Niveles de energı́a para el electrón que se mueve en sentido contrario a las
agujas del reloj.

Mientras que para el movimiento en dirección contraria, el nivel de energı́a corres-
pondiente toma la forma de los niveles de energı́a de la ecuación (7.12)

E−n,m = h̄ω(n−m + 2), (7.15)

los cuales toman los mismos niveles de energı́a obtenidos en la dirección del espı́n
arriba con carga +e, un claro ejemplo de ello son los niveles de energı́a que contienen
los números cuánticos correspondientes en E0,0, E1,1, E2,2,E3,3 y E4,4. Al realizar las
mismas operaciones en la ecuación (7.14), los niveles de energı́a son cada uno de los
mismos valores n y m que se caracterizan por las direcciones contraria al movimiento
del electrón. Esto quiere decir, que los niveles de energı́a se comportan de tal manera
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52 CAPÍTULO 7. Transporte de un electrón en una trayectoria cerrada

que invierten su dirección de espı́n arriba a espı́n abajo, a su vez que también cambian
su forma en la ecuación. Lo interesante es que la forma de la constante de normaliza-
ción como las de las ecuaciones (6.10) y (6.14) se ven obligada intercambiar de energı́a
positiva a energı́a negativa.

n m` E−n,m`

0 0 E0,0 = 2h̄ω
1 1 E1,1 = 2h̄ω
2 2 E2,2 = 2h̄ω
3 3 E3,3 = 2h̄ω
4 4 E4,4 = 2h̄ω
2 0 E2,0 = 4h̄ω
3 1 E3,1 = 4h̄ω
4 2 E4,2 = 4h̄ω
1 -1 E1,−1 = 4h̄ω
3 -1 E3,−1 = 6h̄ω
2 -2 E2,−2 = 6h̄ω
4 -2 E4,−2 = 8h̄ω
3 -3 E3,−3 = 8h̄ω
4 -4 E4,2 = 10h̄ω

Tabla 7.4: Niveles de energı́a con proyección espı́n abajo.

Estos niveles de energı́a son interesantes debido a los lugares en los que el electrón
puede ser localizado para una distribución de estructura de corriente azimutal, al igual
que sus resultados con la estadı́stica de Bose-Einstein y Fermi- Dirac [42].

7.1. Distribuciones de probabilidades radiales
relativistas

El desarrollo analı́tico de la ecuación relativista es mucho más enriquecedora para
los valores de la ecuación diferencial de los polinomios de Laguerre. Cada uno de
los valores emitidos y modificados de energı́a positiva son de ascenso como descenso
en solución de la suma total de la energı́a cuadrática, en los que los cada uno revelan
anillos concéntricos denotados por el ı́ndice del Polinomio de Laguerre [43]. Aplicando
la solución de la parte positiva, el espinor se escribe como la solución del espinor de
Dirac, en los que los que el número cuántico m, toma dos direcciones de acuerdo a la
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modificación de la ecuación de Dirac, cuyas soluciones para m > 0, se escriben en la
forma siguiente:

Ψ1↑ = ∆+

ρ̄|m|L|m|Ω+
(ρ̄2)


m0c2 + E+

0
h̄ckz
0

+
√

2ieiθ ρ̄|m|+1L|m|+1
Ω+

(ρ̄2)


0
0
0√

eB0
h̄c


 ,(7.16)

Ψ1↓ = ∆+

ρ̄|m|L|m|Ω+
(ρ̄2)


0
m0c2 + E+

0
−h̄ckz




−∆+

√2(Ω+ + |m|)ie−iθ ρ̄|m|−1L|m|−1
Ω+

(ρ̄2)


0
0√

eB0
h̄c

0


 . (7.17)

De acuerdo a las soluciones anteriores podemos observar el valor del ı́ndice del
polinomio de Laguerre Ω± y los valores de ∆±, estos valores vienen de encontrar la
solución de la ecuación diferencial radial de Dirac y las interacciones del electrón con
el campo magnético. También ρ̄ contiene el cambio de variable, que es igual a ρ̄ = ηr.

δ+ =
1
2

(
E2
+ −m2

0c4

2h̄2c2
− k2

z
2
+

eB0

2h̄c
(m− |m|)

)
, (7.18)

Ω+ =
1

4α

[
E2
+ −m2

0c4

h̄2c2
− k2

z

]
+

(m− |m|)
2

, (7.19)

δ− =
1
2

(
E2
− −m2

0c4

2h̄2c2
− k2

z
2
+

eB0

2h̄c
(m− |m| − 2)

)
, (7.20)

Ω− =
1

4α

[
E2
− −m2

0c4

h̄2c2
− k2

z

]
+

(m− |m| − 2)
2

, (7.21)

∆+ = ei(kzz−E+t+mθ)e−
ρ̄2
2 . (7.22)
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54 CAPÍTULO 7. Transporte de un electrón en una trayectoria cerrada

El valor de α es uno de los valores obtenidos por la ecuación diferencial radial del
capitulo 2 de la ecuación (2.42), escrito ası́ es igual a ν. Los siguientes valores en el
espinor son resueltos para valores m < 0, cuyos valores toman la forma siguiente:

Ψ
′
1↑ = ∆

′
−

ρ̄|m|L|m|
Ω′+

(ρ̄2)


m0c2 + E+

0
h̄ckz
0




−∆
′
−

√2(Ω
′
+ + 1)ieiθ ρ̄|m|−1L|m|−1

Ω′++1
(ρ̄2)


0
0
0√

eB0
h̄c


 , (7.23)

Ψ
′
1↓ = ∆

′
−

ρ̄|m|L|m|
Ω′+

(ρ̄2)


0
m0c2 + E+

0
−h̄ckz




+∆
′
−

√2ie−iθ ρ̄|m|+1L|m|+1
Ω′+−1

(ρ̄2)


0
0√

eB0
h̄c

0


 . (7.24)

Los valores m negativos del momento angular hacen que el electrón comience a
moverse en sentido de las agujas del reloj. Por lo tanto, a diferencia del caso anterior
los siguientes valores en relación al ı́ndice del polinomio de Laguerre y las soluciones
de la ecuación de Dirac, toman la forma en sentido contrario a las direcciones del
espı́n del electrón para cada uno de sus valores de energı́a.

δ+ =
1
2

(
E2
+ −m2

0c4

2h̄2c2
− k2

z
2
+

eB0

2h̄c
(m− |m| − 2)

)
, (7.25)

Ω
′
+ =

1
4α

[
E2
+ −m2

0c4

h̄2c2
− k2

z

]
+

(m− |m| − 2)
2

, (7.26)

δ− =
1
2

(
E2
− −m2

0c4

2h̄2c2
− k2

z
2
+

eB0

2h̄c
(m− |m|)

)
, (7.27)
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Ω
′
− =

1
4α

[
E2
− −m2

0c4

h̄2c2
− k2

z

]
+

(m− |m|)
2

, (7.28)

∆
′
− = ei(kzz−E+t−mθ)e−

ρ̄2
2 . (7.29)

A partir de los espinores anteriores, es posible obtener cada uno de los valo-
res del flujo de corriente relativista en las densidades de probabilidad usando jµ =

Ψ†
1↑γ0γµΨ1↑ a como se usa en la literatura [44]. Primeramente para el caso de m > 0

con carga (−e),

∫
j0 = π

(|m|+ Ω+)!
(Ω+)!

[
m2

0c4 + E2
+ + 2m0c2E+

]
+π

(|m|+ Ω+)!
(Ω+)!

[
h̄2c2k2

z +
2B0e

h̄c
(|m|+ Ω+ + 1)

]
, (7.30)

y con la energı́a E+, la dinámica del electrón permite obtener los valores en términos
de los niveles de Landua y la separación Zeeman

E2
+ = h̄ceB0(2k + |m|+ 1)− h̄ceB0(m + 1) + h̄2c2k2

z + m2
0c4. (7.31)

De acuerdo a la ecuación (7.31), y al usar h̄ = c = 1, se obtiene como solución el
valor de la densidad de probabilidad de corriente de la ecuación (7.30),∫

j0 = π
(|m|+ Ω+)!

(Ω+)!
[2E+(E+ + m0) + eB0(|m|+ m + 2)] . (7.32)

El valor Ω± contiene los valores de los números cuánticos (n, m) contenidos por k.
De la misma forma es obtenido la segunda cantidad de j0 para m > 0, considerando
la dirección antiparalela al campo magnético.∫

j0 = π
(|m|+ Ω−)!

(Ω−)!
[2E−(E− + m0) + eB0(|m|+ m− 2)] , (7.33)

E2
− = h̄ceB0(2k + |m|+ 1)− h̄ceB0(m− 1) + h̄2c2k2

z + m2
0c4. (7.34)

Para el caso m < 0, con carga (+e); los valores en las densidades de probabilidad
proporcionan trayectorias contrarias a los casos anteriores

∫
j0 = π

(|m|+ Ω
′
+)!

(Ω′
+)!

[2E+(E+ + m0) + eB0(m− |m|)] , (7.35)
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56 CAPÍTULO 7. Transporte de un electrón en una trayectoria cerrada

E2
+ = h̄ceB0(2k + |m|+ 1) + h̄ceB0(m + 1) + h̄2c2k2

z + m2
0c4. (7.36)

Para el último valor de energı́a con dirección espı́n hacia abajo, el resultado j0 toma
la forma siguiente:

∫
j0 = π

(|m|+ Ω
′
−)!

(Ω′
−)!

[2E+(E+ + m0) + eB0(m− |m|)] , (7.37)

E2
− = h̄ceB0(2k + |m|+ 1) + h̄ceB0(m− 1) + h̄2c2k2

z + m2
0c4. (7.38)

A diferencia de Ω± que solo contiene el valor (n, m) en k, Ω
′± contiene los valores

(n, m) en k mas un valor m del momento angular orbital, no habiendo diferencias en
ello con respecto a j0.

7.2. Espinores de Dirac

En la sección 7.1 se representa el espinor con proyección espı́n semientero para la
estructura de corriente, cada uno de los valores son diferentes para cada dirección del
electrón, de acuerdo a la definición de partı́cula positiva y negativa. Al considerar los
valores de la tabla 7.1, se representa la solución de la forma siguiente:

U+
n,m =

(
ξn,m(r, θ)
0

)
ei pzz

h̄ , U−n,m =

(
0
ξn,m(r, θ)

)
ei pzz

h̄ , (7.39)

cabe destacar que estos operadores con movimiento hacia la derecha e izquierda son
para el caso del movimiento de la antipartı́cula [45]. Un claro ejemplo de cómo se
puede representar los espinores para las proyecciones ξ1,1(r, θ) y ξ2,0(r, θ), con los
niveles de energı́as, y que sus soluciones se vean reducidas a un valor definido, son
para casos donde B0 es muy grande. En este sentido se estudian para cargas en sentido
a las manecillas del reloj, y en el sentido contrario a las manecillas del reloj. Iniciando
con la forma

U↑1,1 = A1,1


ξ1,1(r, θ)
0
cpzξ1,1(r,θ)
(E1,1+m0c2)
2ih̄cηξ2,2(r,θ)
(E1,1+m0c2)

 ei pzz
h̄ , (7.40)

donde la constante de normalización es
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A1,1 =

[
1 +

c2p2
z

(E1,1 + m0c2)2 +
4h̄2c2η2

(E1,1 + m0c2)2

]− 1
2

. (7.41)

Con los valores B0 distintos de un campo magnético muy grande y con carga −e,
la constante de normalización se reescribe en la forma:

A1,1 =
(E1,1 + m0c2)√

(E1,1 + m0c2)2 + h̄2c2k2
z + 4h̄2c2η2

=
(E1,1 + m0c2)√

2E1,1(E1,1 + m0c2) + 4h̄2c2η2
. (7.42)

El operador cinético del momento angular en el espinor de la ecuación (7.39) se
muestra con su respectiva respuesta

∫
U↑†1,1r2U↑1,1 =

2A2
1,1

η2

[
2E1,1(E1,1 + m0c2) + 6h̄2c2η2

(E1,1 + m0c2)2

]
. (7.43)

Escrito de esta manera, los valores de energı́a y las proyecciones en el efecto Zee-
man son positivos. Esto debido a que las soluciones de los números cuánticos son
idénticos y los términos cuadráticos, en general se reducen solamente a valores de la
dirección libre y energı́a relativista m2

0c4. Ahora si el valor del campo magnético es
intenso B0 −→ ∞, entonces se ignora m0c2 de tal forma que las ecuaciones (7.41) y
(7.42) se convierten en

∫
U↑†1,1r2U↑1,1 =

2A2
1,1

η2

[
2E2

1,1 + 6h̄2c2η2

E2
1,1

]
, (7.44)

A1,1 =
E1,1√

E2
1,1 + h̄2c2k2

z + 4h̄2c2η2
=

E1,1√
2E2

1,1 + 4h̄2c2η2
. (7.45)

En cuanto a la carga +e no se preservan los valores del momento angular en pro-
medio de r2, es decir, existe una superposición de los estados en los espinores, de tal
modo que los valores en promedio del operador del momento angular y la constante
de normalización se escribe como:

A1,1 =
(E1,1 + m0c2)√

2E1,1(E1,1 + m0c2)
, (7.46)

∫
U↑†1,1r2U↑1,1 =

4A2
1,1

η2

[
E1,1(E1,1 + m0c2) + h̄2c2η2

(E1,1 + m0c2)2

]
. (7.47)
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Lo cual describe un estado con las misma información en que se define la energı́a
relativista en suma de los valores (n + m + 2). Para campos B0 −→ ∞, lo anterior se
reduce a una separación de superposiciones de estados

A1,1 =
1√
2

, (7.48)

∫
U↑†1,1r2U↑1,1 =

4A2
1,1

η2

[
E2

1,1 + h̄2c2η2

E2
1,1

]
. (7.49)

A diferencia de la sección anterior, los estados limitados del campo magnético solo
tienen valores en relación a las cargas ±e, ligados a la energı́a positiva y a los espec-
tros de energı́as, esto sin incluir los valores de m positivos y negativos del momento
angular orbital. Al realizar en sentido con espı́n abajo las soluciones se transforman
en la forma siguiente:

U↓1,1 = B1,1


0
ξ1,1(r, θ)
2ih̄cηξ0,0(r,θ)
(E1,1+m0c2)
−cpzξ1,1(r,θ)
(E1,1+m0c2)

 ei pzz
h̄ . (7.50)

Donde la constante de normalización se limita a los espectros energéticos pero en
dirección Zeeman antiparalela al campo magnético

B1,1 =

[
1 +

4h̄2c2η2

(E1,1 + m0c2)2 +
c2p2

z
(E1,1 + m0c2)2

]− 1
2

. (7.51)

En dirección en sentido contrario a las agujas del reloj, la carga es −e, por lo que
la constante de normalización en esta configuración representa estados de energı́as
menores a los estados de energı́a con espı́n arriba

A1,1 =
(E1,1 + m0c2)√

2E1,1(E1,1 + m0c2)
, (7.52)

∫
U↑†1,1r2U↑1,1 =

4A2
1,1

η2

[
E1,1(E1,1 + m0c2)− h̄2c2η2

(E1,1 + m0c2)2

]
. (7.53)

Lo cual describe un estado con las misma información en que se define la energı́a
relativista en suma de los valores (n− m + 2). Para campos B0 −→ ∞, lo anterior se
reduce a una separación de superposiciones de estados
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A1,1 =
1√
2

, (7.54)

∫
U↑†1,1r2U↑1,1 =

4A2
1,1

η2

[
E2

1,1 − h̄2c2η2

E2
1,1

]
, (7.55)

continuando con el mismo procedimiento, se toma para la carga +e los resultados A1,1
y la probabilidad media del operador del momento angular

A1,1 =
(E1,1 + m0c2)√

2E1,1(E1,1 + m0c2)
, (7.56)

∫
U↑†1,1r2U↑1,1 =

4A2
1,1

η2

[
E1,1(E1,1 + m0c2)− h̄2c2η2

(E1,1 + m0c2)2

]
. (7.57)

Siendo un estado con las misma información que define la energı́a relativista en
suma de los valores (n + m) de la ecuación (6.19). Para campos B0 −→ ∞, lo anterior
se reduce a una separación de superposiciones de estados

A1,1 =
1√
2

, (7.58)

∫
U↑†1,1r2U↑1,1 =

4A2
1,1

η2

[
E2

1,1 − h̄2c2η2

E2
1,1

]
, (7.59)

resultan ser los mismos, pero esto solo para valores en los que n = m en los núme-
ros cuánticos [46]. Todo esto se aplica en los capı́tulos siguientes, ası́ que hay que
tener presente que durante la rotaciones sobre los grados del libertad del espı́n, es-
tas direcciones de cargas aparecen y por lo cual, sus valores tanto en la constante de
normalización como en los valores de estructuras de corrientes son distintas.

7.3. Puntos importantes que se deben de considerar en el
transporte de un electrón relativista

Para el transporte de un electrón relativista primero se deben de considerar las
matrices de Pauli en coordenadas polares

~σ =

(
0 e−iθ

eiθ 0

)
r̂ +

(
0 −ie−iθ

ieiθ 0

)
θ̂ +

(
1 0
0 −1

)
ẑ. (7.60)
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El siguiente paso es rotarlo con respecto al operador de rotación del espı́n
semientero, en torno al eje z

ei φ
2 σz~σe−i φ

2 σz =
(

ei φ
2 σz σ̂xe−i φ

2 σz
)

x̂ +
(

ei φ
2 σz σ̂ye−i φ

2 σz
)

ŷ +
(

ei φ
2 σz σ̂ze−i φ

2 σz
)

ẑ. (7.61)

Los siguiente es tomar el valor propio que conserva el momento angular total, es
decir, la forma de la solución del problema cuántico, sin que la ecuación diferencial
quede alterada

~σ
′
=

(
0 Ge−iθ

Geiθ 0

)
r̂ +

(
0 −iGe−iθ

iGeiθ 0

)
θ̂ +

(
1 0
0 −1

)
ẑ. (7.62)

El valor G es solamente el valor obtenido por el operador de rotación, después lo
que se hace es resolver la ecuación diferencial que da la forma de la ecuación relativista
de un electrón en un campo magnético uniforme. Lo que produce que el movimiento
del electrón invierta su dirección de acuerdo al número cuántico azimutal m, en el que
solo pueden ocurrir valores de m positivo o negativos, por ejemplo, para el caso de
m positivo son paralelas, y eso hace que el movimiento del electrón se vea afectada y
que sus soluciones en la normalización de los espinores se inviertan de una partı́cula
con energı́a positiva a una partı́cula con energı́a negativa, todo ello a partir de la
rotación del espı́n y la conservación del momento angular total. Por lo tanto, el lı́mite
superior de |m| se ve afectado por el movimiento del electrón en el número cuántico
de espı́n. Esto no quiere decir que se rompa alguna regla fı́sica, simplemente, hace
que el electrón cambie su forma de componentes pequeñas a componentes grandes o
también inversamente, dependiendo de con que dirección se inicie el transporte del
electrón.
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Capı́tulo 8

Predicción de las probabilidades de
proyección de espı́n para el traslado de
un electrón por una trayectoria cerrada

Se ha visto que el sistema relativista, estudiado en el capı́tulo 7 es representado por
los vórtices de electrones. De esta forma la estructura del movimiento de la carga es de
interés para el transporte completo del electrón. Usando el operador de rotación en el
sentido del movimiento interno del espı́n semientero, la información se refleja en toda
la ecuación del movimiento radial. En este capı́tulo, se cambia la perspectiva para en-
contrar vórtices de electrones en relación a sus estructuras de corrientes, como también
en sus valores propios, en detalle a cada uno de los valores φ del espı́n semientero.
El estudio se extienden para casos relativistas, aunque en detalle a su conservación de
momento angular total, también para el caso unidimensional no relativista.

8.1. Densidad de Probabilidad

El modelo que se utiliza describe la densidad de probabilidad para la energı́a cinéti-
ca del momento angular y la estructura de corriente a un modo de los valores en
los ı́ndices del polinomio de Laguerre. Es importante mencionar que el concepto del
espı́n debe ser tratado como un concepto abstracto del momento angular que vive en
su propio espacio de Hilbert [47]. Al considerar los resultados de los estados cuan-
do es rotado en el eje y, la información total de la ecuación relativista radica en la
comparación de las diferentes direcciones en superposiciones de los ángulos medios
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|χ+〉 = cos
φ

2

∣∣∣∣12,
1
2

〉
+ sen

φ

2

∣∣∣∣12,−1
2

〉
, (8.1)

|χ−〉 = cos
φ

2

∣∣∣∣12,−1
2

〉
− sen

φ

2

∣∣∣∣12,
1
2

〉
, (8.2)

en el que las dos primeras ecuaciones corresponden a los espinores del electrón y a
las energı́as del sistema, es decir, los estados referidos a cada una de las observables
y a cada uno de los valores posibles hasta llegar al valor total de φ = 4π. En cuanto
al valor propio referido se distingue por el que describe el valor propio del operador
semientero, como también un valor ligado a esa misma solución [48].

~̂σ ·~̂k |χ±〉 = ± |χ±〉 . (8.3)

8.2. Vórtices de electrones rotados

El operador de rotación afecta a toda la ecuación de Dirac para un electrón someti-
do en un campo magnético. En esta sección, se incluye la interacción entre el operador
de rotación y la forma de la matriz de Pauli escrito en coordenadas cilı́ndricas. Para el
primer caso φ = π

6 , el movimiento radial es el valor propio de la ecuación en el que la
ecuación total se conserva, esto en la dirección axial z.

σr =

(
0 A

′
e−iθ

A
′
eiθ 0

)
, σθ =

(
0 −iA

′
e−iθ

iA
′
eiθ 0

)
, (8.4)

donde A
′

corresponde al valor propio de φ, siendo A
′
=
√

3
2 = a y de acuerdo al

operador de helicidad la ecuación de movimiento radial tiene la forma:[
d2

dρ̄2 +
1
ρ̄

d
dρ̄

+
B0e
h̄ca

(m + 1)−
B2

0e2ρ̄2

4h̄2c2a2
− m2

ρ̄2 +
E2
+ −m2

0c4

a2h̄2c2

]
Ψ = 0. (8.5)

Siguiendo los procedimientos de la sección 2.4, se obtiene:

Ω+ =
1

4α

[
E2
+ −m2

0c4

h̄2c2a2
− k2

z

]
+

(m− |m|)
2

, (8.6)

donde el valor en α = B0e
2h̄ca , cambia para cada uno de los valores distintos en φ, en

el que el operador de rotación eiσz
φ
2 y e−iσz

φ
2 cambian las direcciones para σx y σy. De
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CAPÍTULO 8. 8.2. VÓRTICES DE ELECTRONES ROTADOS 63

acuerdo a ello, las soluciones proporcionadas forman valores distintos para cada uno
de lo vórtices de electrones

Ψ1↑ = ∆+

ρ̄|m|L|m|Ω+
(ρ̄2)


m0c2 + E+

0
h̄ckz
0

+ (3)
1
4 ieiθ ρ̄|m|+1L|m|+1

Ω+
(ρ̄2)


0
0
0√

eB0
h̄c


 (8.7)

Con el cambio en su estructura de corriente se obtiene como resultado:

∫
j0 = π

(|m|+ Ω+)!
(Ω+)!

[
m2

0c4 + E2
+ + 2m0c2E+ + h̄2c2k2

z +

√
3B0e
h̄c

(|m|+ Ω+ + 1)

]
,

(8.8)
mientras que la energı́a cinética del momento angular viene a ser el valor promedio
en r2 en relación al ı́ndice del polinomio de Laguerre y al valor absoluto del número
cuántico |m|,

∫
Ψ†

1↑r
2Ψ1↑ = D+

[
((E+ + m0c2)2 + k2

z)(2Ω+ + |m|+ 1)
]

+D+

[√
3B0e
h̄c

(Ω+ + |m|+ 1)(2Ω+ + |m|+ 2)

]
, (8.9)

siendo el valor D+ el valor obtenido al integrar el primer valor rotado en φ = π
6 , por

lo tanto D+ = π
√

3h̄c
B0e

(|m|+Ω+)!
(Ω+)!

. Ası́ vemos la estrecha relación con la pureza de rotación
definida por el transporte del electrón en toda la ecuación relativista [49]. De la misma
forma, el valor obtenido para m < 0 se ve afectado en conjunto de la superposición
del espinor

Ψ
′
1↑ = ∆

′
−

ρ̄|m|L|m|
Ω′+

(ρ̄2)


m0c2 + E+

0
h̄ckz
0




−∆
′
−

(3)
1
4 (Ω

′
+ + 1)ieiθ ρ̄|m|−1L|m|−1

Ω′++1
(ρ̄2)


0
0
0√

eB0
h̄c


 . (8.10)
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En donde los valores Ω
′
+ vienen del valor del ı́ndice que contiene el valor propio

del valor a

Ω
′
+ =

1
4α

[
E2
+ −m2

0c4

h̄2c2a2
− k2

z

]
+

(m− |m| − 2)
2

, (8.11)

como resultado la estructura de corriente resulta ser el valor anterior; visto por la
diferencia de la ecuación (7.19), de acuerdo al polinomio de Laguerre

∫
j0 = π

(|m|+ Ω
′
+)!

(Ω′
+)!

[
m2

0c4 + E2
+ + 2m0c2E+ + h̄2c2k2

z +

√
3B0e
h̄c

(Ω
′
+ + 1)

]
, (8.12)

mientras que la energı́a cinética del momento angular en r2 es el valor

∫
Ψ†′

1↑r
2Ψ
′
1↑ = D

′
+

[
((E+ + m0c2)2 + k2

z)(2Ω
′
+ + |m|+ 1)

]
+D

′
+

[√
3B0e
h̄c

(Ω
′
+ + 1)(2Ω

′
+ + |m|+ 2)

]
, (8.13)

siendo D
′
+ = π

√
3h̄c

B0e
(|m|+Ω

′
+)!

(Ω′+)!
con valor contenido en m < 0. Es necesario mencionar

que se ha transportado el electrón en la ecuación diferencial relativista, para cono-
cer con mayor detalle la estructura de su solución espectral, a partir del movimiento
interno propio del número cuántico de espı́n. Lo que resulta en niveles de energı́a
diferentes a lo que se obtienen en el capı́tulo 6 de la sección 6.1, son valores más pe-
queños y de acuerdo al movimiento del electrón se aproximan al valor de la ecuación
(6.20) conforme se acercan a 2π.

8.3. Órbitas y Probabilidades para el valor φ = 2π
3

El hecho de elegir este valor en φ es debido a que la dirección del electrón en
sentido contrario a las manecillas del reloj, ha cambiado su dirección en sentido a las
manecillas, haciendo entre ver que tanto su ecuación de movimiento radial como sus
operadores de la ecuación (8.4) cambian también de direcciones, el valor propio para
φ = 2π

3 , es a = −1
2 , por lo que la ecuación de movimiento radial toma la forma:
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[
d2

dρ̄2 +
1
ρ̄

d
dρ̄
− 2B0e

h̄c
(m + 1)−

B2
0e2ρ̄2

h̄2c2
− m2

ρ̄2 +
4(E2

+ −m2
0c4)

h̄2c2

]
Ψ = 0. (8.14)

De acuerdo a los procedimientos de la sección 2.4, el valor que contiene el polino-
mio de Laguerre es uno de los ı́ndices que puede factorizar a Γ =

(
n−|m|

2

)
, aunque su

forma aquı́, se ve afectada en los diferentes puntos de rotación del espı́n semientero,
es de interés debido a que se puede observar el cambio de dirección de un caso de
energı́a positiva a otro de energı́a negativa. Por lo que las superposiciones son distin-
tas de las ecuaciones (7.16) y (7.17), en comparación a (8.16) y (8.17), esto también se
refleja en los operadores de creación y destrucción de partı́culas, porque afecta toda la
ecuación de movimiento relativista, siendo ası́, resultados diferentes para cada punto
φ del operador de rotación del espı́n 1

2 , en la ecuación de Dirac

Ω+ =
1

2α

[
2(E2

+ −m2
0c4)

h̄2c2
− k2

z

]
− (m + |m|+ 2)

2
, (8.15)

donde α para este caso viene a ser α = B0e
h̄c . De acuerdo a ello las soluciones propor-

cionadas forman valores distintos solo que en dirección contraria a la sección 7.1.

Ψ1↑ = ∆+

ρ̄|m|L|m|Ω+
(ρ̄2)


m0c2 + E+

0
h̄ckz
0




−∆+

ieiθ ρ̄|m|+1L|m|+1
Ω+

(ρ̄2)


0
0
0√

eB0
h̄c


 , (8.16)

Ψ1↓ = ∆+

ρ̄|m|L|m|Ω+
(ρ̄2)


0
m0c2 + E+

0
−h̄ckz




+∆+

(Ω+ + |m|)ie−iθ ρ̄|m|−1L|m|−1
Ω+

(ρ̄2)


0
0√

eB0
h̄c

0


 . (8.17)
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La solución siguiente es obtenida para valores m < 0, en que se invierten las
direcciones con el modelo de valores propios negativos, con los cuales se estudian las
estructuras de corriente y energı́a cinética.

Ψ
′
1↑ = ∆

′
−

ρ̄|m|L|m|
Ω′+

(ρ̄2)


m0c2 + E+

0
h̄ckz
0




+∆
′
−

(Ω
′
+ + 1)ieiθ ρ̄|m|−1L|m|−1

Ω′++1
(ρ̄2)


0
0
0√

eB0
h̄c


 , (8.18)

Ψ
′
1↓ = ∆

′
−

ρ̄|m|L|m|
Ω′+

(ρ̄2)


0
m0c2 + E+

0
−h̄ckz




−∆
′
−

−iθ ρ̄|m|+1L|m|+1
Ω′+−1

(ρ̄2)


0
0√

eB0
h̄c

0


 , (8.19)

Ω
′
+ =

1
2α

[
2(E2

+ −m2
0c4)

h̄2c2
− k2

z

]
− (m + |m|)

2
. (8.20)

Algunas caracterı́sticas interesantes son inferidas por las direcciones del electrón
cuando alcanza la primera cuarta parte del camino, con la elección de los primeros
casos en el que el movimiento se conserva siempre con el signo positivo en el efecto
Zeeman, y negativo cuando bajo la influencia del operador de rotación alcanza el
punto φ = 2π

3 y termina en φ = 4π
3 . Ası́ que la conservación del signo positivo regresa

cuando φ > 4π
3 y finaliza en el punto φ = 2π.
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Figura 8.1: Espinores de Dirac y sus cambios de direcciones [92]. Refleja el cómo las
componentes se mueven de acuerdo al transporte del electrón.
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8.4. Estados propios y estructuras de corrientes
del transporte de un electrón para distintos valores
de φ

Ahora se considera el caso completo del transporte del electrón relativista en las
estructuras de corrientes, como también de su primera vuelta en el espacio interno del
espı́n del electrón. La tabla 8.1 muestra los estados de energı́as y frecuencias magnéti-
cas armónica desde φ = 0 hasta φ = 2π.

φ E+n,m α valores propios
0 E2

+ = h̄cB0e(2k + |m|+ 1)− h̄cB0e(m + 1) + m2
0c4 B0e

2h̄c a = 1
π
6 E2

+ =
√

3
2 h̄cB0e(2k + |m|+ 1)−

√
3

2 h̄cB0e(m + 1) + m2
0c4 B0e

h̄c
√

3
a =

√
3

2
π
4 E2

+ = 1√
2
h̄cB0e(2k + |m|+ 1)− 1√

2
h̄cB0e(m + 1) + m2

0c4 B0e
h̄c
√

2
a = 1√

2
π
3 E2

+ = 1
2 h̄cB0e(2k + |m|+ 1)− 1

2 h̄cB0e(m + 1) + m2
0c4 B0e

h̄c a = 1
2

π
2 X X X
2π
3 E2

+ = 1
2 h̄cB0e(2k + |m|+ 1) + 1

2 h̄cB0e(m + 1) + m2
0c4 B0e

h̄c a = −1
2

3π
4 E2

+ = 1√
2
h̄cB0e(2k + |m|+ 1) + 1√

2
h̄cB0e(m + 1) + m2

0c4 B0e
h̄c
√

2
a = − 1√

2
5π
6 E2

+ =
√

3
2 h̄cB0e(2k + |m|+ 1) +

√
3

2 h̄cB0e(m + 1) + m2
0c4 B0e

h̄c
√

3
a = −

√
3

2

π E2
+ = h̄cB0e(2k + |m|+ 1) + h̄cB0e(m + 1) + m2

0c4 B0e
2h̄c a = −1

7π
6 E2

+ =
√

3
2 h̄cB0e(2k + |m|+ 1) +

√
3

2 h̄cB0e(m + 1) + m2
0c4 B0e

h̄c
√

3
a = −

√
3

2
5π
4 E2

+ = 1√
2
h̄cB0e(2k + |m|+ 1) + 1√

2
h̄cB0e(m + 1) + m2

0c4 B0e
h̄c
√

2
a = − 1√

2
4π
3 E2

+ = 1
2 h̄cB0e(2k + |m|+ 1) + 1

2 h̄cB0e(m + 1) + m2
0c4 B0e

h̄c a = −1
2

3π
2 X X X

5π
3 E2

+ = 1
2 h̄cB0e(2k + |m|+ 1)− 1

2 h̄cB0e(m + 1) + m2
0c4 B0e

h̄c a = 1
2

7π
4 E2

+ = 1√
2
h̄cB0e(2k + |m|+ 1)− 1√

2
h̄cB0e(m + 1) + m2

0c4 B0e
h̄c
√

2
a = 1√

2
11π

6 E2
+ =

√
3

2 h̄cB0e(2k + |m|+ 1)−
√

3
2 h̄cB0e(m + 1) + m2

0c4 B0e
h̄c
√

3
a =

√
3

2

2π E2
+ = h̄cB0e(2k + |m|+ 1)− h̄cB0e(m + 1) + m2

0c4 B0e
2h̄c a = 1

Tabla 8.1: Estados propios del electrón relativista generados por el operador de ro-
tación espı́n 1

2 , en el eje z. Al igual que sus diferentes valores de α que contiene la
frecuencia armónica.

A continuación se muestra la tabla 8.2 que contiene la estructura de corriente del
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primer espinor, para diferentes valores que integra toda la componente del eje z en el
operador de rotación, esto usando jµ = Ψ†

1↑γ0γµΨ1↑.

φ j0 α

0 π
(|m|+Ω+)!

(Ω+)!

[
m2

0c4 + E2
+ + 2m0c2E+ + h̄2c2k2

z +
2B0e

h̄c (|m|+ Ω+ + 1)
]

B0e
2h̄c

π
6 π

(|m|+Ω+)!
(Ω+)!

[
m2

0c4 + E2
+ + 2m0c2E+ + h̄2c2k2

z +
√

3B0e
h̄c (|m|+ Ω+ + 1)

]
B0e

h̄c
√

3
π
4 π

(|m|+Ω+)!
(Ω+)!

[
m2

0c4 + E2
+ + 2m0c2E+ + h̄2c2k2

z +
√

2B0e
h̄c (|m|+ Ω+ + 1)

]
B0e

h̄c
√

2
π
3 π

(|m|+Ω+)!
(Ω+)!

[
m2

0c4 + E2
+ + 2m0c2E+ + h̄2c2k2

z +
B0e
h̄c (|m|+ Ω+ + 1)

]
B0e
h̄c

π
2 X X
2π
3 π

(|m|+Ω+)!
(Ω+)!

[
m2

0c4 + E2
+ + 2m0c2E+ + h̄2c2k2

z +
B0e
h̄c (|m|+ Ω+ + 1)

]
B0e
h̄c

3π
4 π

(|m|+Ω+)!
(Ω+)!

[
m2

0c4 + E2
+ + 2m0c2E+ + h̄2c2k2

z +
√

2B0e
h̄c (|m|+ Ω+ + 1)

]
B0e

h̄c
√

2
5π
6 π

(|m|+Ω+)!
(Ω+)!

[
m2

0c4 + E2
+ + 2m0c2E+ + h̄2c2k2

z +
√

3B0e
h̄c (|m|+ Ω+ + 1)

]
B0e

h̄c
√

3

π π
(|m|+Ω+)!

(Ω+)!

[
m2

0c4 + E2
+ + 2m0c2E+ + h̄2c2k2

z +
2B0e

h̄c (|m|+ Ω+ + 1)
]

B0e
2h̄c

7π
6 π

(|m|+Ω+)!
(Ω+)!

[
m2

0c4 + E2
+ + 2m0c2E+ + h̄2c2k2

z +
√

3B0e
h̄c (|m|+ Ω+ + 1)

]
B0e

h̄c
√

3
5π
4 π

(|m|+Ω+)!
(Ω+)!

[
m2

0c4 + E2
+ + 2m0c2E+ + h̄2c2k2

z +
√

2B0e
h̄c (|m|+ Ω+ + 1)

]
B0e

h̄c
√

2
4π
3 π

(|m|+Ω+)!
(Ω+)!

[
m2

0c4 + E2
+ + 2m0c2E+ + h̄2c2k2

z +
B0e
h̄c (|m|+ Ω+ + 1)

]
B0e
h̄c

3π
2 X X

5π
3 π

(|m|+Ω+)!
(Ω+)!

[
m2

0c4 + E2
+ + 2m0c2E+ + h̄2c2k2

z +
B0e
h̄c (|m|+ Ω+ + 1)

]
B0e
h̄c

7π
4 π

(|m|+Ω+)!
(Ω+)!

[
m2

0c4 + E2
+ + 2m0c2E+ + h̄2c2k2

z +
√

2B0e
h̄c (|m|+ Ω+ + 1)

]
B0e

h̄c
√

2
11π

6 π
(|m|+Ω+)!

(Ω+)!

[
m2

0c4 + E2
+ + 2m0c2E+ + h̄2c2k2

z +
√

3B0e
h̄c (|m|+ Ω+ + 1)

]
B0e

h̄c
√

3

Tabla 8.2: Estructuras de corrientes relativista generados por el operador de rotación
espı́n 1

2 en el eje z. Al igual que sus diferentes valores de α que contiene la frecuencia
armónica.

8.5. Espectro y funciones de onda en la norma de Landau

El movimiento del electrón no solo se ve afectado por el vector potencial magnético,
sino también por la dirección del electrón en el campo B0k̂, si el electrón posee un
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signo −, la ecuación de movimiento radial es contraria al movimiento radial con signo
positivo [50]. El estudio de estos dos tipos de movimiento son reflejados en los niveles
de energı́a, por lo que es importante mencionar que la estructura de sus soluciones
radiales y polinomiales son reflejados a través de las transformaciones en su simetrı́a
cilı́ndrica. Por el momento, si uno simplifica el problema para los valores propios de
la observable en x, por simplicidad se usa la simetrı́a en la norma de Landau y se
transforma en un solo eje y con la siguiente definición

Ax = B0y. (8.21)

En lugar de analizar el Hamiltoniano como sucede con el caso bidimensional, se
analiza el movimiento en un plano entre el operador de rotación y la observable σx

Ĥ =
1

2m0

(
p̂x +

eB0

c
y
)2

+
1

2m0
p̂2

y. (8.22)

El operador p̂x conmuta con el Hamiltoniano y por lo tanto la componente en esa
dirección se conserva. En este caso las funciones de onda propias del Hamiltoniano
y del operador p̂x forman un sistema completo de observables compatibles, esto de
la forma de los operadores de escaleras para h̄ω, siendo los operadores de ascenso y
descenso los siguientes:

a = i
√

m0ωc

2h̄

(
y +

i
m0ωc

(py − ipx)

)
, (8.23)

a† = −i
√

m0ωc

2h̄

(
y− i

m0ωc
(py + ipx)

)
, (8.24)

cumpliendo ası́ con el siguiente Hamiltoniano, a partir del cual, se encuentran los
niveles de energı́a

H = h̄ωc

(
a†a +

1
2

)
, (8.25)

Enpx = h̄ωc(n +
1
2
). (8.26)

El modelo esta ı́ntimamente relacionado con el caso anterior, pero sin el momento
angular orbital. Esto se debe a que cada nivel de Landau es independiente de px, que
también se debe a su conjunto de degeneración infinita [51]. En el contexto de informa-
ción cuántica, la función de onda del estado fundamental, es solución de la ecuación
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diferencial en uno de los operadores de escaleras, los casos radiales relativistas no son
tomados en cuenta, pero si sus soluciones no relativistas

1√
2bc

(
y + b2

c

(
∂

∂y
− i

∂

∂x

))
φ0px(x, y) = 0. (8.27)

En cuanto a b2
c = h̄

m0ωc
se escribe como la longitud magnética de un oscilador

armónico unidimensional de frecuencia ωc [52]. Y utilizando la ecuación diferencial en
y se obtiene la solución de la función de onda, cuya función de onda esta normalizada

Φnh1(x, y) =
1

π
1
4
√

2n+1πbcn!
eih1xHn

(
y + h1b2

c
bc

)
e
− 1

2b2
c
(y2+h1b2

c )
2

. (8.28)

Los términos que corresponden al conjunto de valores en relación a la longitud y
dirección magnética son proporcionadas por la dirección en el plano (x, y)

Hh1 = h̄ωc(a†
yay +

1
2
), (8.29)

ay =
1√
2bc

(
(y + h1b2

c ) + b2
c

∂

∂y

)
, (8.30)

a†
y =

1√
2bc

(
(y + h1b2

c )− b2
c

∂

∂y

)
. (8.31)

Las ecuaciones (8.30) y (8.31) corresponden a los estados propios del Hamiltoniano
del operador momento px, con autovalor px = h̄h1 en el que cada nivel degenerado
viene dado por h1 en los estados no propios de Ĵz [53]. Este resultado servirá para
estudiar los efectos del transporte del electrón en la siguientes secciones 9.1 y 9.2
donde se estudiara el operador de rotación para la observable z y sus diferentes valores
de φ, contenido en la información del movimiento del electrón en la norma de Landau
simétrico y en la norma de Landau del movimiento relativista.
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Capı́tulo 9

Operador rotación y Aplicación de la
Teorı́a de Cartan

En cuanto al operador que contienen los espinores de Cartan, corresponden a la
información que proporciona las matrices de Pauli, cada una de las bases representan
los niveles en los que la dirección del electrón se propaga en el espacio-tiempo en
su proporcionalidad de Helicidad [54]. En este sentido, la razón de introducir los
espinores de Cartan, es para demostrar cómo las soluciones invierten la dirección del
electrón a través del número cuántico m, que se expresa en las componentes de espı́n
arriba y abajo . Pero antes de ello, se analiza las soluciones en relación al operador de
rotación del eje y del espı́n semientero, que explı́citamente se expresa en la ecuación
no relativista, como también en la ecuación relativista de un plano en el eje x.

9.1. Transporte completo del electrón

Para estudiar la dinámica del electrón rotado, es necesario rotar completamente el
grado de libertad intrı́nseco y sustituirlo en las ecuaciones correspondientes. Para tal
fin, los valores en φ, que completa una vuelta 2π, están en relación a la separación
del nivel energético en z, como en el eje x, usando la interacción para el operador
de rotación en el eje y, se observa que el valor en φ = 0, corresponde al espacio del
movimiento del electrón, del cual es posible conocer valores fraccionarios, en este caso
el nivel fraccionario es la unidad del punto inicial del eje rotado

ei 0
2 σz σze−i 0

2 σz = σ
′
z. (9.1)

Al sustituirlo en la ecuación (2.17) se obtienen el mismos valor que el caso no
rotado, pero asociado al valor elegido en φ y propio de z
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Ĥ =
1

2m0

[(
P̂− e

c
~A
)2
− eh̄

2
σ
′
zB0

]
, (9.2)

los niveles de energı́a son producto de la separación del eje rotado, como también de
la conservación total perpendicular al eje z del plano bidimensional [55],

E± − Ez = −
h̄eB0

2m0c
(m± 1) +

h̄
2m0c

|e||B0|(|m|+ 2k + 1). (9.3)

Ahora si se representa la carga en dirección contraria, el movimiento produce como
resultado un nivel de energı́a distinto a la ecuación (9.3)

E± − Ez =
h̄eB0

2m0c
(m± 1) +

h̄
2m0c

|e||B0|(|m|+ 2k + 1). (9.4)

Para φ = π
6 , el valor se reduce a dos cantidades fraccionarias de dos matrices de

Pauli, siendo la observable z el valor que resta la observable x. Ambas matrices son
valores distintos que resuelven diferentes tipos de ecuaciones

ei π
12 σy σze−i π

12 =

√
3

2
σz −

1
2

σx. (9.5)

Se esta trabajando con las rotaciones de la observable σz porque la dirección del
campo magnético es dado por el producto vectorial del vector potencial magnético,
a partir del cual se obtienen dos sistemas que son separados en dos casos, uno en el
caso de la simetrı́a cilı́ndrica y el otro en un caso unidimensional de la ecuación en
la norma de Landau [56]. Al comenzar con el caso unidimensional, el producto de
rotación ha hecho que el vector potencial cambie de simétrico a uno en la dirección de
~A = B0yî, es decir, Ax = B0y, en el que ∇× ~A = −B0k̂. Con todo ello, el resultado que
se obtiene es el siguiente:

Ĥ =
1

2m0

(
P̂x +

eB0

c
y
)2

+
1

2m0
P̂2

y +
eB0

2m0c
Ŝx, (9.6)

siendo este un hecho interesante porque tiene una solución común para la observable
Ĥ que incluye Ŝx, esto a partir de la suma de conmutación para Ŝx y P̂x. De acuerdo a
la sección 8.5, la solución que se obtiene es la función de onda que esta normalizada

Φnh1(x, y) =
1

π
1
4
√

2n+1πbcn!
eih1xHn

(
y + h1b2

c
bc

)
e
− 1

2b2
c
(y2+h1b2

c )
2
∣∣∣∣12,±1

2

〉
. (9.7)

74

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.
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En donde cada una de sus proyecciones de espı́n arriba y abajo son las direcciones
del grado de libertad en x a partir del cual las direcciones no son soluciones propias
de Sz [57]. Esto quiere decir que el resultado ±1, resulta conveniente para el resultado
unidimensional, pero no para un caso tridimensional. Por lo que el nivel de energı́a es
la suma de la dirección espı́n en x y el valor de energı́a en nx

E = h̄ω(nx +
1
2
), (9.8)

Ŝx |ψx+〉 =
h̄
2
|ψx+〉 , (9.9)

Ŝx |ψx−〉 = −
h̄
2
|ψx−〉 . (9.10)

Esto es para un caso no relativista, mientras que en las sección 9.2 se tienen los
resultados para el caso relativista. Notemos que solo se ha trabajado con el caso uni-
dimensional en el que existe una relación entre Px y Sx esto a partir de la rotación
hecha por σz, que provoca que el resultado se divida en dos casos, el primero en uni-
dimensional, en el cual el vector potencial esta en la dirección x y el segundo en sus
direcciones en z, a partir del producto vectorial, también como niveles de energı́a dis-
tinto al caso anterior, hay que notar que solo se toma −1

2 σx. No se ha tomado con σz,
porque se desea una conservación total del sistema en el eje de la observable Sx. Para
el caso de la dirección

√
3

2 σz, la conservación del momento angular total en la dirección
z y el vector potencial magnético es el cambio del mismo en z, lo único diferente al
primer caso en Sx, es que los niveles de energı́a son fraccionarios de acuerdo al valor
propio en Sz

E± − Ez =
h̄eB0

2m0c
(m±

√
3

2
) +

h̄
2m0c

|e||B0|(|m|+ 2k + 1). (9.11)

En términos de los números cuánticos n y m se tiene

E±n,m =
h̄eB0

2m0c
(m±

√
3

2
) +

h̄
2m0c

|e||B0|(n + 1). (9.12)

Esto quiere decir que transportar un electrón en movimiento en el sistema del
rotación, implica un cambio en los niveles de energı́a, en efectos fraccionarios Zeeman,
como también en la simetrı́a gauge en cada uno de los niveles de Landau que tienen
una separación definida de acuerdo al grado de libertad del electrón. De acuerdo a
los resultados de la ecuaciones (9.4) y (9.12), se realiza la siguiente tabla, en la que
hay diferentes valores de energı́a de acuerdo al operador de rotación para los distintos
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valores de φ. Estos niveles se caracterizan por la separación de la simetrı́a cilı́ndricas y
unidimensionales, en donde las X representan valores nulos de los niveles de energı́a
en el eje z y eje x.

φ E±n,m − Ez E±n,m∓ 1
2

0 E±n,m = h̄eB0
2m0c (m± 1) + h̄

2m0c |e||B0|(n + 1) X (Valores nulos)
π
6 E±n,m = h̄eB0

2m0c (m±
√

3
2 ) + h̄

2m0c |e||B0|(n + 1) E± = h̄ωc(n + 1
2 +

1
2 m∓ 1

2
)

π
4 E±n,m = h̄eB0

2m0c (m±
1√
2
) + h̄

2m0c |e||B0|(n + 1) E± = h̄ωc(n + 1
2 +

1√
2
m∓ 1

2
)

π
3 E±n,m = h̄eB0

2m0c (m±
1
2) +

h̄
2m0c |e||B0|(n + 1) E± = h̄ωc(n + 1

2 +
√

3
2 m∓ 1

2
)

π
2 X (Valores nulos) E± = h̄ωc(n + 1

2 + m∓ 1
2
)

2π
3 E±n,m = h̄eB0

2m0c (m∓
1
2) +

h̄
2m0c |e||B0|(n + 1) E± = h̄ωc(n + 1

2 +
√

3
2 m∓ 1

2
)

3π
4 E±n,m = h̄eB0

2m0c (m∓
1√
2
) + h̄

2m0c |e||B0|(n + 1) E± = h̄ωc(n + 1
2 +

1√
2
m∓ 1

2
)

5π
6 E±n,m = h̄eB0

2m0c (m∓
√

3
2 ) + h̄

2m0c |e||B0|(n + 1) E± = h̄ωc(n + 1
2 +

1
2 m∓ 1

2
)

π E±n,m = h̄eB0
2m0c (m∓ 1) + h̄

2m0c |e||B0|(n + 1) X (Valores nulos)
7π
6 E±n,m = h̄eB0

2m0c (m∓
√

3
2 ) + h̄

2m0c |e||B0|(n + 1) E± = h̄ωc(n + 1
2 +

1
2 m∓ 1

2
)

5π
4 E±n,m = h̄eB0

2m0c (m∓
1√
2
) + h̄

2m0c |e||B0|(n + 1) E± = h̄ωc(n + 1
2 +

1√
2
m∓ 1

2
)

4π
3 E±n,m = h̄eB0

2m0c (m∓
1
2) +

h̄
2m0c |e||B0|(n + 1) E± = h̄ωc(n + 1

2 +
√

3
2 m∓ 1

2
)

3π
2 X (Valores nulos) E± = h̄ωc(n + 1

2 −m∓ 1
2
)

5π
3 E±n,m = h̄eB0

2m0c (m±
1
2) +

h̄
2m0c |e||B0|(n + 1) E± = h̄ωc(n + 1

2 +
√

3
2 m∓ 1

2
)

7π
4 E±n,m = h̄eB0

2m0c (m±
1√
2
) + h̄

2m0c |e||B0|(n + 1) E± = h̄ωc(n + 1
2 +

1√
2
m∓ 1

2
)

11π
6 E±n,m = h̄eB0

2m0c (m±
√

3
2 ) + h̄

2m0c |e||B0(n + 1) E± = h̄ωc(n + 1
2 +

1
2 m∓ 1

2
)

2π E±n,m = h̄eB0
2m0c (m± 1) + h̄

2m0c |e||B0|(n + 1) X (Valores nulos)

Tabla 9.1: Estados propios del oscilador de Schrödinger-Pauli rotados por el operador
espı́n 1

2 , etiquetados por cada uno de los números fraccionarios del efecto Zeeman y
el operador rotado a un plano x.

Es necesario notar que los valores de φ, son resultados de la ecuación siguiente

ei φ
2 σy σze−i φ

2 σy , (9.13)
cuyos resultados quedan en términos de las observables σz y σx, en donde las σx se
extiende a los casos de los polinomios de Hermite de los operadores de escaleras y los
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σz de los polinomio de Laguerre. El siguiente caso es estudiar el caso unidimensional
relativista para el espinor.

9.2. Transporte completo del electrón relativista

De acuerdo a la tabla 9.1, el electrón con espı́n semientero se mueve bajo un campo
magnético uniforme, en relación a su conservación total del momento Px y Ŝx, co-
mo también por el vector potencial magnético en la dirección Ax = B0y [58]. Cuya
representación en su forma matricial se escribe como:

H =

(
m0c2 G
G† −m0c2

)
. (9.14)

La forma matricial de la ecuación (9.14), es la forma radial de la ecuación de Dirac,
cuyos valores se encuentran en G y G†

G = CPy + i(cPx + eB0y), (9.15)

G† = CPy − i(cPx + eB0y), (9.16)

a partir del cual se obtiene: [
G†, G

]
= 2ceB0h̄. (9.17)

En donde los operadores de aniquilación y creación forman parte del operador
Helicidad y dirección magnética [59]

a =
1√
2bc

[
b2

c

(
∂

∂y
− i

∂

∂x

)
+ y
]

, (9.18)

a† =
1√
2bc

[
−b2

c

(
∂

∂y
+ i

∂

∂x

)
+ y
]

, (9.19)

cumpliendo ası́ con la relación proporcionada en ambas direcciones[
a, a†

]
= 1. (9.20)

Esto quiere decir que las ecuaciones (9.18) y (9.19) cumplen con las ecuaciones (8.30)
y (8.31) del capitulo 8 en los vórtices de electrones

G = −
√

2ceB0h̄a†, (9.21)
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78 CAPÍTULO 9. Aplicación de los espinores de Cartan

G† = −
√

2ceB0h̄a. (9.22)

Al saber que existe un conjunto completo de funciones propias para el Hamilto-
niano, se obtienen la funciones de onda propias a las direcciones fraccionarias en Sx,

Φn,px,ms =
1√
L1

ei px
h̄ xφn,px(y)

∣∣∣∣12,±1
2

〉
, (9.23)

φn,px,ms(y) =
1

π
1
4
√

2nn!
Hn

[
y + px

h̄ b2
c

bc

]
e
− 1

2b2
c
(y+ px

h̄ b2
c)

2 ∣∣∣∣12,±1
2

〉
. (9.24)

En donde el centro de la órbita esta encerrado en un rectángulo de área A = L1L2 y
ms, con las proyecciones del espı́n. Estas soluciones vienen de considerar la siguiente
ecuación, cuando φ = π

6 ,(
E2 −m2

0c4

2m0c2

)
Φ =

[
1

2m0

(
P̂x +

eB0

c
y
)2

+
1

2m0
P̂2

y +
eB0

2m0c
Ŝx

]
Φ, (9.25)

y de esa manera junto con Ŝx de las ecuaciones (9.9) y (9.10) se obtiene:(
E2 −m2

0c4

2m0c2 − 1
2m0

P2
y −

1
2

h̄ωcms∓

)
= h̄ωc(n +

1
2
), (9.26)

por lo que

E±n,ms =
√

h̄eB0c(2n + 1) + h̄eB0cms∓ + m2
0c4 + c2p2

y. (9.27)

Ahora al representar las soluciones a partir de sus correspondientes espinores, hay
que considerar primeramente la ecuación siguiente:

χ =
c~σ ·

(
−ih̄∇+ e

c
~A
)

E + m0c2 φ, (9.28)

a partir de la cual, se obtiene la constante de normalización

N =

√
En ±m0c2

2En
, (9.29)

y partiendo de los operadores de escaleras de la ecuación (9.18) y (9.19), se tiene que
la solución proporcionada forma
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a =
1√
2bc

[
b2

c

(
∂

∂y
− i

∂

∂x

)
+ y
]
=

1√
2

[√
h̄

m0ωc

∂

∂y
− i

√
h̄

m0ωc

∂

∂x
+

√
m0ωc

h̄
y

]
,

(9.30)
donde la ecuación (9.30), se aplica a la solución de la ecuación (9.25),

Hn

[
y + px

h̄ b2
c

bc

]
e
− 1

2b2
c
(y+ px

h̄ b2
c)

2

, (9.31)

donde el siguiente cambio de variable transforma la derivada en y a una derivada en
u

u =

√
m0ωc

h̄

(
y +

px

m0ωc

)
, (9.32)

∂

∂y
=

√
m0ωc

h̄
∂

∂u
, (9.33)

a partir de lo cual, se convierte en un operador de helicidad de una solución asintótica
radial

a =
1√
2

√
h̄

m0ωc

√
m0ωc

h̄
(u +

d
du

), (9.34)

con lo cual, el polinomio de Hermite se escribe en la forma siguiente

Hn(u)e−
1
2 u2

, (9.35)

donde n = 1, 2, ..., si n = 1 se obtiene que H1(u) = 2u en donde al realizar las
operaciones correspondientes se obtiene

(u +
d

du
)H1(u)e−

1
2 u2

= 2H0(u), (9.36)

por lo cual, los polinomio de Hermite forman el número de solución en valor del
número real

(u +
d

du
)Hn(u)e−

1
2 u2

= 2nHn−1(u). (9.37)

Es decir, que de acuerdo a la ecuación (9.28), (9.29) y (9.30), en relación a (9.22) se
obtiene el correspondiente espinor
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ψ±n,pxms =

√
En,ms ±m0c2

2En,ms

(
Φn,pxms
−E0

n,ms
±En,ms+m0c2 Φn−1,px,ms

)
. (9.38)

Cada nivel de energı́a está degenerado y los valores propios de Px caracterizan la
degeneración, también aparecen infinitos niveles de energı́a y el espectro muestra una
asimetrı́a espectral con el estado fundamental [52]. Al realizar la siguiente tabla, se
observa los valores de energı́a en los valores φ de las direcciones en x.

φ E±n,m∓ 1
2

0 X (Valores nulos)
π
6 E±n,ms = ±

√
h̄eB0c(2n + 1) + h̄eB0cms∓ + m2

0c4

π
4 E±n,ms = ±

√
h̄eB0c(2n + 1) + 2√

2
h̄eB0cms∓ + m2

0c4

π
3 E±n,ms = ±

√
h̄eB0c(2n + 1) +

√
3h̄eB0cms∓ + m2

0c4

π
2 E±n,ms = ±

√
h̄eB0c(2n + 1) + 2h̄eB0cms∓ + m2

0c4

2π
3 E±n,ms = ±

√
h̄eB0c(2n + 1) +

√
3h̄eB0cms∓ + m2

0c4

3π
4 E±n,ms = ±

√
h̄eB0c(2n + 1) + 2√

2
h̄eB0cms∓ + m2

0c4

5π
6 E±n,ms = ±

√
h̄eB0c(2n + 1) + h̄eB0cms∓ + m2

0c4

π X (Valores nulos)
7π
6 E±n,ms = ±

√
h̄eB0c(2n + 1) + h̄eB0cms∓ + m2

0c4

5π
4 E±n,ms = ±

√
2h̄eB0c(2n + 1) + 2√

2
h̄eB0cms∓ + m2

0c4

4π
3 E±n,ms = ±

√
h̄eB0c(2n + 1) +

√
3h̄eB0cms∓ + m2

0c4

3π
2 E±n,ms = ±

√
h̄eB0c(2n + 1)− 2h̄eB0cms∓ + m2

0c4

5π
3 E±n,ms = ±

√
h̄eB0c(2n + 1) +

√
3h̄eB0cms∓ + m2

0c4

7π
4 E±n,ms = ±

√
h̄eB0c(2n + 1) + 2√

2
h̄eB0cms∓ + m2

0c4

11π
6 E±n,ms = ±

√
h̄eB0c(2n + 1) +

√
3h̄eB0cms∓ + m2

0c4

2π X (Valores nulos)

Tabla 9.2: Estados propios rotados por el operador de rotación etiquetados por cada
uno de lo números fraccionarios del efecto Zeeman del plano en x.
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CAPÍTULO 9. 9.3. APLICACIÓN DE LOS ESPINORES DE CARTAN 81

Estos son los niveles de energı́a, que son cada uno de los valores en φ, para el
transporte completo relativista de los valores obtenidos en la dirección del eje x del
espı́n semientero, a su vez que el vector potencial en la norma de Landau es distinto
al simétrico.

9.3. Aplicación de los espinores de Cartan

Cartan define a los espinores como un vector isotrópico que contiene componentes
que satisfacen el producto vectorial de su igualdad en el valor nulo [60],

x2
1 + x2

2 + x2
3 = 0, (9.39)

las componentes ζ0 y ζ1, asociados con x1, x2 y x3, son

x1 = ζ2
0 − ζ2

1, (9.40)

x2 = i(ζ2
0 + ζ2

1), (9.41)

x3 = −2ζ0ζ1. (9.42)

Al considerar el espacio bidimensional para el espacio S del espı́n, las ecuaciones
para las direcciones isotropicas con el espinor ζ, se escriben como:

ζ0x3 + ζ1(x1 − ix2) = 0, ζ0(x1 + ix2)− ζ1x3, (9.43)

cuya forma matricial se escribe en sus componentes del vector isotrópico

X =

(
x3 x1 − ix2
x1 + ix2 −x3

)
, (9.44)

donde x1,x2 y x3 son las componentes del vector ~x, cuyas bases de vectores

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
, (9.45)

son las matrices de Pauli que se escriben como un producto escalar

X =~σ ·~x. (9.46)

Ahora, al extender el estudio de los espinores a la teorı́a de la relatividad especial,
la ecuación de Dirac en términos del espacio de Minkowski, se escribe en términos de
las coordenadas del espacio tiempo
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82 CAPÍTULO 9. Aplicación de los espinores de Cartan

X =


0 0 x1 x2

0 0 x2
′
−x1

′

x1
′

x2 0 0

x2
′
−x1 0 0

 . (9.47)

Las coordenadas ortogonales asociadas con el vector son:

x1 = x1 + ix2, x1
′
= x1 − ix2, x2 = x3 + ix4, x2

′
= x3 − ix4, (9.48)

escribiéndose el vector de la forma siguiente:

X =


0 0 x1 + ix2 x3 + ix4

0 0 x3 − ix4 −x1 + ix2

x1 − ix2 x3 + ix4 0 0
x3 − ix4 −x1 − ix2 0 0

 , (9.49)

la derivada parcial del vector covariante se escribe de la forma siguiente

∂

∂x
=


0 0 ∂

∂x1 + i ∂
∂x2

∂
∂x3 − 1

c
∂

∂x4

0 0 ∂
∂x3 +

1
c

∂
∂x4 − ∂

∂x1 + i ∂
∂x3

∂
∂x1 − i ∂

∂x2
∂

∂x3 − 1
c

∂
∂x4 0 0

∂
∂x3 +

1
c

∂
∂x4 − ∂

∂x1 − i ∂
∂x2 0 0

 . (9.50)

Al introducir la función de onda en sus 4 componentes de un espinor ζ y al con-
siderar una matriz asociada con el el vector potencial y una matriz K, la ecuación de
Dirac se escribe como: (

h̄
i

∂

∂x
+

e
c

A−m0cK
)

ζ = 0, (9.51)

donde K es

K =


−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 . (9.52)

Al reemplazar ζ0 por Ψ2 −Ψ4, ζ1 por Ψ1 + Ψ3, ζ2 por −Ψ2 −Ψ4 y ζ12 por Ψ1 −Ψ3
y al realizar las operaciones de [61] y al ignorar el vector potencial se obtiene las
ecuaciones de Dirac
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CAPÍTULO 9. 9.3. APLICACIÓN DE LOS ESPINORES DE CARTAN 83

h̄
i

(
1
c

∂Ψ1

∂t
+

∂Ψ4

∂x1 − i
∂Ψ4

∂x2 +
∂Ψ3

∂x3

)
= −m0cΨ1, (9.53)

h̄
i

(
1
c

∂Ψ2

∂t
+

∂Ψ3

∂x1 + i
∂Ψ3

∂x2 −
∂Ψ1

∂x3

)
= −m0cΨ2, (9.54)

h̄
i

(
1
c

∂Ψ3

∂t
+

∂Ψ2

∂x1 − i
∂Ψ2

∂x2 +
∂Ψ1

∂x3

)
= m0cΨ3, (9.55)

h̄
i

(
1
c

∂Ψ4

∂t
+

∂Ψ1

∂x1 + i
∂Ψ1

∂x2 −
∂Ψ2

∂x3

)
= m0cΨ4. (9.56)

Al considerar el espinor de Cartan en su forma de las funciones de onda es posible
obtener la ecuación de movimiento radial, como también las soluciones en los vórtices
de electrones. De igual forma, se cumple que cada valor del espinor ζ que actúa sobre
un valor complejo, lo convierte en su conjugado. Que de acuerdo a las soluciones en
su forma del espinor de Cartan, los valores de helicidad positiva y negativa se escriben
en la forma siguiente:

a†
ρ̄ζ = eiθ

[
i
∂ζ

∂ρ̄
+

1
ρ̄

∂ζ

∂θ
+

iB0ρ̄e
2h̄c

ζ

]
= 51↑, (9.57)

aρ̄ζ = e−iθ
[

i
∂ζ

∂ρ̄
− 1

ρ̄

∂ζ

∂θ
− iB0ρ̄e

2h̄c
ζ

]
= 51↓. (9.58)

Como el espinor de Cartan convierte un número complejo en su conjugado [60].
Entonces, se invierte la dirección del electrón a través del número cuántico m, en
donde los vortices de electrones que se obtienen son para valores m < 0,

51↑ = ∆+

ρ̄|m|L|m|Ω+
(ρ̄2)


m0c2 + E+

0
h̄ckz
0




+∆+

√2ieiθ ρ̄|m|+1L|m|+1
Ω+−1(ρ̄

2)


0
0
0√

eB0
h̄c


 , (9.59)
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84 CAPÍTULO 9. Aplicación de los espinores de Cartan

51↓ = ∆+

ρ̄|m|L|m|Ω+
(ρ̄2)


0
m0c2 + E+

0
−h̄ckz




+∆+

√2(Ω+ + 1)ie−iθ ρ̄|m|−1L|m|−1
Ω++1(ρ̄

2)


0
0√

eB0
h̄c

0


 . (9.60)

Donde ∆+ = ei(kzz−Et−mθ)e−
ρ̄2
2 , contiene la información de las energı́a y la solución

radial como su parte azimutal del número cuántico m. La solución efectiva en todo
el problema no solo viene por ese intercambio de dirección en su movimiento radial,
sino también por las soluciones permitidas de las direcciones del electrón. También
proporciona información por el fuerte vinculo entre los valores del electrón libre y sus
energı́as en relación a cada uno de sus componentes de Helicidad.

9.4. Puntos importantes que se deben de considerar en la
velocidad de un electrón relativista en el transporte
del espı́n semientero

Estos procedimientos se consideran en 10.1.

Primero se consideran todos los resultados obtenidos por la tabla 8.1, y cada uno
de los valores α en los que las direcciones de energı́a son soluciones en términos
de los espinores.

Cuando los valores de la energı́a de la tabla 8.1 son una suma del valor bidimen-
sional y el valor de la dirección espı́n, la relación de su solución se refleja por las
direcciones del espı́n hacia arriba.

Cuando los valores de la energı́a de la tabla 8.1 son una resta del valor bidimen-
sional y el valor de la dirección espı́n, la relación de su solución se refleja por las
direcciones del espı́n hacia abajo.

Calcular cada uno de las probabilidades en el desplazamiento radial de acuerdo
a la dirección de la energı́a, y el tiempo mı́nimo de la literatura [65].
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EN LA VELOCIDAD DE UN ELECTRÓN RELATIVISTA EN EL TRANSPORTE DEL
ESPÍN SEMIENTERO 85

Obtener la velocidad de desplazamiento de acuerdo a cada valor de η en unida-
des de la distancia radial.
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Capı́tulo 10

Analogı́a con la paradoja del gato de
Schrödinger

La paradoja del gato de Schrödinger es utilizada para explicar propiedades fun-
damentales de la mecánica cuántica en el enfoque de las probabilidades y estados
superpuestos [62]. El estudio aquı́ se centra en un gato relativista que se mueve con
respecto a un sistema en reposo. El cual, actúa sobre niveles de energı́a con respecto
a los estados obtenidos que son dependientes de operadores de ascenso y descenso
para cada uno de los valores h̄ω,

E2
+ = h̄ceB0(2k + |m|+ 1) + h̄ceB0(m + 1) + m2

0c4 + h̄2c2k2
z. (10.1)

Al considerar un sistema inercial S
′
, que se mueve a lo largo de la dirección z

con velocidad constante vz = pz
m , con respecto a marco de referencia en reposo S. El

Hamiltoniano HD, que se obtiene es el sistema en reposo del caso 2D

HD =


m0c2 0 0 ar
0 m0c2 a†

r 0
0 ar m0c2 0
a†

r 0 0 m0c2

 . (10.2)

Donde ar y a†
r son los operadores de Helicidad positiva y negativa que transforman

el sistema de soluciones en el espinor. Las funciones de onda del electrón con estos
operadores de Helicidad se construyen a partir de nuestros espinores de Dirac. Cuyas
soluciones son de la forma siguiente:
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88 CAPÍTULO 10. Analogı́a con la paradoja del gato de Schrödinger

Ψ1↑ = ∆+

ρ̄|m|L|m|Ω+
(ρ̄2)


m0c2 + E+

0
0
0

+
√

2ieiθ ρ̄|m|+1L|m|+1
Ω+

(ρ̄2)


0
0
0√

eB0
h̄c


(10.3)

Ψ2↑ = ∆+

ρ̄|m|L|m|Ω+
(ρ̄2)


0
0
m0c2 − E+

0

+
√

2ieiθ ρ̄|m|+1L|m|+1
Ω+

(ρ̄2)


0√

eB0
h̄c

0
0


(10.4)

Ψ2↓ = ∆+

ρ̄|m|L|m|Ω+
(ρ̄2)


0
0
0
m0c2 − E+




−∆+

√2(Ω+ + |m|)ie−iθ ρ̄|m|−1L|m|−1
Ω+

(ρ̄2)


√

eB0
h̄c

0
0
0


 . (10.5)

En donde Ψ1↓, es el mismo que en la ecuación (7.17). Las soluciones de energı́as
positivas y negativias se transforman por separados en las transformaciones de Lo-
rentz, por lo que las soluciones de energı́as se unen bajos estas transformaciones [63].
El espinor se transformara bajo el cambio de la siguiente ecuación:

ŜLz = e
i
2 ϑσ̂12

. (10.6)

Al elegir la velocidad paralela a z, se tiene:

tanh ϑ =
vz

c
=

pzc
E

, (10.7)

siendo E la energı́a de la ecuación (10.1). De acuerdo a ello, el Boost de Lorentz del
espinor de Dirac, se escribe en relación a la transformación de rotación

Ψ(xµ) = S−1
Lz

Ψ
′
(x
′µ). (10.8)
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CAPÍTULO 10. Analogı́a con la paradoja del gato de Schrödinger 89

De la ecuación (10.6), se obtiene la solución con respecto al movimiento libre en la
dirección del eje z

S−1
Lz

= cosh
ϑ

2


1 0 tanh ϑ

2 0
0 1 0 − tanh ϑ

2
tanh ϑ

2 0 1 0
0 − tanh ϑ

2 0 1

 . (10.9)

De acuerdo a nuestra descripción E
′2

c2 = E2

c2 − p2
z y usando las identidades de tanh ϑ

2
y cosh ϑ

2 , cada uno de los valores están contenidos por las ecuaciones de Lorentz

tanh
ϑ

2
=

cosh ϑ− 1√
cosh2 ϑ− 1

=
tanh ϑ

1 +
√

1− tanh2 ϑ
, (10.10)

cosh
ϑ

2
=

1√√√√1−
[

tanh2 ϑ(
1+
√

1−tanh2 ϑ
)2

] . (10.11)

No hay que olvidar la ecuación de la energı́a del caso 3D

E2 = E
′2 + p2

zc2. (10.12)

De la ecuación (10.7) y (10.8) se obtiene:

tanh
ϑ

2
=

pzc
En + E′n

, cosh
ϑ

2
=

√
En + E′n

2E′n
, (10.13)

donde E
′
n no contiene a p

′
z. Ahora, a partir de los diferentes estados de energı́a que

contienen tanto la parte bidimensional como la parte tridimensional, el espinor con-
tiene los estados ascendentes y descendentes expresados en soluciones del Boost [64],

|En, 1〉 = ∆±

(
cosh

ϑ

2
Υ1↑ + senh

ϑ

2
Υ2↑

)
|n〉 ± i∆±

(
senh

ϑ

2
Υ1↓ − cosh

ϑ

2
Υ2↓

)
|n + 1〉 ,

(10.14)

|En, 2〉 = ∆±

(
cosh

ϑ

2
Υ1↓ − senh

ϑ

2
Υ2↓

)
|n + 1〉 ∓ i∆±

(
senh

ϑ

2
Υ1↑ + cosh

ϑ

2
Υ2↑

)
|n〉 ,

(10.15)
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90 CAPÍTULO 10. Analogı́a con la paradoja del gato de Schrödinger

donde ∆± es la constante de normalización obtenida por los dos valores de energı́as,
uno positivo y otro negativo

∆± =

√
E′n ±mc2

2E′n
, (10.16)

siendo |En, 1〉 y |En, 2〉, los estados de energı́a en superposición de la partı́cula y anti
partı́cula que conllevan los niveles de energı́a que son transportados en las soluciones
de los estados que conllevan una permanencia del electrón a un salto de un estado
mayor

Υ1↑ =


1
0
0
0

 , Υ1↓ =


0
1
0
0

 , Υ2↑ =


0
0
1
0

 , Υ2↓ =


0
0
0
1

 . (10.17)

Cada uno de los espinores de la ecuación (10.17), son contenidos por el número
cuántico radial de |n〉 y |n + 1〉.

10.1. Velocidades de los electrones y tiempo mı́nimo
del transporte del electrón

Como resultado del capitulo 8 , los estados propios de la estructura son velocidades
diferentes con respecto a las soluciones de los estados de energı́a que cambian de
acuerdo a los valores en α. Al considerar los siguientes dos espinores

U2,2,1↑ = N2,2


ξ2,2(r, θ)
0
0
2
√

3ih̄cηξ3,3
E2,2+m0c2

 , U4,2,1↑ = N4,2


ξ4,2(r, θ)
0
0

4ih̄cηξ5,3
E4,2+m0c2

 . (10.18)

El valor de energı́a aceptable radica en la ecuación (10.1), donde el campo magnéti-
co B0 es intenso y por lo cual la energı́a en reposo m0c2 se desprecia, siendo ası́ la
descripción del movimiento 2D sin esa influencia y por lo tanto, el nivel de energı́a
relativista toma la forma siguiente:

E2
+ = h̄ceB0(2k + |m|+ 1) + h̄ceB0(m + 1). (10.19)
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El promedio del desplazamiento radial es obtenido para φ = π,

∆r = 2| < U2,2↑|r|U4,2↑ > |. (10.20)

Con resultados en donde B0 −→ ∞, y por lo cual, los valores de la constante de

normalización son N2,2 = N4,2 = 1√
2
, siendo η =

√
eB0
2h̄c ,

∆r =
1
16

(
15√
12

+
105
24

) √
π

η
. (10.21)

Y de la diferencia de los dos niveles de energı́a relativista se obtiene el tiempo
mı́nimo, ası́ como también su relación a través del valor contenido en la solución del
polinomial Laguerre. A través del valor promedio en el Hamiltoniano de la solución
bidimensional [65],

Tmin =
π

(4− 2
√

3)cη
. (10.22)

Por lo tanto, la velocidad promedio en la dirección radial en este tiempo mı́nimo
esta dado por v,

v =
1

16

(
15√
12

+
105
24

)
(4− 2

√
3)c√

π
. (10.23)

De acuerdo a las soluciones de la ecuación (10.18), y al espectro de energı́a de la
ecuación (10.19), se realiza la siguiente tabla para los valores de φ = 2π

3 , hasta φ = 5π
4 .

φ ∆r η N2,2 = N4,2 Tmin v
2π
3 ∆r = 1

16

(
3√
3
+ 7
) √

π
η

√
B0e
h̄c

1√
5

π
(2−
√

3)cη
v = 1

16

(
3√
3
+ 7
)

(2−
√

3)c√
π

3π
4 ∆r = 1

16

(
5√
3
+ 35

12

) √
π

η

√
B0e

h̄c
√

2
1√
3

π
(
√

8−
√

6)cη
v = 1

16

(
5√
3
+ 35

12

)
(
√

8−
√

6)c√
π

5π
6 ∆r = 5

112

(
9√
3
+ 7
) √

π
η

√
B0e

h̄c
√

3

√
7
3

π
(
√

12−
√

9)cη
v = 5

112

(
9√
3
+ 7
)

(
√

12−
√

9)c√
π

7π
6 ∆r = 5

112

(
9√
3
+ 7
) √

π
η

√
B0e

h̄c
√

3

√
7
3

π
(
√

12−
√

9)cη
v = 5

112

(
9√
3
+ 7
)

(
√

12−
√

9)c√
π

5π
4 ∆r = 1

16

(
5√
3
+ 35

12

) √
π

η

√
B0e

h̄c
√

2
1√
3

π
(
√

8−
√

6)cη
v = 1

16

(
5√
3
+ 35

12

)
(
√

8−
√

6)c√
π

Tabla 10.1: Velocidades propias radiales del desplazamiento radial y el tiempo mı́nimo
de φ = 2π

3 , hasta φ = 5π
4 .
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92 CAPÍTULO 10. Analogı́a con la paradoja del gato de Schrödinger

Lo siguiente que se tiene que encontrar son los resultados de la combinación de la
energı́a positiva y energı́a negativa de las superposiciones de estados

U2,2,2↑ = N2,2


0
2
√

3ih̄cηξ3,3
E2,2−m0c2

ξ2,2(r, θ)
0

 . (10.24)

Obteniendo como resultado un tiempo más corto que en el caso de la tabla 10.1

φ ∆r η N2,2 = N4,2 Tmin v
2π
3 ∆r = 1

16

(
3√
3
+ 7
) √

π
η

√
B0e
h̄c

1√
5

π
(2+
√

3)cη
v = 1

16

(
3√
3
+ 7
)

(2+
√

3)c√
π

3π
4 ∆r = 1

16

(
5√
3
+ 35

12

) √
π

η

√
B0e

h̄c
√

2
1√
3

π
(
√

8+
√

6)cη
v = 1

16

(
5√
3
+ 35

12

)
(
√

8+
√

6)c√
π

5π
6 ∆r = 5

112

(
9√
3
+ 7
) √

π
η

√
B0e

h̄c
√

3

√
7
3

π
(
√

12+
√

9)cη
v = 5

112

(
9√
3
+ 7
)

(
√

12+
√

9)c√
π

7π
6 ∆r = 5

112

(
9√
3
+ 7
) √

π
η

√
B0e

h̄c
√

3

√
7
3

π
(
√

12+
√

9)cη
v = 5

112

(
9√
3
+ 7
)

(
√

12+
√

9)c√
π

5π
4 ∆r = 1

16

(
5√
3
+ 35

12

) √
π

η

√
B0e

h̄c
√

2
1√
3

π
(
√

8+
√

6)cη
v = 1

16

(
5√
3
+ 35

12

)
(
√

8+
√

6)c√
π

Tabla 10.2: Velocidades propias del desplazamiento radial y el tiempo mı́nimo del
estado cuántico ξ2,2 y ξ4,2.

A partir de la sección 10.1, las velocidades del electrón para la tabla 8.1 en los
números cuánticos (n = 2, m = 0) y (n = 4, m = 0) se resuelve para dos tipos de
espinores, uno para el caso del espı́n hacia arriba y el otro para el espı́n hacia abajo.
Para el caso del espı́n hacia arriba, se toma en consideración el resultado en la suma
de energı́a (n + 1) + (m + 1), mientras que en el caso de espı́n hacia abajo, la energı́a
es la resta en (n + 1)− (m + 1) cuya suma o resta depende del valor φ,

U2,0,1↑ = N2,0


ξ2,0(r, θ)
0
0
2
√

2ih̄cηξ3,1
E2,0+m0c2

 , U4,0,1↑ = N4,0


ξ4,0(r, θ)
0
0
2
√

3ih̄cηξ5,1
E4,0+m0c2

 . (10.25)

En este caso, espı́n hacia arriba, los valores sobre los cuales se aplican son en los
resultados de φ = 2π

3 hasta φ = 4π
3 de la tabla 10.3, ası́ como la energı́a es el resultado

de (10.19) en φ = π.
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U2,0,1↓ = N2,0


0
ξ2,0(r, θ)
−2ih̄cηξ1,−1
E2,0+m0c2

0

 , U4,0,1↓ = N4,0


0
ξ4,0(r, θ)
−2
√

2ih̄cηξ3,−1
E4,0+m0c2

0

 . (10.26)

Con los espinores de la ecuación (10.26), los valores son φ = 0 hasta φ = π
3 , para

los valores de φ = 5π
3 hasta φ = 2π, se observan en la tabla siguiente:

φ ∆r η N2,0 = N4,0 Tmin v

0 ∆r = 1
8

(
11
4 + 3√

2

) √
π

η

√
B0e
2h̄c

1√
2

π
(2
√

2−2)cη
v = 1

8

(
11
4 + 3√

2

)
(2
√

2−2)c√
π

π
6 ∆r = 1

7

(
33
16 +

3√
2

) √
π

η

√
B0e

h̄c
√

3

√
3
7

π
(
√

6−
√

3)cη
v = 1

7

(
33
16 +

3√
2

)
(
√

6−
√

3)c√
π

π
4 ∆r = 1

12

(
11
4 + 1√

2

) √
π

η

√
B0e

h̄c
√

2
1√
3

π
(2−
√

2)cη
v = 1

12

(
11
4 + 1√

2

)
(2−
√

2)c√
π

π
3 ∆r = 1

5

(
11
16 +

3√
2

) √
π

η

√
B0e
h̄c

1√
5

π
(
√

2−1)cη
v = 1

5

(
11
16 +

3√
2

)
(
√

2−1)c√
π

5π
3 ∆r = 1

5

(
11
16 +

3√
2

) √
π

η

√
B0e
h̄c

1√
5

π
(
√

2−1)cη
v = 1

5

(
11
16 +

3√
2

)
(
√

2−1)c√
π

7π
4 ∆r = 1

12

(
11
4 + 1√

2

) √
π

η

√
B0e

h̄c
√

2
1√
3

π
(2−
√

2)cη
v = 1

12

(
11
4 + 1√

2

)
(2−
√

2)c√
π

11π
6 ∆r = 1

7

(
33
16 +

3√
2

) √
π

η

√
B0e

h̄c
√

3

√
3
7

π
(
√

6−
√

3)cη
v = 1

7

(
33
16 +

3√
2

)
(
√

6−
√

3)c√
π

2π ∆r = 1
8

(
11
4 + 3√

2

) √
π

η

√
B0e
2h̄c

1√
2

π
(2
√

2−2)cη
v = 1

8

(
11
4 + 3√

2

)
(2
√

2−2)c√
π

2π
3 ∆r = 1

40

(
11
2 + 57√

6

) √
π

η

√
B0e
h̄c

1√
5

π
(
√

3−
√

2)cη
v = 1

40

(
11
2 + 57√

6

)
(
√

3−
√

2)c√
π

3π
4 ∆r = 1

6

(
11
16 +

1√
6

) √
π

η

√
B0e

h̄c
√

2
1√
3

π
(
√

6−2)cη
v = 1

6

(
11
16 +

1√
6

)
(
√

6−2)c√
π

5π
6 ∆r = 1

8

(
33
14 +

57
7
√

6

) √
π

η

√
B0e

h̄c
√

3

√
3
7

π
(3−
√

6)cη
v = 1

8

(
33
14 +

57
7
√

6

)
(3−
√

6)c√
π

7π
6 ∆r = 1

8

(
33
14 +

57
7
√

6

) √
π

η

√
B0e

h̄c
√

3

√
3
7

π
(3−
√

6)cη
v = 1

8

(
33
14 +

57
7
√

6

)
(3−
√

6)c√
π

5π
4 ∆r = 1

6

(
11
16 +

1√
6

) √
π

η

√
B0e

h̄c
√

2
1√
3

π
(
√

6−2)cη
v = 1

6

(
11
16 +

1√
6

)
(
√

6−2)c√
π

4π
3 ∆r = 1

40

(
11
2 + 57√

6

) √
π

η

√
B0e
h̄c

1√
5

π
(
√

3−
√

2)cη
v = 1

40

(
11
2 + 57√

6

)
(
√

3−
√

2)c√
π

Tabla 10.3: velocidades propias del desplazamiento radial y el tiempo mı́nimo relati-
vista.
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94 CAPÍTULO 10. Analogı́a con la paradoja del gato de Schrödinger

Las operaciones en cada uno de los valores ha sido gracias a los espinores y su
relación con cada una de sus energı́as. Como ejemplo en el ángulo φ, el operador de
rotación esta en φ = π, cuyo valor de energı́a es la suma del número cuántico principal
más el número cuántico magnético m. El resultado de ambas conexiones permite que
las constantes de normalización sean N2,0 = N4,0 = 1√

2
, esto quiere decir, que la

información proporcionada por la función de onda en el promedio del desplazamiento
radial y el tiempo es:

∆r =
1

32

(
11 +

57
2
√

6

) √
π

η
, Tmin =

π

(2
√

3− 2
√

2)cη
. (10.27)

Cuyas direcciones en la suma de energı́a (n + 1) + (m + 1), con η =
√

B0e
2h̄c , son

velocidades que contienen cada uno de los posibles resultados internos de la operación
de rotación de su primera vuelta, ası́ como su cambio de direcciones en o en contra de
las manecillas del reloj

v =
1
32

(
11 +

57
2
√

6

)
(2
√

3− 2
√

2)c√
π

. (10.28)

La paradoja del gato de Schrödinger demuestra que existen diferentes resultados
de superposición, ası́ como también diferentes resultados de frecuencias para cada una
de las direcciones en φ, como también longitudes magnéticas del oscilador armónico
bidimensional, cada uno de esos resultados refleja direcciones que se acoplan tanto al
espı́n arriba como al espı́n abajo pero con diferentes tipos de energı́a reflejados en el
tiempo mı́nimo, como se indica en la tabla 10.3, esto visto también por lo resultados de
las constante de normalización y los resultados de los espinores de la ecuación (10.26).
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Capı́tulo 11

Discusión de los resultados

La aplicación de la teorı́a de Schrödinger-Pauli y la estructura de la ecuación de Di-
rac son de interés para la comprensión del movimiento a través del momento angular
total conservado. En este sentido, la simplicidad de los efectos son valores semienteros
que ocasionan la extensión de diferentes direcciones en la creación de la antipartı́cula
en la interacción del campo magnético. Es ası́, que resulta ideal para el estudio de
diferentes efectos, ademas de la teorı́a mencionada, efectos no relativistas en las canti-
dades termodinámicas entorno al movimiento azimutal [66]. En donde la cantidad de
la entropı́a es obtenida.

11.1. Partı́cula interaccionando con un
oscilador armónico

El estudio de este tema se trata en el capitulo 4 de la sección 4.4, cuyo potencial
incluye V(r) = ar2. Cada uno de los valores propios son funciones de onda que se
modifican a partir del potencial y de la interacción espı́n semientero. Al analizar los
valores de la función de onda y la representación radial, se obtiene la información
total en superposición

Ξ = Gnζ(ζr)|m|L|m|( n−|m|
2 +|m|

)(ζ2r2)e−
ζ2r2

2 eimθ, (11.1)

obteniendo el caso de un estado Ξ1,1(r, θ), que en su representación del espı́n

Ξ1,1(r, θ) =
ζ√
π
(ζr)e−

ζ2r2
2 eiθ, (11.2)
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96 CAPÍTULO 11. Discusión de los resultados

se transporta en relación al giro completo 2π, transformándolo en su negativo. Por
lo tanto, se usa para describir las direcciones en sentido a las manecillas del reloj y
en sentido contrario a la manecillas, en el que la dirección del eje y, sucede cuando el
efecto es hecho en cada valor de φ hasta llegar hasta a 2π. Aún cuando las expresiones
son relativamente simples

Ξ(r, θ)+ =

(
A cos φ

2 Ξ1,1(r, θ)

A sen φ
2 Ξ1,1(r, θ)

)
, (11.3)

donde A es la constante de normalización. La dirección en la que apunta el estado
superpuesto, es la dirección del campo magnético, cuya variación dependerá de los
valores φ. Siendo la misma densidad de probabilidad radial Jn,m, que en nuestro caso
de la ecuación (7.4). La probabilidad de encontrar al electrón espı́n hacia arriba y
espı́n hacia abajo en algunos valores θ y r es de la forma en el que la evolución de
las probabilidades están en diferentes direcciones, entonces los diferentes ángulos φ,
son puntos cercanos, cuando se aproximan al valor determinado de la segunda vuelta,
como se muestra en la siguiente tabla:

φ P+ P− φ P+ P−
0 1 0 7π

6
2−
√

3
4

2+
√

3
4

π
6

2+
√

3
4

2−
√

3
4

5π
4

√
2−1

2
√

2

√
2+1

2
√

2
π
4

√
2+1

2
√

2

√
2−1

2
√

2
4π
3

1
4

3
4

π
3

3
4

1
4

3π
2

1
2

1
2

π
2

1
2

1
2

5π
3

3
4

1
4

2π
3

1
4

3
4

7π
4

√
2+1

2
√

2

√
2−1

2
√

2
3π
4

√
2−1

2
√

2

√
2+1

2
√

2
11π

6
2+
√

3
4

2−
√

3
4

5π
6

2−
√

3
4

2+
√

3
4 2π 1 0

π 0 1 X (Valores nulos) X (Valores nulos) X (Valores nulos)

Tabla 11.1: Predicción de probabilidad para los estados del espı́n arriba y espı́n abajo
en el viaje a través de un espacio cerrado en la primera vuelta del electrón, siendo X
los valores nulos de φ y probabilidades P+ y P−.

Esto muestra que no todos los caminos cerrados son los mismos, dar una vuelta
no es quedarse en el mismo lugar, pero dos vueltas si lo es. Pero, qué implica un
cambio de signo en el espinor cuando es rotado por 2π, la respuesta tiene que ver con
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la estadı́stica de Fermi y el principio de exclusión de Pauli [67]. Esto quiere decir que
el signo menos es un intercambio de direcciones en contra de las manecillas del reloj.

φ < |E↑0,0| > < |E↓0,0| > φ < |E↑0,0| > < |E↓0,0| >
0 h̄ω 0 7π

6 (2−
√

3
4 )h̄ω (2+

√
3

4 )h̄ω
π
6 (2+

√
3

4 )h̄ω (2−
√

3
4 )h̄ω 5π

4 (
√

2−1
2
√

2
)h̄ω (

√
2+1

2
√

2
)h̄ω

π
4 (

√
2+1

2
√

2
)h̄ω (

√
2−1

2
√

2
)h̄ω 4π

3
1
4 h̄ω 3

4 h̄ω
π
3

3
4 h̄ω 1

4 h̄ω 3π
2

1
2 h̄ω 1

2 h̄ω
π
2

1
2 h̄ω 1

2 h̄ω 5π
3

3
4 h̄ω 1

4 h̄ω
2π
3

1
4 h̄ω 3

4 h̄ω 7π
4 (

√
2+1

2
√

2
)h̄ω (

√
2−1

2
√

2
)h̄ω

3π
4 (

√
2−1

2
√

2
)h̄ω (

√
2+1

2
√

2
)h̄ω 11π

6 (2+
√

3
4 )h̄ω (2−

√
3

4 )h̄ω

5π
6 (2−

√
3

4 )h̄ω (2+
√

3
4 )h̄ω 2π h̄ω 0

π 0 h̄ω X (Valores nulos) X (Valores nulos) X (Valores nulos)

Tabla 11.2: Predicción de probabilidad para los estados del espı́n arriba y espı́n abajo
en los valores superpuestos de energı́a.

Cuando el electrón vuelve apuntar en la misma configuración con la que inició,
entonces existe una superposición que se diferencia del caso en el que el electrón
apunta en dirección contraria, la superposición de estado es mas definida que para
el caso del espinor con dirección hacia abajo, en esta configuración los valores de las
probabilidades se intercambian

Ξ(r, θ)− =

(
−A sen φ

2 Ξ1,1(r, θ)

A cos φ
2 Ξ1,1(r, θ)

)
. (11.4)

Los valores en la primera vuelta van cambiando de arriba hacia abajo de acuer-
do a los valores elegidos por φ, pero estos no sucede en la segunda vuelta en donde
la probabilidad máxima sera para la configuración con la que se inicia. Los cami-
nos iguales son conocidos como caminos homotópicos, estos caminos son un camino
homotópicos si se puede convertir en el otro con pequeñas alteraciones y si es una
pequeña alteración del otro. Por ejemplo, los diferentes valores de φ alrededor del eje
y es homotópico alredor de cualquier eje [68]. En concreto, se debe tener en cuenta que
durante el transporte, el electrón apunta en dirección contraria desde la perspectiva
de cada ángulo. Esto implicando un intercambio de dos partı́culas obedeciendo ası́ el
principio de exclusión de Pauli. Es importante señalar que el signo menos es inobser-
vable puesto que la probabilidad no cambia por el signo menos, pero es importante
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98 CAPÍTULO 11. Discusión de los resultados

señalarlo a partir de la información que esta lleva a partir de los diferentes puntos de
estados.

11.2. Partı́cula interaccionando con un
oscilador armónico relativista

Trabajar en esta linea permite estudiar la relación que existe con las rotaciones 2π
para los cambios de signo. De acuerdo a la sección 4.4 y la sección 6,1

(
E2
± −m2

0c4

2m0c2 − Ez

)
=

h̄eB0

2m0c
(m± 1) +

h̄
2m0c

|e||B0|
√

1 + R(|m|+ 2k + 1), (11.5)

en donde los niveles de energı́a abordan el termino
√

1 + R. La diferencia entre este
enfoque y el primero, es la interacción del oscilador armónico para un potencial escalar
cuadrático

E±n,m = ±
√

m2
0c4 + p2

zc2 + h̄eB0c(m± 1) + h̄|e||B0|c
√

1 + R(|m|+ 2k + 1). (11.6)

Dado que se ha considerando la presencia de este término, no puede despreciarse
la ecuación de movimiento que tiene implicaciones en la cantidades fı́sicas de interés,
como son la existencia de acoplamientos mı́nimos, escalares y vectoriales [69]. El estu-
dio de las variedades de efectos y sus correspondientes espinores tienen mucho que
ver en el análisis del principio de exclusión de Pauli. Esto implicando un intercambio
de partı́culas en el que el signo menos introducido por el operador de rotación provo-
ca cambio de signo. Esa diferencia de signo es donde aparece el principio de exclusión
y la estadistica de Fermi. Ası́, como los efectos relativistas en el que la inversión de
tiempo doble es lo mismo que una rotación de 2π. En la sección anterior se ha estu-
diado que la probabilidad de hacer una medición de giro a lo largo del eje z y a lo
largo del nuevo eje es el ángulo medio

P = cos2 φ

2
. (11.7)

La misma formula de medio ángulo se obtiene con una modificación relativista. Si
consideramos un caso simple, que satisface la ecuación siguiente:

E2 − p2 = m2
0. (11.8)
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DE ESPÍN 1

2 CON ACOPLAMIENTOS ESCALARES Y VECTORIALES 99

Al utilizar funciones hiperbólicas para parametrizar E y p, en términos de una sola
variable, entonces satisface la ecuación (10.12), siendo

cosh
ω

2
=

√
E + m0

2m0
. (11.9)

Utilizando la estadı́stica de Fermi, se tiene una contribución positiva a la proba-
bilidad y al intercambio de lugares en los electrones y su diferentes soluciones de
los casos relativistas desde diferentes puntos dinámicos [70]. Es por ello que sobre la
función de onda, el efecto de rotar 2π con respecto al marco del otro, provoca un inter-
cambio de dos partı́culas. Es por esto que ahora se procede a estudiar la ecuación de
Dirac en el acoplamiento mı́nimo escalar y vectorial a partir de la masa dependiente
de la posición en el campo de Coulomb.

11.3. Dinámica cuántica de una partı́cula cargada de espı́n
1
2 con acoplamientos escalares y vectoriales

El acoplamiento escalar y vectorial son efectos que estudian la dinámica de un
electrón con efectos magnéticos, del cual el gauge simétrico incluye las direcciones del
operador intrı́nseco del espı́n 1

2 . Esto es debido al vector potencial magnético incluido
en la ecuación de Dirac. A partir de las 3 sustituciones que incluyen, el acoplamiento
mı́nimo, vectorial y escalar, representado en la referencia [69]:

~P→ ~P− e
c
~A, (11.10)

E→ E−V(r), (11.11)

Mc2 → Mc2 + S(r). (11.12)

Utilizando el modelo del acoplamiento mı́nimo, los niveles de Landau y el efecto
cuántico Hall son efectos asociados con el campo magnético [71]. Sucede que en la
ecuación (11.12), el término de masa de la ecuación de Dirac se interpreta como una
masa efectiva dependiente de la posición, en el que actúa por igual sobre partı́culas y
antipartı́culas [69]. De acuerdo a los tres acoplamientos, la ecuación de Dirac se escribe
de la forma:

~α · ~P + β(Mc2 + S(r))Ψ(~r) = [E−V(r)]Ψ(~r). (11.13)

99

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.



100 CAPÍTULO 11. Discusión de los resultados

De acuerdo a los capı́tulos 8,9 y 10, la forma cuadrática de la ecuación, queda en
la forma en la que la solución, es igual a los dos valores de energı́a[(

c~σ ·
(
~P− e

c
~A
))2

+ (Mc2 + S)2
]

Ψ = (E−V)2 Ψ. (11.14)

Al utilizar el lı́mite exacto de simetrı́a espı́n S = V se obtiene:[(
c~σ ·

(
~P− e

c
~A
))2

+ 2(E + Mc2)V(r)
]

Ψ =
(

E2 −M2c4
)

Ψ. (11.15)

Los resultados de los dos valores de energı́a, obtenidos por la introducción de las
siguientes descomposiciones, son valores del número cuántico magnético orbital(

Ψ1
Ψ2

)
=

(
∑m fm(r)eimθ

∑m gm(r)ei(m+1)θ

)
. (11.16)

Por lo que, es de interés mencionar que las funciones de onda, son funciones de
onda con proyección hacia arriba . Antes de realizar las sustituciones correspondiente,
es necesario escribir la ecuación (11.15) en coordenadas cilı́ndricas que comienza con
un V(r) = ar2 donde S = V, para la simetrı́a cilı́ndrica el término exacto del pseudo-
espı́n se encuentra en relación a las degeneraciones de los orbitales en los espectros de
una sola partı́cula [72]. De acuerdo a Ψ1 y similar al procedimiento de los apéndices
se llega a la ecuación radial de movimiento

d2 fm(r)
dr2 +

1
r

d fm(r)
dr

− m2

r2 fm(r) + λ± fm(r)− b2r2 fm(r) = 0, (11.17)

donde

b =

√
e2B2

0

4h̄2c2
+

2(E + Mc2)a
h̄2c2

, λ± =
E2 −M2c4

h̄2c2
+

eB0

h̄c
(m± 1), (11.18)

son relaciones del espectro de energı́a reflejado en la interacción campo del magnético-
electrón, obtenidos por capı́tulos 7 y 8

bn =
1
2

(
λ±
2
− b(|m|+ 1)

)
, (11.19)

esto es igual a una parte del nivel de Landau, cuya ecuación se completa por el efecto
2D dinámico del oscilador armónico [15],
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λ± = (2n + |m|+ 1)
2
h̄

√
e2B2

0
4c2 +

2(E + Mc2)a
c2 , (11.20)

y con el valor de λ± de la ecuación (11.19), queda de la forma siguiente:

E2 −M2c4 = 2h̄c

√
e2B2

0
4

+ 2a(E + Mc2)(2n + |m|+ 1)− h̄eB0c(m± 1). (11.21)

El efecto de energı́a, es el resultado de la interacción efecto bidimensional y efecto
de las separaciones de los valores semienteros multiplicado por el valor de raı́z cua-
drada tanto del resultado vibracional como del resultado de energı́a y el acoplamiento
escalar.

11.3.1. Lı́mite exacto de simetrı́a pseudoespı́n S = −V

El componte descendente del espinor de la ecuación (11.20), produce la ecuación
de movimiento radial de la forma siguiente:

d2gm(r)
dr2 +

1
r

dgm(r)
dr

− (m + 1)2

r2 gm(r) + λ
′
±gm(r)− b

′2r2gm(r) = 0, (11.22)

donde

b
′
=

√
e2B2

0

4h̄2c2
+

2(E−Mc2)a
h̄2c2

, λ
′
± =

E2 −M2c4

h̄2c2
+

eB0

h̄c
(m + 1± 1), (11.23)

son relaciones del espectro de energı́a reflejado en la interacción del campo magnético
y el electrón, obtenidos por la interacción del efecto inverso de la energı́a y el caso
vibracional

E2−M2c4 = 2h̄c

√
e2B2

0
4

+ 2a(E−Mc2)(2n + |m|+ 1 + 1)− h̄eB0c(m + 1± 1). (11.24)

A diferencia de la ecuación (11.21), el valor de energı́a aumenta a un valor de más
1.
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102 CAPÍTULO 11. Discusión de los resultados

11.3.2. Funciones de onda

La función de onda ligado del espinor con espı́n superior S = V, es el valor conte-
nido por los valores radiales de energı́a en el polinomio de Laguerre

fn,m(r, θ) = Cnb(br)|m|L|m|(
n′ −|m|

2 +|m|
)(b2r2)e−b2 r2

2 eimθ, (11.25)

donde

Cn = (−1)

(
n
′
−|m|
2 +|m|

)√√√√√√
(

n′−|m|
2

)
!

π
[(
|m|+ n′−|m|

2

)
!
]3 . (11.26)

De la misma forma, se obtiene la función de onda de la ecuación (11.22) de la
función de onda inferior de S = −V [69],

gn,m(r, θ) = Cnb
′
(b
′
r)|m|L|m|(

n′ −|m|
2 +|m|

)(b′2r2)e−b
′2 r2

2 ei(m+1)θ, (11.27)

donde los valores de n
′−|m|

2 , vienen de considerar la suma de energı́a cuadrática del
valor de energı́a en k. Esto quiere decir, que se puede obtener diferentes valores de
estructuras de corrientes.

11.3.3. Oscilador anarmónico

El potencial V(r) y el oscilador enunciado, es un modelo que estudia el efec-
to Aharonov-Bohm y la cuantización de Landau, siendo ası́ V(r) igual a un valor
cuadrático multiplicado por un constante más un término de b

r2 , cuyo valor es igual a
V(r) = ar2 + b

r2 . La dinámica en este caso es para E 6= ±M donde el lı́mite S=V con
espı́n superior igual a la forma en que su solución describe el valor

Ψ1 = ∑
m

fm(r)eimθ. (11.28)

Por lo que su solución de movimiento radial, resulta ser igual a:

d2 fm(r)
dr2 +

1
r

d fm(r)
dr

− ν2

r2 fm(r) + Λ± fm(r)− η2r2 fm(r) = 0, (11.29)

102

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.
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en donde los procedimientos del apéndice C nos lleva a una ecuación diferencial de la
forma en que su solución depende de la ecuación diferencial de Laguerre

d2 fm(x)
dx2 +

1
x

d fm(x)
dx

− ν2

4x2 fm(x) +
1

4x
(Λ± − η2x) fm(x) = 0. (11.30)

Con ello la solución resulta ser de la forma siguiente:

fm(x) = e−
1
2 ηxx

ν
2 y(x). (11.31)

Cuya ecuación diferencial resulta de introducir la ecuación (11.31) en la ecuación
(11.30),

xy
′′
(x) + [ν + 1− ηx] y

′
(x) +

1
2

[
Λ±
2
− η(ν + 1)

]
y(x) = 0, (11.32)

siendo ν, Λ± y η, cada uno de los valores que contiene la energı́a, la frecuencia angular
y el momento angular orbital

ν =

√
m2 +

2b(E + Mc2)

h̄2c2
, (11.33)

Λ± =
E2 −M2c4

h̄2c2
+

eB0

h̄c
(m± 1), (11.34)

η =

√
e2B2

0

4h̄2c2
+

2a(E + Mc2)

h̄2c2
, (11.35)

donde k es igual a uno de los indices del polinomio de Laguerre

k =
1
2

(
Λ±
2
− η(ν + 1)

)
, (11.36)

y con los mismos procedimientos de la sección 11.3.1 se llega al valor de energı́a de
un sistema bidimensional

Λ± =
2
h̄c

√
e2B2

0
4

+ 2a(E + Mc2)(2k + 1 + ν), (11.37)

y con ello, a los niveles de energı́a con espinor superior en la simetrı́a S = V; se escribe
de la forma siguiente:
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104 CAPÍTULO 11. Discusión de los resultados

E2−M2c4 = 2h̄c

√
e2B2

0
4

+ 2a(E + Mc2)

2k + 1 +

√
m2 +

2b(E + Mc2)

h̄2c2

− h̄eB0c(m± 1).

(11.38)
Si h̄ = 1 y c = 1, se obtiene un caso similar al nivel de energı́a [69], con la diferencia

de que el sistema es un caso de vector potencial magnético simétrico, contrario al efecto
de Aharanov- Bohm

E2 −M2 = 2

√
e2B2

0
4

+ 2a(E + M)

(
2k + 1 +

√
m2 + 2b(E + M)

)
− eB0(m± 1).

(11.39)
Estos niveles de energı́a con h̄ = 1 Y c = 1, en S = V tienen como ilustración la

siguiente figura, cuyos valores están en función del campo magnético B0 y las proyec-
ciones del espı́n.

Figura 11.1: Diferentes valores de m en los diferentes valores de energı́a E, de la ecua-
ción (11.39) [69].
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En la figura 11.1 con s = 1, la partı́cula se mueve en un presencia de un campo
magnético con el efecto Aharonov-Bohm [73]. Su descripción esta dada por la ecuación
[69],

E2 −M2 = 2

√
e2B2

0
4

+ 2a(E + M)

(
2k + 1±

√
(m− eφ)2 + 2b(E + M)

)
−eB0(m± 1) + e2B0φ. (11.40)

En este caso es diferente a la ecuación (11.38), por la introducción del parámetro
de flujo φ, por ello se usan ± para el caso de la suma de los números cuánticos en los
niveles de Landau. La función de onda correspondiente a la solución con relación a la
ecuación (11.32), es escrita en términos de los polinomios de Laguerre [74],

Fn,η(r) = Dn

√
e2B2

0

4c2h̄2 +
2a(E + Mc2)

h̄2c2

[
e2B2

0

4c2h̄2 +
2a(E + Mc2)

h̄2c2

] 1
4

√
m2+ 2b(E+Mc2)

h̄2c2

r

√
m2+ 2b(E+Mc2)

h̄2c2 e
− 1

2

√
e2B2

0
4c2 h̄2 +

2a(E+Mc2)
h̄2c2 r2

Lη

(k+η)
(η2r2). (11.41)

Siendo Dn la constante de normalización y k el valor del indice radial que contiene
el número cuántico n y ν del oscilador armónico bidimensional.

11.4. Lı́mite exacto de Simetrı́a S=-V

Para este caso, el componente descendente del espinor en la ecuación es la opera-
ción en suma del valor semientero positivo

gm = ∑
m

gm(r)ei(m+1)θ, (11.42)

cuya solución en los valores de energı́a son sumados por las direcciones del espı́n en
cuyo caso se acopla a las mismas direcciones de la componente Ŝz

E2 −M2c4 = 2h̄Ic

2k + 1 +

√
(m + 1)2 +

2b(E−Mc2)

h̄2c2


−h̄ceB0(m + 1± 1), (11.43)
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106 CAPÍTULO 11. Discusión de los resultados

donde

I =

√
e2B2

0
4

+ 2a(E−Mc2). (11.44)

Con los acoplamientos escalares y vectoriales, su dependencia en la intensidad del
campo magnético y la influencia del caso relativista, tiene un acoplamiento de carga
gracias a los acoplamientos vectoriales, la solución presenta una solución exacta de la
ecuación de Dirac con masa dependientes de la posición en el campo de Coulomb, ası́
como la división exacta de la órbita de espı́n, como también en sus casos con S = V y
S = −V, en la simetrı́a de pseudoespı́n en el espectro de núcleos [75].

11.4.1. Función de onda S = −V

Se ha visto que la solución de la ecuación sin potenciales escalares ha servido para
estudiar diferentes aplicaciones, gracias al desarrollo matemático del sistema y a los
procedimientos de los apéndices. La información del oscilador relativista que incluye
los acoplamientos escalares y vectoriales, como sucede en las ecuaciones (11.11) y
(11.12), se observan en la función de onda

Fn,Θ(r) = AnΘ

[
e2B2

0

4c2h̄2 +
2a(E−Mc2)

h̄2c2

] 1
4

√
(m+1)2+ 2b(E−Mc2)

h̄2c2

r

√
(m+1)2+ 2b(E−Mc2)

h̄2c2 e−
Θ
2 r2

LΘ
(k+Θ)(Θ

2r2), (11.45)

donde

Θ =

√
e2B2

0

4c2h̄2 +
2a(E−Mc2)

h̄2c2
. (11.46)

Cabe señalar que las soluciones dependen de la parte radial como se ha estudia-
do en la dinámica de los acoplamientos mencionados. En este sentido, la ecuación de
Dirac resuelve la forma cuadrática involucrando la corrección del elemento de giro en
los acoplamientos de las cargas y la evolución en la simetrı́a de norma, estudiando ası́,
los lı́mites de simetrı́a y pseudoespı́n. Las soluciones analı́ticas son las funciones de
onda, como también, la evolución de cada uno de los valores de energı́a, que introdu-
cen correcciones en los estados en su valor k, del ı́ndice radial, conteniendo el número
cuántico n y Θ, del oscilador armónico bidimensional.

106

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.
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11.5. Interacción de dos electrones en un campo
magnético uniforme en un potencial parabólico con
la dinámica de la ecuación de Schrödinger-Pauli

Se estudia la ecuación bidimensional de dos electrones en un campo magnético
uniforme, confinado al potencial parabólico. El marco matemático se basa en la solu-
ción rigurosa de 3 términos de recursividad, por lo que la solución, es una solución
para la ecuación diferencial de Heun [76]. De acuerdo a la referencia [77], esto sucede
cuando está presente la fuerza de repulsión de Coulomb, por lo que, cada solución
analı́tica de la ecuación de BHE se reduce a la ecuación diferencial de los polinomios
de Laguerre. En este sentido, se resuelve un sistema de dos electrones con el potencial
parabólico externo, dado por:

H =
2

∑
j=1
{ 1

2m

[
~σ · (~P(~rj) +

e
c
~A(~rj))

]2
+ U(|~rj|)}+

e2

|~r1 − ~r2|
, (11.47)

siendo U(|~rj|) = 1
2 mω2~rj

2 el potencial de confinamiento de la partı́cula y |~r1 − ~r2| las
coordenadas relativas, junto con las coordenadas del centro de masa ~R = ~r1+~r2

2 , se
puede desacoplar como la suma de dos Hamiltonianos en donde una sola partı́cula
esta presente, uno con masa M = 2m0 y carga Q = 2e y otro con masa M = m0

2 y carga
q = e

2 [77]. El primer Hamiltoniano representa el movimiento del centro de masa
H2D(M, ω), cuyo oscilador es un oscilador armónico isotrópico, en cuanto al segundo
Hamiltoniano es un Hamiltoniano relativo H2D(µ, ω), cuya ecuación de valor propio
se estudia en coordenadas cilı́ndricas

− h̄2

2µ

[
1
r

∂

∂r

(
r

∂

∂r

)
+

1
r2

∂2

∂θ2

]
Φ±+

eB0

2µc

[
−ih̄

∂

∂θ
± h̄
]

Φ±+
1
2

ω
′2µ2r2Φ±+

e2

r
Φ± = E±Φ±,

(11.48)
donde ω

′
=
√

ω2
d + ω2 y ωd = eB0

2µc y con Φ±(r, θ) = eimθR±(r), se obtiene:

− h̄2

2µ

[
d2R±
dr2 +

1
r

dR±
dr
− m2

r2 R±(r)
]
+

eB0h̄
2µc

[m± 1] R±(r)

+
1
2

ω
′2µ2r2R±(r) +

e2

r
R±(r) = E±R±(r). (11.49)

Haciendo el cambio de variable ρ =

√
µω
′

h̄ r, la ecuación se reduce a la ecuación de
movimiento relativa
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d2R±
dρ2 +

1
ρ

dR±
dρ
− m2

ρ2 R± + (λ± − ρ2)R± −
u
ρ

R± = 0, (11.50)

siendo u = 2e2

h̄ω
′

√
µω
′

h̄ y λ± = 2
h̄ω
′

[
E± − eB0h̄

2µc (m± 1)
]
. El desarrollo asintótico sugiere

una solución de la forma R±(ρ) = ρ|m|e−
ρ2
2 F±(ρ) cuya solución satisface la ecuación

diferencial

ρF
′′
± + (a− 2ρ2)F

′
± + (dρ− u)F± = 0, (11.51)

en el cual, a = 2|m| + 1 y d = λ± − 2(|m| + 1). La ecuación diferencial (11.51) es
llamada ecuación de Heun biconfluente [76]. La solución de la ecuación (11.51) se
obtiene a partir de la expansión

F±(ρ) =
∞

∑
k=0

Akρk, (11.52)

cuya ecuación satisface la relación de recurrencia de tres términos:

(k + 2)(k + 1 + a)Ak+2 = uAk+1 − (d− 2k)Ak. (11.53)

Esta se convierte en un polinomio si las condiciones An+1 = 0 y d = 2n se cumplen
simultáneamente. Con ello se tiene

λ± = 2(|m|+ n + 1), (11.54)

y con λ± = 2
h̄ω
′

[
E± − eB0h̄

2µc (m± 1)
]

se obtiene:

E± = h̄ω
′
(|m|+ n + 1) + h̄ωd(m± 1), (11.55)

donde la solución que satisface la ecuación (11.55) con el valor de energı́a n = 1 es

F1|m|± = 1 +
2e2

h̄ω
′

√
µω
′

h̄

2|m|+ 1
, (11.56)

mientras que si d = 4n, se obtienen los niveles

E± = h̄ω
′
(|m|+ 2n + 1) + h̄ωd(m± 1). (11.57)

Al tomar en cuenta que no hay interacción de fuerza de repulsión de Coulomb,
entonces, la solución depende de los polinomios de Laguerre, de la forma siguiente:
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Fn,|m|(r, θ) = Cnκ(κr)|m|L|m|( n−|m|
2 +|m|

)(κ2r2)e−κ2 r2
2 eimθ, (11.58)

donde

Gn = (−1)
(

n−|m|
2 +|m|

)√√√√√√
(

n−|m|
2

)
!

π
[(
|m|+ n−|m|

2

)
!
]3 , (11.59)

donde κ =

√
µω
′

h̄ . La función de onda de dos electrones sin la fuerza de repulsión de
Coulomb se escribe

Ψ(~R,~r) = Ψ(R, γ)Ψ(r, θ). (11.60)

Mientras que la construcción explicita de dos electrones con fuerza de Coulomb,
en un campo magnético uniforme, nos lleva a soluciones de los polinomios de Heun,
pudiéndose extender para el caso de muchos electrones.

11.6. Direcciones relativistas en el enfoque de estructura
antiparalela al campo magnético

En relación al capitulo 10, los resultados de esta sección son enfocados solamente
a la solución con espı́n hacia abajo, cumpliendo ası́ con lo obtenido en el capitulo
10, pero con resultados diferentes en el número cuántico m, notándose no solo la
diferencia de direcciones de corrientes, sino también en los valores propios de niveles
de energı́a. Ante todo, considere las siguientes solución cuyo valor radica en el sentido
contrario en el conjunto completo de la solución radial en el polinomio de Laguerre(

Ψ1
Ψ2

)
=

(
R1(ρ̄)eimθ

R2(ρ̄)ei(m−1)θ

)
, (11.61)

cuya ecuación diferencial toma la forma siguiente:

[
d2

dρ̄2 +
1
ρ̄

d
dρ̄
− B0e

h̄c
(m)−

B2
0e2ρ̄2

4h̄2c2
− (m− 1)2

ρ̄2 +
(E2 −m2

0c4)

h̄2c2

]
R1 = 0, (11.62)

tomando el hecho de que M contiene el número cuántico m, se define que M = m− 1,
de tal forma que la ecuación diferencial se escribe de la forma siguiente:
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110 CAPÍTULO 11. Discusión de los resultados

[
d2

dρ̄2 +
1
ρ̄

d
dρ̄

+ (λ− − α2ρ̄2)− M2

ρ̄2

]
R1 = 0, (11.63)

donde λ− =
(E2−m2

0c4)

h̄2c2 − B0e
h̄c (M + 1) y α = B0e

2h̄c ; cuya forma de la solución esta presente
en relación al valor eiMθ, siendo la forma de la estructura, cuyos espinores contienen
el número cuántico magnético m en relación al giro del momento angular orbital

Ψ1↑ = ∆−

ρ̄|M|L|M|Ω− (ρ̄
2)


m0c2 + E−
0
0
0




+∆−

√2ieiθ ρ̄|M|+1L|M|+1
Ω− (ρ̄2)


0
0
0√

eB0
h̄c


 , (11.64)

Ψ1↓ = ∆−

ρ̄|M|L|M|Ω− (ρ̄
2)


0
m0c2 + E−
0
0




−∆−

√2(Ω− + |M|)ie−iθ ρ̄|M|−1L|M|−1
Ω− (ρ̄2)


0
0√

eB0
h̄c

0


 . (11.65)

El ı́ndice del polinomio de Laguerre contiene el valor númerico de |M| y M en los
que la suma de valores de energı́a provoca una resta debido al contenido de M, esto al
parecer por el movimiento en sentido contrario a las manecillas del reloj, es decir que
Ω− es una resta de la energı́a cuadrática en su suma total

Ω− =
1

2α

[
E2
− −m2

0c4

2h̄2c2

]
− (M + |M|+ 2)

2
, (11.66)

siendo la energı́a la suma total en relación a la parte contenida radial que contiene el
cambio de variable y su valor en relación a la parte angular θ. También, se observa un

∆− = e−
ρ̄2
2 eiMθ, que contiene la solución exponencial radial
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E2
− −m2

0c4 = h̄ceB0(2k + |M|+ M + 2), (11.67)

ahora, en el caso de que |M| < 0, se obtiene como resultado que la energı́a es

E2
− −m2

0c4 = h̄ceB0(n− |m|+ 2). (11.68)

Esto debido a que k, contiene el número cuántico n−|m|
2 y la relación en |M| se ve

simplificada, también en las divisiones de los valores propios en el ajuste antiparalelo
al campo magnético [78].

11.7. Dos anyones en un campo magnético uniforme con
proyecciones semienteros

Considere dos anyones idénticos no relativistas con espı́n semientero, con carga
−e y masa µ, la partı́cula se mueve en un espacio de bidimensional x − y bajo la in-
fluencia del campo magnético uniforme ~B = B0k̂. El campo provoca un movimiento
perpendicular en relación al plano bidimensional en donde la transición del espectro
se encuentra dado por los niveles de Landau. El efecto bosón a fermión aparece tanto
en ausencia, como en presencia de la repulsión de Coulomb, siendo esta nueva es-
tadı́stica, la estadı́stica fraccionaria [79]. Un hecho interesante es cuando los anyones
se intercambian entre sı́, apareciendo una fase que se denota por θ

Ψ(~r2,~r1) = eiθΨ(~r1,~r2). (11.69)

Si θ = 0 las partı́culas son bosones y si θ = π las partı́culas son fermiones. Para
estudiar la interpolación entre los anyones, suponga la ausencia de la repulsión de
Coulomb. Por lo que el Hamiltoniano de los anyones sin esta interacción se escribe en
la forma siguiente:

Ĥ =
1

2µ

[
~σ ·
(
~P1 +

e
c
~A1

)]2
+

1
2µ

[
~σ ·
(
~P2 +

e
c
~A2

)]2
. (11.70)

Al separar el Hamiltoniano para los casos de la posición del centro de masa ~R y la
posición relativa~r dadas por:

~R =
~r1 +~r2

2
, ~r =~r2 −~r1, (11.71)
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112 CAPÍTULO 11. Discusión de los resultados

el Hamiltoniano se separa con respecto al movimiento relativo y al movimiento del
centro de masa, por lo que habrán dos tipos de niveles de energı́a y dos tipos de
funciones de onda:

Ĥ = Ĥcm + Ĥrel =
1

4µ

[
~σ ·
(
~Pcm +

2e
c
~Acm

)]2

+
1
µ

[
~σ ·
(
~Prel +

e
2c

~Arel

)]2
. (11.72)

Esto quiere decir, que el vector potencial magnético es el resultado de ambas sepa-
raciones

~Acm =
1
2
(~B× ~R), ~Arel =

1
2
(~B×~r), (11.73)

donde la masa es igual a µR = 2µ, junto con carga qR = −2e y la masa relativa es
igual µr = 1

2 µ, junto con la carga qr = −1
2 e, ambos resultados proporcionan resulta-

dos donde la suma y producto son las funciones de onda en información de ambas
trayectorias [80],

(Ĥcm + Ĥrel)Ψ(~R,~r) = EΨ(~R,~r). (11.74)

Por lo que su descripción en coordenadas radiales y angulares, son descritas en la
forma siguiente:

Ψ(~R,~r) = Ψ(R, γ)Ψ(r, φ), ER + Er = E. (11.75)

De acuerdo a lo resuelto por los capı́tulos 2, 7 y 8, se obtiene para Ĥcm

λ±R =
2m0

h̄2 (E±R − Ez)−
2eB0

h̄c
(m± 1), (11.76)

λ±R =
2eB0

h̄c
(2kR + |m|+ 1). (11.77)

Igualando la ecuación (11.76) y (11.77) y despejando (E±R − Ez) para los valores
de energı́a, se obtiene la suma de sus valores en relación a la separación de los valores
semienteros, ambos valores del momento angular orbital, escrito como h̄eB0

m0c , tanto en
la forma de la frecuencia angular, como también sin ella

E±R − Ez =
h̄eB0

m0c
(2kR + |m|+ m + 1± 1), (11.78)

E±R − Ez =
1
2

h̄ω(2kR + |m|+ m + 1± 1). (11.79)
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Siendo la ecuación de movimiento radial la que posee la información en relación a
su solución con respecto a la función de onda

1
R

d
dR

(
R

d
dR

)
ρ±R(R) + (λ±R − α2

RR2)ρ±R(R)− m2

R2 ρ±R(R) = 0, (11.80)

siendo αR = eB0
h̄c la longitud magnética y la función de onda Ψ±(R, γ) que se escribe

en la forma de su solución de la ecuación diferencial (11.63)

1
R

d
dR

(
R

d
dR

)
ρ±R(R) + (λR − R2)ρ±R(R)− m2

R2 ρ±R(R) = 0, (11.81)

la función de onda se escribe en la forma siguiente:

Ψ(R, γ) = CRηR(ηRR)|m|L|m|( nR−|m|
2 +|m|

)(η2
RR2)e−

η2
RR2

2 eimγ, (11.82)

siendo ηR =
√

eB0
h̄c , la longitud del oscilador armónico y CR, la constante de normali-

zación

CR = (−1)
(

nR−|m|
2 +|m|

)√√√√√√
(

nR−|m|
2

)
!

π
[(
|m|+ nR−|m|

2

)
!
]3 . (11.83)

Con la ecuación (11.79), se obtiene el nivel de energı́a en separaciones de las direc-
ciones del espı́n 1

2 en kR = 1
2(nR − |m|)

E±R − Ez =
1
2

h̄ω(nR + m + 1± 1). (11.84)

11.7.1. Caso relativo

De acuerdo a las ecuaciones (11.76) y (11.81), el Hamiltoniano relativo y la infor-
mación contenida por λ±r se escribe en la forma siguiente:

Ĥrel =
1

2µr

[
~σ ·
(
~Prel −

qr

c
~Arel

)]2
, (11.85)

λ±r =
2m0

h̄2 (E±r − Ez)−
eB0

2h̄c
(m± 1). (11.86)
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114 CAPÍTULO 11. Discusión de los resultados

Siguiendo los pasos de la sección 4.4, el otro valor de λ±r, es el valor de la longitud
magnética multiplicado por el nivel de energı́a bidimensional

λ±r = 2αr(2kr + |m|+ 1), (11.87)

siendo αr =
eB0
4h̄c , el valor de la longitud magnética relativo al movimiento del electrón.

La igualdad de ambas ecuaciones (11.78) y (11.88) permite escribir la energı́a como la
suma de la interacción bidimensional junto con las separaciones del espı́n semientero
en las direcciones axiales

E±r − Ez =
h̄eB0

4m0c
(2kr + |m|+ m + 1± 1), (11.88)

Con m0 = µr =
1
2 µ, los valores de energı́a son semejantes a la ecuación (11.79)

E±r − Ez =
h̄ω

2
(2kr + |m|+ m + 1± 1). (11.89)

La ecuación de movimiento radial tiene la misma forma que la ecuación (11.80)

1
r

d
dr

(
r

d
dr

)
ρ±r(r) + (λ±r − α2

r r2)ρ±r(r)−
m2

r2 ρ±r(r) = 0. (11.90)

Cuya forma de la función de onda Ψ(r, φ) queda en términos de los polinomio de
Laguerre

Ψ(r, φ) = Crηr(ηrr)|m|L
|m|(

nr−|m|
2 +|m|

)(η2
r r2)e−

η2
r r2
2 eimφ, (11.91)

siendo Cr, la constante de normalización y ηr =
√

eB0
4h̄c , la longitud del oscilador

armónico

Cr = (−1)
(

nr−|m|
2 +|m|

)√√√√√√
(

nr−|m|
2

)
!

π
[(
|m|+ nr−|m|

2

)
!
]3 . (11.92)

Con la ecuación (11.89) el valor de kr permite escribir los niveles de energı́a en la
forma siguiente:

E±r − Ez =
1
2

h̄ω(nr + m + 1± 1). (11.93)
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Por lo tanto, la función de onda de dos partı́culas que están sometidas a un campo
magnético uniforme, es la multiplicación del movimiento relativo por el movimiento
en el centro de masa; que se escribe en la forma siguiente:

Ψ(~R,~r) =

(
CRηR(ηRR)|m|L|m|( nR−|m|

2 +|m|
)(η2

RR2)e−
η2

RR2

2 eimγ

)
(

Crηr(ηrr)|m|L
|m|(

nr−|m|
2 +|m|

)(η2
r r2)e−

η2
r r2
2 eimφ

)
. (11.94)

Mientras que los niveles de energı́a es la suma de la ecuación (11.79) y (11.89),

E±R + E±r =
1
2

h̄ω(nR + m + 1± 1) +
1
2

h̄ω(nr + m + 1± 1), nR, nr = 0, 1, 2, ...,
(11.95)

note que los valores de m = 0,±1,±2, ..., para el número cuántico azimutal m, se
obtienen por la relación siguiente:

m =
θ

π
+ 2j, j = 0,±1,±2, ... (11.96)

Por lo tanto, el nivel de energı́a relativa en términos de los números cuánticos para
j ≥ 1, se convierte en la suma del número cuántico principal más el número cuántico
fraccionario [79],

2E±r

h̄ω
= nr + 2j +

θ

π
+ 1± 1, (11.97)

de acuerdo a la ecuación (11.97), se tienen bosones con θ = 0 y fermiones con θ =
π, todos estos espectros están infinitamente degenerados y el intercambio que existe
entre cada uno de ellos en el transporte de dos electrones, tienen estados comunes
infinitamente degenerados para cada valor de θ [79, 81].

11.7.2. Repulsión de Coulomb

La ecuación de movimiento radial con repulsión de coulomb, en la simetrı́a cilı́ndri-
ca, tiene la forma de la solución que es independiente de la forma diferencial de La-
guerre
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d2v±
dr2 +

1
r

dv±
dr
− m2

r2 v±−
eB0

2h̄c
(m± 1)v±−

e2B2
0

16h̄2c2
r2v±−

2µre2

h̄2r
v± = −2µr

h̄2 (E±r− Ez)v±.

(11.98)
Al hacer el cambio de variable ρ =

√
αrr, se obtiene como solución una forma en

la que puede ser simplificada

d2v±
dρ2 +

1
ρ

dv±
dρ
− m2

ρ2 v± − 2(m± 1)v± − ρ2v± −
2µre2

h̄2α
1
2
r ρ

v± = − 2µr

αr h̄2 (E±r − Ez)v±.

(11.99)
Definiendo λ± = 2µr

αr h̄2 (E±r − Ez) − 2(m ± 1) y u = 2µre2

h̄2α
1
2
r

, como la ecuación que

se simplifica a través del cambio de variable, se obtiene la ecuación diferencial en la
forma siguiente: (

d2

dρ2 +
1
ρ

d
dρ
− m2

ρ2 − ρ2 − u
ρ
+ λ±

)
v± = 0. (11.100)

El desarrollo asintótico sugiere una solución de la forma v± = ρ|m|e−
ρ2
2 F±(ρ), cuya

solución satisface la ecuación diferencial

ρF
′′
± + (a− 2ρ2)F

′
± + (dρ− u)F± = 0, (11.101)

en el cual, a = 2|m| + 1 y d = λ± − 2(|m| + 1). Cuando F = ∑∞
k=0 Akρk, posee una

solución de la forma en que depende de los tres términos de relación de recurrencia
[79],

Ak+2 =
b

(k + 2)(k + a + 1)
Ak+1 −

d− 2k
(k + 2)(k + a + 1)

Ak, (11.102)

Con los coeficientes Ak de la tabla 11.3 se tienen los valores de k incluidos hasta
k = 4, cuyos valores son los mismos encontrados por los sı́mbolos de Pochammer ak
[82]. La solución determina un valor finito de k por lo que se debe de cumplir dos
condiciones

d = 2n, Anr+1 = 0, (11.103)

de acuerdo a ello, se obtiene el nivel de energı́a de un oscilador armónico con repulsión
de Coulomb en el movimiento relativo
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E±r =
1
2

h̄ω(nr + |m|+ m + 1± 1). (11.104)

Ak Resultados
A1 1!a1A1 = u
A2 2!a2A2 = u2 − ad
A3 3!a3A3 = u

[
u2 − ad− 2(a + 1)(d− 2)

]
A4 4!a4A4 = u4 − u2 [ad + 2(a + 1)(d− 2) + 3(a + 2)(d− 4)] + 3ad(a + 2)(d− 4)

Tabla 11.3: Coeficientes de Ak hasta k = 4.

La frecuencia sigue siendo ω = eB0
µc , al igual que en los casos de los Hamiltonianos

anteriores con las condiciones de un valor finito en k que cumple con nr
2 para nr par

y nr−1
2 para nr impar, en términos de x = u2. Recordemos que u = 2µre2

h̄2α
1
2
r

, por lo tanto,

para u2, se simplifica a h̄ω

h̄ω = 4α2µc2g−1
m , (11.105)

donde gm, es una función m del número cuántico y α = e2

h̄c , es la constante de la
estructura fina. Con ello la energı́a de la ecuación (11.104) se convierte en la forma en
que su estructura de energı́a es multiplicada por el factor de estructura fina

E±nr,m = 2α2µc2g−1
m (nr + |m|+ m + 1± 1), nr = 1, 2, ..., (11.106)

Los valores de nr, se estudian para valores nr = 1, 2. Iniciando con nr = 1, la
ecuación (11.103) se escribe como:

d = 2, λ± = 2(|m|+ 2), (11.107)

y con el valor de λ± = 2µr

αr h̄2 (E±r − Ez)− 2(m± 1), el valor de la energı́a se escribe de
la forma:

E±1,m =
1
2

h̄ω(|m|+ m + 2± 1). (11.108)

Con el valor de la tabla (11.3) para A2, el valor de u2 = ad, siendo a = 2|m|+ 1 y

con u2 = 4α2µc2

h̄ω , se obtiene:
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118 CAPÍTULO 11. Discusión de los resultados

d =
4α2µc2

h̄ω

1
2|m|+ 1

, (11.109)

y con el valor de d = 2; h̄ω se convierte en el producto de 2α2µc2 por el valor de a,

h̄ω = 2α2µc2 1
2|m|+ 1

. (11.110)

Al sustituir la ecuación (11.110) en la ecuación (11.108), se obtienen ambos niveles
tanto en dirección al campo magnético como también antiparalelo al campo magnético

E±1,m = α2µc2 |m|+ m + 2± 1
1 + 2|m| . (11.111)

Son dos valores de energı́a uno para el espı́n hacia arriba y otro con dirección
contraria

E+1,m = α2µc2 |m|+ m + 3
1 + 2|m| , E−1,m = α2µc2 |m|+ m + 1

1 + 2|m| . (11.112)

La solución que satisface la ecuación diferencial (11.101) en el valor F±1,m, tiene
la forma de la solución en términos radiales como el caso contenido por el nivel de
energı́a fraccionario

F±1,m = 1 +
2µre2

h̄2(2|m|+ 1)
r. (11.113)

Entonces, la parte de la función de onda sin normalizar es de la forma en que
depende de la forma diferencial de Heun [76],

Φ±(r, θ) = η
|m|
r r|m|e−

η2
r r2
2 F±1,m(ηrr)eimθ, (11.114)

donde ηr, es el mismo que el de la sección (11.7.1). Los valores de energı́a son expre-
sados en términos del número cuántico azimutal m,

m =
θ

π
+ 2j, (11.115)

E+1,m = α2µc2

[
| θ

π + 2j|+ θ
π + 2j + 3

1 + 2| θ
π + 2j|

]

=
1
2

α2µc2

(
1 +

2j + θ
π + 5

2

|2j + θ
π |+

1
2

)
, (11.116)
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E−1,m = α2µc2

[
| θ

π + 2j|+ θ
π + 2j + 1

1 + 2| θ
π + 2j|

]

=
1
2

α2µc2

(
1 +

2j + θ
π + 1

2

|2j + θ
π |+

1
2

)
. (11.117)

Los valores de energı́a y función de onda son los valores de nr = 1, si el nivel
aumenta a nr = 2 entonces d = 4, y E+2,m y E−2,m, se convierte en:

E+2,m =
1
2

h̄ω(|m|+ m + 4), E−2,m =
1
2

h̄ω(|m|+ m + 2), (11.118)

usando

u2 = ad + 2(a + 1)(d− 2), a = 2|m|+ 1, (11.119)

y no olvidando u2 = ad, el valor de h̄ω se encuentra como:

h̄ω = α2µc2 1
3 + 4|m| , (11.120)

esto permite escribir

E+2,m =
α2µc2

2

(
4 + |m|+ m

3 + 4|m|

)
, E−2,m =

α2µc2

2

(
2 + |m|+ m

3 + 4|m|

)
, (11.121)

y con el número cuántico azimutal m, se obtiene:

E+2,m =
1
8

α2µc2

(
1 +

2j + θ
π + 13

4

|2j + θ
π |+

3
4

)
, (11.122)

E−2,m =
1
8

α2µc2

(
1 +

2j + θ
π + 5

4

|2j + θ
π |+

3
4

)
. (11.123)

La solución que satisface la ecuación diferencial (11.101) en el valor F±2,m, tiene la
forma:

F±2,m = 1 +
u
a

ρ +
u2 − 4a
2!a(2)

ρ2, (11.124)

donde a(2) es el sı́mbolo de Pochhammer del factorial ascendente [82],
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a(2) = a(a + 1). (11.125)

De acuerdo al cambio de variable ρ = α
1
2
r r = ηrr y a los valores en los cuales se

hace el cambio de variable

u =
2µre2

h̄2α
1
2
r

, a = 2|m|+ 1. (11.126)

El valor F±2,m, se convierte en la solución que satisface la ecuación diferencial de
Heun, de tal forma que su forma radial queda en término de la solución siguiente:

F±2,m = 1 +
2µre2

h̄2(2|m|+ 1)
r +

2µ2
r e4

(2|m|+ 1)(2|m|+ 2)h̄4 r− η2
r r2

|m|+ 1
. (11.127)

Por lo tanto, la función de onda no normalizada, contiene la información del
electrón con repulsión de Coulomb, la cual queda de la forma en que la ecuación
diferencia no depende de la solución de los polinomios de Laguerre, pero si de la in-
formación contenida en la forma radial y angular, tanto del número cuántico principal
como del número cuántico angular

Φ±(r, θ) = η
|m|
r r|m|e−

η2
r r2
2 F±2,m(ηrr)eimθ. (11.128)

11.7.3. Función de partición

La función de partición, es una función que determina las propiedades del sistema
a partir de las funciones termodinámicas. Es importante debido a la información que
proporciona del magnetismo, en el que las variables cuánticas se presentan a través
de los números cuánticos. Es por ello, que a partir de su estructura obtenida por la
información del sistema bidimensional no relativista, se obtiene la función de partición
que valida su importancia en el estudio de la mecánica estadı́stica cuántica

E = − h̄eB0

2m0c
(m± 1) +

h̄
2m0c

|e||B0|(|m|+ 2k + 1). (11.129)

Al considerar el sistema bidimensional no relativista sujeto a un campo magnético
uniforme, la función de partición se escribe para este caso en términos de la suma del
k contenido por

(
n−|m|

2

)
y el número cuántico magnético, en el que por supuesto, el
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número cuántico magnético no es despreciable como sucede en diferentes referencias
[83],

Z = ∑
m

∑
k

exp(−βEm,k). (11.130)

El número cuántico m puede tomar valores en sentido a las manecillas del reloj y en
sentido contrario a las manecillas del reloj. De esta forma, se conocen las probabilida-
des y energı́as en los diferentes valores del sentido radial de acuerdo a lo obtenido por
los capı́tulos 7-10. Por supuesto, también la información del sistema termodinámico
se obtiene de la forma siguiente:

Z = ∑
m≥0

∑
k

exp(−βEm,k) + ∑
m<0

∑
k

exp(−βEm,k), (11.131)

y de acuerdo a la referencia [84], se obtiene como resultado la siguiente función de
partición a partir del cual se puede obtener el momento magnético medio de la mag-
netización del sistema

Z = exp
(α1

2

(
1± 1 +

n
2

)
β
) senh

((
n
4 + 1

2

)
α1β
)

senh
( α1

2 β
)


(

exp
( α1

2 nβ
)

senh
((n

2 + 1
)

α1β
)
+ n

2 senh (α1β)

senh (α1β)

)
, (11.132)

donde α1 = − h̄eB0
m0c y β, es la cantidad que contiene la inversa de la temperatura. A

partir de la función de partición se encuentra la entropı́a que expresa la incertidumbre
del sistema, esta información es la transportada por el estado de cada nivel informativo
de energı́a, en la que el nivel de información es más importante que la recibida y que
tiene un nivel menos de incertidumbre, siendo la entropı́a denotada por S [85].

S = kBβ2 ∂F
∂β

, (11.133)

S = kBlnZ− kBβα1

2
D− kBβα1

2
G, (11.134)

donde D y G, contienen los valores de los números cuánticos y la suma en relación a
la parte de información cuántica y la temperatura inversa
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D =

[(
1± 1 +

n
2

)
+ 2

(
n
4
+

1
2

)
coth

((
n
4
+

1
2

α1β

))
− coth

(α1

2
β
)
− 2coth (α1β)

]
,

(11.135)

G =
exp

( α1
2 nβ

) (
2
(n

2 + 1
)

cosh
((n

2 + 1
)

α1β
)
+ nsenh

((n
2 + 1

)
α1β
))

+ ncosh (α1β)

exp
(

α1nβ
2

)
senh

((n
2 + 1

)
α1β
)
+ n

2 senh
(

α1β
2

) ,

(11.136)
siendo la función de partición que contiene la parte de la energı́a de Helmholtz F,

F = − 1
β

lnZ. (11.137)

Una consecuencia interesante en estos casos es que pueden ser extendido a casos
relativistas y estudiarlo para cada punto φ, en las variables intrı́nsecas del electrón, en
la operación del operador de rotación. Ası́ como la presencia de quiralidad fraccional
para cada punto φ, esto como se vio en los capı́tulos 8 y 10. El efecto de quiralidad es
estudiado en la referencia [86], para conocer el comportamiento de las transiciones de
fases cuánticas dentro de la estadı́sticas de Maxwell-Boltzman. Al igual que la magne-
tización en valores finitos de la temperatura. Aquı́ no es el caso, simplemente es men-
cionar los resultados de las cantidades termodinámicas a partir de la función de parti-
ción. Esto con los efecto de las transiciones de una cantidad a otra a partir de su deri-
vación. El espectro del sistema es caracterizado por cada uno de los números cuánticos
n = 0, 1, 2, ..., y el número cuántico m = 0,±1,±2, ..., donde son etiquetados por ca-
da valor en k del indice radial del polinomio de Laguerre. Estos niveles son distintos
para cada valor en n y k, de acuerdo a los valores elegidos por m. De la misma forma
que cada efecto de las cantidades termodinámicas son diferentes. La susceptibilidad
magnética se obtiene a partir de la ecuación (11.132), esto quiere decir que existe un

nuevo resultado que es una cantidad de Curie CnE = N0h̄2e2β
2m0c2KB

µ
′ n
24

(n+2)
(n+1)2 [5n(n + 2) + 8],

mayor a la cantidad obtenida por Landau

Cn = N0h̄2e2

2m0c2KB
µ
′ n
24(n + 4), es decir, que la susceptibilidad magnética a partir de la

función de partición del nivel de energı́a (11.129), aumenta conforme los niveles de
energı́a crecen, esto se puede observar a partir de la susceptibilidad dada por [84],
escrita de la forma en que contiene la corrección de Curie CnE y la susceptibilidad
χnE,

χnE =
N0h̄2e2β

2m0c2 µ
′ n
24

(n + 2)
(n + 1)2 [5n(n + 2) + 8] +

N0h̄2e2β

2m0c2
n
24

(n + 4). (11.138)
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Capı́tulo 12

Conclusiones

En el presente trabajo se realizó un estudio del transporte del electrón a través
del espacio intrı́nseco. El hecho de estudiar el transporte, es para conocer el com-
portamiento interno del electrón llamado espı́n, ası́ como los estados cuánticos en el
que puede ser encontrado. Se estudió su solución radial y bidimensional en el que el
mismo electrón presenta simetrı́a 2D en su conservación total de momento angular,
de acuerdo al conocimiento de haber explorado y determinado las condiciones del
electrón sometido en un campo magnético uniforme. La manera en que se ha rea-
lizado ayuda a extender los resultados en efectos experimentales, como el efecto de
Stern-Gerlach en la interacción radial. Ası́ también, con el campo magnético en casos
de dimensiones bidimensionales y tridimensionales. Por otro lado, este fue un primer
intento, para estudiar el comportamiento tanto no relativista como relativista, usando
como medida el operador de rotación del espı́n semientero, encontrando el comporta-
miento oscilatorio en el intercambio de partı́culas de espı́n semientero en niveles frac-
cionarios. Finalmente, note que los sistemas obtenidos en 2D y 3D son dimensiones
equivalentes a un sistema de dos electrones interaccionando con el campo magnético
uniforme, en el que la analogı́a del sistema explora el intercambio de lugares a través
de su fase en el momento angular orbital, tomando en cuenta las soluciones del capı́tu-
lo 2 para el sistema no relativista. Desde esta perspectiva, el estudio del transporte en
niveles relativista cobra una mayor relevancia, porque el tiempo y el intercambio de
lugares están en función del operador de rotación en el espacio interno del mismo
electrón, definiendo su propio espacio en relevancia a lo que son los operadores de
ascenso y de descenso en la aparición de partı́culas y antipartı́culas. Todo esto permite
hacer un estudio donde se logra caracterizar la dinámica a través de las probabilidades
y los valores medio, como es la energı́a cinética del electrón en el momento angular
orbital. Ası́, se ha caracterizado el comportamiento en ambos planos de la mecánica
cuántica en donde se restringe a conocer el giro propio del electrón en su soluciones
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radiales. Esto por supuesto, es aplicable a la teorı́a de Cartan entre el efecto y sus di-
rección, de acuerdo al intercambio de las direcciones intrı́nsecas. Esto permite a futuro
buscar otro tipo de caracterización en temas mas amplios como el caso de la mecánica
cuántica estadı́stica relativista. El modelo tiene muchas variables de estudios en que
su extensión dependerá de las cantidades a tratar. Lo más importante es que, se tiene
como soluciones efectos relacionados con la conservación total del momento angu-
lar que se puede estudiar para sistema relativista. Finalmente, construir funciones de
partición para sistemas de más de dos electrones y conservar la información a partir
de diferentes modelos facilitará la complementación eficiente de diferentes cantidades
termodinámicas.
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Apéndice A

El Hamiltoniano de Schrödinger-Pauli

Para escribir la ecuación de Schrödinger-Pauli, el Hamiltoniano que se propone es
el siguiente:

Ĥ =

[
~σ · ( p̂− e

c
~A)
]2

2m0
, (A.1)

donde ~A es el vector potencial magnético que describe la interacción bidimensional y
su relación con el oscilador armónico. Por lo tanto, la ecuación tiene la forma:

ĤΨ = EΨ. (A.2)

La dinámica total del sistema puede ser separado en dos soluciones que correspon-
den a los niveles de energı́a, para la energı́a en dirección paralela al campo magnético
y la energı́a en contra del campo magnético que describe la interacción del espı́n se-
mientero

Ψ =

(
ψ+

ψ−

)
. (A.3)

Desarrollando el término del Hamiltoniano (A.1) se puede notar que el término de
interacción espı́n y momento angular orbital contiene la información en dirección al
campo magnético axial

[
~σ · ( p̂− e

c
~A)
]2

Ψ = σi( p̂i −
e
c

Ai)σj( p̂j −
e
c

Aj)Ψ (A.4)

= σiσj( p̂i −
e
c

Ai)( p̂j −
e
c

Aj)Ψ (A.5)
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= (δij + iεijkσk)( p̂i −
e
c

Ai)( p̂j −
e
c

Aj)Ψ, (A.6)

donde σiσj = δij + iεijkσk, por lo tanto;

[
~σ · ( p̂− e

c
~A)
]2

Ψ = δij( p̂i −
e
c

Ai)( p̂j −
e
c

Aj)Ψ

+iεijkσk( p̂i −
e
c

Ai)( p̂j −
e
c

Aj)Ψ = ( p̂− e
c
~A)2Ψ + iεijkσk( p̂i −

e
c

Ai)( p̂j −
e
c

Aj)Ψ, (A.7)

de la ecuación (A.7) se tiene lo siguiente:

iεijkσk( p̂i −
e
c

Ai)( p̂j −
e
c

Aj)Ψ = iσk

[
( p̂× p̂)kΨ− e

c
εijk( p̂i AjΨ

]
−iσk

[
e
c

εijk Aj( p̂iΨ)− e
c

εijk Ai( p̂jΨ +
e2

c2 (0)kΨ
]

, (A.8)

de la expresión se observa que:

εijk Aj( p̂iΨ) + εijk Aj( p̂iΨ) = εijk Aj( p̂iΨ) + εjik Aj( p̂iΨ), (A.9)

εijk Aj( p̂iΨ) + εijk Aj( p̂iΨ) = εijk Aj( p̂iΨ)− εijk Aj( p̂iΨ) = 0, (A.10)

sustituyendo estos resultados, se obtiene la transformación en relación a la ecuación
de Schrödinger-Pauli

[
~σ · ( p̂− e

c
~A)
]2

Ψ = ( p̂− e
c
~A)2Ψ + iσk

[
− e

c
εijk(−ih̄∂i Aj)Ψ

]
= ( p̂− e

c
~A)2Ψ− σk

e
c

h̄(~∇× ~A)kΨ

= ( p̂− e
c
~A)2Ψ− eh̄

c
~σ · ~BΨ = ( p̂− e

c
~A)2Ψ− eh̄

c
σzB0Ψ, (A.11)

el primer término tiene el siguiente desarrollo:

( p̂− e
c
~A)2Ψ = ( p̂− e

c
~A) · ( p̂− e

c
~A)Ψ

= −h̄2∇2Ψ + 2ih̄
e
c
~A · ~∇Ψ +

e2

c2 A2Ψ. (A.12)
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Se observa que el momento angular orbital es el resultado del producto punto con
respecto al vector potencial magnético el cual depende de la dirección axial

~A · ~∇ =
iB0

2h̄
L̂z. (A.13)

Por lo tanto, el Hamiltoniano del sistema tiene la forma siguiente:

Ĥ =

[
~σ · ( p̂− e

c
~A)
]2

2m0
= − h̄2

2m0
∇2 − eB0

2m0c
L̂z +

e2

2m0c2 A2 − eh̄
2m0c

σzB0. (A.14)

El operador del espı́n se define como:

Ŝ =
h̄
2
~σ, (A.15)

en particular, la componente z ahora depende de la interacción del Hamiltoniano

ŝz =
h̄
2

σz, (A.16)

usando esto, el Hamiltoniano se reescribe como sigue:

Ĥ = − h̄2

2m0
∇2 − eB0

2m0c
L̂z +

e2

2m0c2 A2 − eh̄
2m0c

2
h̄

ŝzB0, (A.17)

esto es, igual a lo siguiente:

Ĥ = − h̄2

2m0
∇2 − eB0

2m0c
L̂z +

e2

2m0c2 A2 − eB0

m0c
ŝz. (A.18)

Por lo tanto, en el Hamiltoniano de Schrödinger-Pauli se aprecia la suma de mo-
mentos angulares, cuya conservación es en la componente z

Ĥ = − h̄2

2m0
∇2 − eB0

2m0c
(L̂z + 2ŝz) +

e2

2m0c2 A2. (A.19)
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Apéndice B

Oscilador armónico bidimensional

La ecuación de Schrödinger para el oscilador de dos dimensiones tiene la forma:

− h̄2

2m0
(

∂2Ψ
∂x2 +

∂2Ψ
∂y2 ) +

1
2

m0ω2(x2 + y2)Ψ = EΨ. (B.1)

Para hacer que las coordenadas sean de magnitud adimensional, se realiza el si-
guiente cambio de variable

ξ =
√

νx, (B.2)

y

η =
√

νy, (B.3)

donde ν = m0ω
h̄ , de esta forma se obtiene:

∂

∂x
=

∂ξ

∂x
∂

∂ξ
=
√

ν
∂

∂ξ
, (B.4)

∂2

∂x2 = ν
∂2

∂ξ2 , (B.5)

sustituyendo en la ecuación original:

∂2Ψ
∂ξ2 +

∂2Ψ
∂η2 − (ξ2 + η2)Ψ = − 2E

h̄ω
Ψ, (B.6)

se define γ = 2E
h̄ω , por lo tanto, la ecuación toma la forma siguiente:
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130 CAPÍTULO B. APÉNDICE B. OSCILADOR ARMÓNICO BIDIMENSIONAL

∂2Ψ
∂ξ2 +

∂2Ψ
∂η2 + (γ− ξ2 − η2)Ψ = 0. (B.7)

Como siguiente paso, se escribirá en coordenadas polares

ξ = rcosθ, η = rsenθ, (B.8)

la ecuación queda:

∂2Ψ
∂r2 +

1
r

∂Ψ
∂r

+
1
r2

∂2Ψ
∂θ2 + (γ− r2)Ψ = 0. (B.9)

Se aprecia que la variable θ es cı́clica, por lo que la solución angular debe tener la
forma eimθ. La solución de la ecuación tiene la forma:

Ψ(r, θ) = eimθgm(r), (B.10)

d2gm(r)
dr2 +

1
r

gm(r)
dr
− m2

r2 gm(r) + (γ− r2)gm(r) = 0, (B.11)

se hace el cambio de variable

x = r2, (B.12)

y se obtiene:

d2gm(x)
dx2 +

1
x

dgm(x)
dx

− m2

4x2 gm(x) +
1

4x
(γ− x)gm(x) = 0. (B.13)

Para hallar una solución soluble por el método de series, es necesario hallar las
soluciones para x >> 1 y cuando x tendiendo aproximadamente a cero. Para el primer
caso se tiene:

d2 f
dx2 −

1
4

f = 0, (B.14)

donde f (x) ≈ νm(x), con x >> 1, la solución de esta ecuación es:

d2 f
dx2 =

1
4

f , f (x) = e±
1
2 x, (B.15)

la solución con sentido fı́sico es f (x) = e−
1
2 x, puesto que permite que el comporta-

miento no sea divergente para x → ∞, por otra parte, si h(x) es el comportamiento de
gm(x) cuando x ≈ 0, entonces se tiene:
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d2h
dx2 +

1
x

dh
dx
− m2

4x2 h = 0. (B.16)

Se propone una serie de la forma siguiente:

h(x) =
∞

∑
n=0

Cnxn. (B.17)

Derivando y sustituyendo se obtiene:

n = ±|m|
2

, (B.18)

las soluciones son del tipo siguiente:

h(x) = x±
|m|
2 . (B.19)

Para evitar un comportamiento divergente en x = 0, se elige al signo positivo, por

lo tanto h(x) = x
|m|
2 . La solución de la ecuación diferencial original es de la forma:

gm(x) = e−
1
2 xx

|m|
2 y(x), (B.20)

donde la ecuación (B.20) satisface la ecuación diferencial de los polinomios de Lague-
rre

xy
′′
+ (m + 1− x)y

′
+ ky = 0, (B.21)

siendo k el número del ı́ndice radial del polinomio de Laguerre

k =
1
2
(

γ

2
−m− 1). (B.22)

Recordando que γ = 2E
h̄ω . También hay que considerar que m es el número cuántico

magnético del momento angular orbital. Por lo tanto, el nivel de energı́a bidimensio-
nal, es el siguiente:

E1 + E2 = h̄ω(n1 +
1
2
) + h̄ω(n2 +

1
2
) = h̄ω(n +

1
2
), (B.23)

con la suma de número cuántico principal en el comportamiento bidimensional n =
n1 + n2.
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Apéndice C

Espectro de energı́a para la ecuación de
Schrödinger-Pauli

La ecuación de Schrödinger-Pauli escrita y desarrollada en coordenadas cilı́ndricas
es de la forma siguiente:

− h̄2

2m0

[
1
r

∂

∂r
(r

∂

∂r
) +

1
r2

∂2

∂θ2 +
∂2

∂z2

]
Ψ±−

eB0

2m0c

[
−ih̄

∂

∂θ
± h̄
]

Ψ±+
e2B2

0
8m0c2 r2Ψ± = E±Ψ±.

(C.1)
Se observa que la partı́cula se mueve libremente en la dirección z, por lo que su

energı́a se escribe de la forma siguiente:

Ez =
h̄2k2

z
2m0

, (C.2)

usando esto, la ecuación se transforma en:

− h̄2

2m0

[
1
r

∂

∂r
(r

∂

∂r
) +

1
r2

∂2

∂θ2

]
Φ±−

eB0

2m0c

[
−ih̄

∂

∂θ
± h̄
]

Φ±+
e2B2

0
8m0c2 r2Φ± = (E±−Ez)Φ±,

(C.3)
donde Ψ±(r, θ, z) = eikzzΦ±(r, θ) , la coordenada θ es cı́clica por lo cual Φ±(r, θ) =
eimθgm(r). Ahora despejamos la ecuación (C.3), de la cual se obtiene:

[
1
r

∂

∂r
(r

∂

∂r
) +

1
r2

∂2

∂θ2

]
Φ± = −2m0

h̄2 (E±−Ez)Φ±+(
e2B2

0

4c2h̄2 )r
2Φ±− (

eB0

h̄c
)

[
−i

∂

∂θ
± 1
]

Φ±,

(C.4)
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SCHRÖDINGER-PAULI

el número cuántico magnético, como la suma de momentos angulares en relación a la
separación del espı́n semientero

[
1
r

∂

∂r
(r

∂

∂r
) +

1
r2

∂2

∂θ2

]
Φ± = −2m0

h̄2 (E± − Ez)Φ± + (
e2B2

0

4c2h̄2 )r
2Φ± − (

eB0

h̄c
) [m± 1]Φ±.

(C.5)
Definiendo

γ
′
± =

2m0

h̄2 (E± − Ez) +
eB0

h̄c
(m± 1), (C.6)

y

ν2 =
e2B2

0

4h̄2 . (C.7)

Ahora usando la ecuación para la coordenada θ cı́clica Φ± = eimθρ±(r) en la ecua-
ción (C.3). La ecuación radial que nos queda es:

1
r

d
dr
(r

d
dr
)ρ±(r) + (γ

′
± − ν2r2)ρ±(r)−

m2

r2 ρ±(r) = 0. (C.8)

Recordando que la ecuación del oscilador armónico de dos dimensiones del apéndi-
ce B es de la forma:

1
r

d
dr
(r

d
dr
)gm(r) +

[
γ− r2

]
gm(r)−

m2

r2 gm(r) = 0. (C.9)

Comparando con (C.8) y haciendo el cambio de variable para (C.9), r →
√

νr y
multiplicamos por ν

1
r

d
dr
(r

d
dr
)gm(r) +

[
νγ− ν2r2

]
gm(r)−

m2

r2 gm(r) = 0, (C.10)

si se compara con (C.8), se obtiene:

γ
′
± ≡ νγ. (C.11)

Para encontrar el espectro de energı́a, es necesario resolver la ecuación radial de la
ecuación (C.8). Haciendo el cambio de variable x = r2; juntamente con las derivadas,
el resultado es escrito en la forma diferencial del polinomio de Laguerre

d
dr

= 2
√

x
d

dx
, (C.12)
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CAPÍTULO C. 135

d2

dr2 = 4x
d2

dx2 + 2
d

dx
, (C.13)

al sustituir el cambio de variable, juntamente con sus derivadas en (C.8), se obtiene:

d2ρ±(x)
dx2 +

1
x

dρ±(x)
dx

− m2

4x2 ρ±(x) +
1

4x
(γ
′
± − ν2x)ρ±(x) = 0. (C.14)

Para hallar una ecuación soluble por el método de series es necesario hallar las
soluciones para x >> 1 y x ≈ 0. Para el primer caso se tiene que:

d2 f±
dx2 −

ν2

4
f± = 0, (C.15)

donde f±(x) ≈ ρ±(x), con x >> 1 las soluciones de esta ecuaciones son:

f±(x) = e±
ν
2 x. (C.16)

La solución con sentido fı́sico es f± = e−
1
2 α, puesto que permite que el comporta-

miento no sea divergente para x → ∞, por otra parte, si h(x) es el comportamiento
ρ±(x), para cuando x ≈ 0, entonces se tiene:

d2h±
dx2 +

1
x

dh±
dx
− m2

4x2 h± = 0. (C.17)

Se propone una serie de la forma:

h(x) =
∞

∑
n=0

cnxn, (C.18)

donde sus derivadas son:

h
′
(x) =

∞

∑
n=0

ncnxn−1, (C.19)

h
′′
(x) =

∞

∑
n=0

cnn(n− 1)xn−2, (C.20)

al sustituir (C.18), (C.19) y (C.20) en (C.17) obtenemos el valor para n

n = ±|m|
2

. (C.21)

Por lo tanto, las soluciones son del tipo en que se asimila a la forma del oscilador
bidimensional
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h±(x) = x±
|m|
2 . (C.22)

Para evitar un comportamiento divergente en x = 0 se elige un signo positivo. Por
lo tanto:

h±(x) = x
|m|
2 . (C.23)

La solución de la ecuación diferencial original es de la forma siguiente:

ρ±(x) = e−
1
2 νxx

|m|
2 y±(x), (C.24)

ahora lo que se procede hacer es sustituir la solución ρ±(x) en la ecuación diferencial
(C.14), a partir de lo cual se obtiene:

xy
′′
± + [|m|+ 1− νx] y

′
± +

1
2

[
γ
′
±
2
− ν(m + 1)

]
y± = 0, (C.25)

siendo

k
′ ≡ 1

2

(
γ
′
±
2
− ν(m + 1)

)
, (C.26)

obteniendo ası́, la forma de la ecuación diferencial de Laguerre

xy
′′
± + (m + 1− νx)y

′
± + k

′
y± = 0, (C.27)

Para estudiar este problema se propone una serie en el que sus derivadas se escri-
ben de la forma siguiente:

y(x) =
∞

∑
k=0

ckxk, (C.28)

y
′
(x) =

∞

∑
k=0

ckkxk−1, (C.29)

y
′′
(x) =

∞

∑
k=0

ckk(k− 1)xk−2, (C.30)

sustituyendo (C.28), (C.29) y (C.30) en (C.27) se obtiene:
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∞

∑
k=0

k(k− 1)ckxk−1 + (m + 1)
∞

∑
k=0

kckxk−1 − ν
∞

∑
k=0

ckkxk + k
′ ∞

∑
k=0

ckxk = 0, (C.31)

renumerando y agrupando los términos

∞

∑
k=0

[
(k + 1)kck+1 + (m + 1)(k + 1)ck+1 − νkck + k

′
ck

]
xk = 0, (C.32)

haciendo cero el corchete

ck+1 =
νk− k

′

(k + 1)(k + m + 1)
ck, (C.33)

se obtiene ası́ la relación de recurrencia. Esto implica que para x >> 1, la solución
tiene la forma:

ρ± ≈ e−
1
2 νxx

|m|
2 eνx, (C.34)

ρ± = e
1
2 νxx

|m|
2 . (C.35)

Esta expresión nos lleva a una densidad de probabilidad divergente. La única for-
ma de evitar esto es cortar la serie, por lo tanto, se debe satisfacer que:

k
′
= νk. (C.36)

A partir de la ecuación (C.36), se obtiene los espectros de energı́a. Se sabe que
la estructura del vector potencial contiene la información de la frecuencia , ası́ como
también la de la longitud magnética

ν2 ≡
e2B2

0

4h̄2c2
, (C.37)

partiendo de ello se obtiene:

ν ≡ eB0

2h̄c
. (C.38)

Por lo tanto, de la ecuación (C.36), se obtiene:

eB0

2h̄c
k = k

′
=

1
2

(
γ
′
±
2
− ν(m + 1)

)
, (C.39)
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resolviendo para γ
′
±, se busca obtener el espectro de energı́a

(
eB0

2h̄c
k)(2) + ν(m + 1) =

γ
′
±
2

, (C.40)

sustituyendo (C.38) en (C.40), tenemos

eB0

h̄c
k +

eB0

2h̄c
(m + 1) =

γ
′
±
2

, (C.41)

obteniendo ası́, la suma del espectro de energı́a sin la interacción del espı́n

γ
′
± =

eB0

h̄c
(2k + m + 1), (C.42)

sabemos que

γ
′
± =

2m0

h̄2 (E± − Ez) +
eB0

h̄c
(m± 1), (C.43)

igualando (C.42) con (C.43), se obtiene:

2m0

h̄2 (E± − Ez) +
eB0

h̄c
(m± 1) =

∣∣∣∣ eB0

h̄c

∣∣∣∣ (|m|+ 2k + 1), (C.44)

a partir de esa ecuación se obtiene el espectro de energı́a

(E± − Ez) = −
h̄eB0

2m0c
(m± 1) +

h̄
2m0c

|e||B0|(|m|+ 2k + 1). (C.45)
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Apéndice D

Función de onda

Usando la ecuación (C.25) del apéndice C, se demuestra que la ecuación diferencial
(C.27), es solución de los polinomios de Laguerre

xy
′′
± + (m + 1− νx)y

′
± + k

′
y± = 0, (D.1)

realizando el siguiente cambio de variable

x =
u√
ν2

, (D.2)

y considerando que:

y
′
± =

dy±
dx

, (D.3)

entonces

dy±
dx

=
dy±
du

du
dx

=
dy±
du

1
dx
du

=
√

ν2 dy±
du

, (D.4)

d2y±
dx2 =

d
dx

(
√

ν2 dy±
du

), (D.5)

sea

w =
dy±
du

, (D.6)

partiendo de ahı́ se obtiene:

d2y±
dx2 =

√
ν2 dw

dx
=
√

ν2 dw
du

du
dx

=
√

ν2 dw
du

1
dx
du

= ν2 dw
du

= ν2 d2y±
du2 , (D.7)
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Al sustituir (D.4) y (D.7) en (D.1), se tiene:

u
d2y±
du2 + (m + 1− u)

dy±
du

+
k
′

ν
y± = 0. (D.8)

Definiendo

Γ ≡ k
′

ν
. (D.9)

Obteniendo ası́;

uy
′′
± + (m + 1− u)y

′
± + Γy± = 0, (D.10)

con m = 0, la ecuación que se obtiene es la ecuación de los polinomios de Laguerre en
la forma siguiente:

uy
′′
± + (1− u)y

′
± + Γy± = 0. (D.11)

Para volver a obtener la ecuación se deriva m veces, siendo el resultado

uy(m+2)
± + (m + 1− u)y(m+1)

± + (Γ−m)ym
± = 0, (D.12)

al intercambiar los indices Γ→ Γ + m se obtiene:

uy(m+2)
± + (m + 1− u)y(m+1)

± + Γym
± = 0, (D.13)

por lo tanto, la solución es:

y±(u) = Lm
Γ+m(u) =

dm

dum LΓ+m(u), (D.14)

Recordando que la solución radial de la ecuación (C.24) es:

ρ±(x) = e−
1
2 νxx

|m|
2 y±(x), (D.15)

y de acuerdo al cambio de variable

x =
u√
ν2

, (D.16)

se tiene entonces que la solución radial (D.15) con la constante de normalización y el
cambio de variable es:

ρ±(u) = Ae−
1
2 u 1

ν
m
2

u
m
2 Lm

Γ+m(u), (D.17)
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Donde A es la constante a normalizar. Para hallar la constante de normalización
se aplicara el método de Schrödinger y con este propósito se encuentra la función
generatriz para los polinomios de Laguerre. Ası́ que la función generatriz para los
polinomios LΓ(u) es:

f (u, z) =
∞

∑
Γ=0

LΓ(u)
Γ!

zΓ =
e−

uz
1−z

1− z
, (D.18)

derivando m veces

∞

∑
Γ=m

Lm
Γ (u)
Γ!

zΓ = (−1)m zm

(1− z)m+1 e−
uz

1−z , (D.19)

hace que el indice Γ comience a contar con Γ = m. Al hacer el cambio de variable
Γ→ Γ + m se obtiene:

∞

∑
Γ+m=m

Lm
Γ+m(u)

(Γ + m)!
zΓ+m = (−1)m zm

(1− z)m+1 e−
uz

1−z , (D.20)

por lo tanto,

∞

∑
Γ=0

Lm
Γ+m(u)

(Γ + m)!
zΓ =

(−1)m

(1− z)m+1 e−
uz

1−z . (D.21)

Para hallar la constante de normalización se debe cumplir que:∫ ∞

0
ρmtρmt′du =

1
νm A2

∫ ∞

0
e−uumLm

Γ+mLm
Γ′+m

du = δΓΓ′ . (D.22)

El método de Schrödinger consiste en calcular la integral observando que:

∞

∑
Γ=0

∞

∑
Γ′=0

zΓ

(Γ + m)!
wΓ
′

(Γ′ + m)

∫ ∞

0
e−uumLm

Γ+mLm
Γ′+m

du

=
∫ ∞

0
e−uum (−1)m

(1− z)(m+1)
e−

uz
1−z

(−1)m

(1− w)m+1 e−
uw

1−w du. (D.23)

Ahora veamos lo que sucede cuando w = z y w 6= z. Si w = z, se tiene que la
integral cumple con lo siguiente:∫ ∞

0
e−uume−

uz
1−z e−

uz
1−z du =

∫ ∞

0
ume−

u(1+z)
1−z du. (D.24)
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Ahora si w 6= z, entonces se observa lo siguiente:

1
(1− z)m+1

1
(1− w)(m+1)

∫ ∞

0
e−uume−

uz
1−z e−

uw
1−w du, (D.25)

a partir de ahı́ se obtiene:∫ ∞

0
e−uume−

uz
1−z e−

uw
1−w du =

∫ ∞

0
ume−u

[
1−wz

(1−z)(1−w)

]
du, (D.26)

sea

q =
1− wz

(1− z)(1− w)
, (D.27)

por lo tanto, la integral a calcular es la siguiente:∫ ∞

0
ume−qudu, (D.28)

al integrar por partes se obtiene:∫ ∞

0
ume−qudu =

m!
qm+1 . (D.29)

De acuerdo al método integral se tendrá

∞

∑
Γ=0

∞

∑
Γ′=0

zt

(Γ + m)!
wΓ
′

(Γ′ + m)

∫ ∞

0
e−uumLm

Γ+mLm
Γ′+m

du =
1

(1− z)m+1
1

(1− w)(m+1)

[
m!

qm+1

]
,

(D.30)
a partir de la ecuación (D.30) y (D.27) se obtiene:

1
(1− z)m+1

1
(1− w)(m+1)

[
m!

qm+1

]
=

(1− z)m+1(1− w)m+1

(1− z)m+1(1− w)m+1

[
m!

(1− wz)m+1

]
. (D.31)

Utilizando el binomio de Newton

1+
(m + 1)

1!
(wz)+

(m + 1)(m + 2)
2!

(wz)2 +
(m + 1)(m + 2)(m + 3)

3!
(wz)3 =

∞

∑
Γ=0

(m + Γ)!
m!Γ!

(wz)Γ.

(D.32)
Por consiguiente:
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∞

∑
Γ=0

∞

∑
Γ′=0

zΓ

(Γ + m)!
wΓ
′

(Γ′ + m)!

∫ ∞

0
e−uumLm

Γ+mLm
Γ′+m

du =
∞

∑
Γ=0

(m + Γ)!
m!Γ!

(wz)Γ, (D.33)

de lado izquierdo si Γ = Γ
′
, se tendrá que se cumple lo siguiente:

∞

∑
Γ=0

(wz)Γ

[(Γ + m)!]2

∫ ∞

0
e−uumLm

Γ+mLm
Γ′+m

du =
∞

∑
Γ=0

(m + Γ)!
m!Γ!

(wz)Γ, (D.34)

quitando ∑ , entonces se llega al resultado buscado

∫ ∞

0
e−uumLm

Γ+mLm
Γ′+m

du =
[(m + Γ)!]3

Γ!
. (D.35)

Y de acuerdo al resultado (D.17) y al resultado (D.35), se obtiene el valor de la
constante de normalización

A =
√

νm

√
Γ!

[(m + Γ)!]3
, (D.36)

por lo tanto,

ρ±(u) =
√

νm

√
Γ!

[(m + Γ)!]3
e−

1
2 u 1

ν
m
2

u
m
2 Lm

Γ+m(u), (D.37)

es la función de onda que de acuerdo a (C.24), los resultados vienen de la forma
siguiente:

Ψ±(r, θ, z) = eikzzΦ±(r, θ), (D.38)

Φ±(r, θ) = eimθρ±(r), (D.39)

Ψ±(r, θ, z) = eikzzeimθρ±. (D.40)

La solución radial de la función de onda, en la forma de sus diferentes cambios de
variables es la siguiente

Ψ±(u, θ, z) =
1√
2π

√
Γ!

[(m + Γ)!]3
e−

1
2 uu

m
2 eikzzeimθ Lm

Γ+m(u). (D.41)
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